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Suftdge btefci (£temente in (fitnnening gebrauten 
ber ataumtiegnffe ijobtn )u bet Slneilenntntg 
)lic^ fetiieti $unc[e einet ©erabeit ebenfolool^t 
: real) fein lönnen, aM fie geraol bet ©ucUbifi^en 
unb bag bie ©evabe für eine geft^Ioffene iünie 
ei tttug, loenti auf 'Hft gefonteite uiienbtit^ feine 
: finb. iSi ift \)a)}tx nii^t )u(äffig, bie in bet 
nbene Unbcfttmmt^eit bur^ ginfügung eine« 
erbeden; inon ^at eielme^t aiijuertennen, ba| 
e ©eomettie ond^ anbre 5Befle einf^Iagen lann. 
ftanbeö unb bie aSereinfac^ung befl Suclibif^en 
i)t ^etbefferung. Welche bie eietle Auflage biefer 
mfteßungen im jiBeiteii Paragraphen bev iJtant' 
dfitnng einiget ^udbräde ermatten ^at. 
eit finb in ber Planimetrie §. 12, 8 unb §. ] 3, 

§. 2, 5, in ber Sirigonometrie §■ 3, 5 unb 
3uf%, beren mehrere ii^ freunbttii^en WiiU 

älmt^or in :^eäben, iStnber in @c^i}nl^at, 
0. SR. Berbante, ^aben ermatten in ber $(ani> 

§. 12, 2. §. 14, 4. §. 14, 23, in ber ©tereo= 
■ rigoncmetrie §. 3, 4. §. 3, 5. §. 4, 14. §. 6, 1. 

ftorifc^en ^otijen finb in ber neuen Auflage 
ib ergänit mocben. ©iefe äumertungeu geben 



ofinfc^te OueQenaitieigen, fie bitten aaü} Mt Elemente etnev 
t @ä^e, Z^toxm, Senennunaen unb Seje^nungen. SDie 
t @äge tft ed, o^ne Meiere bie ®efc$i(^te bet mat^ematir^tn 
t genügenb gegeben merben fann. @ift auf bem @(ti(tit)e 
:(dten lantt bie ®elc()tc^te bet SDIat^etnatif, i^re (Sntloiäelung 
len ®poä)m, i^x anfielt an ben serfc^iebenen ßulturel)ijd&cit 
3)atfie[lun9 aetongcn. 



mtvUS 9ndi. 

SBlanimetrie. 

grifft, ^unct, Sinit, glSi^c, ätaum; SJiiilcl, ttmi, '^ol^tu. 
itxatüttiata gianrcn. Sttbcnbimhl , @4(itcliDiiiId. 
1(1 einte tittttdi. 3)i( Sinld tinte ^Dlvgotu. StscRbit'e 
tn Stiten tintS S)[ei«te. Seiten nnb gtgtnfittrlitgtnbt 
lU(t £ttifc, StttS unb Serabt, Zangtmtn. g. 4, Son bcn 
:iittn Steift ein- ober umatfc^Tietidi finb. 6ittgt|((nc 
gont (1—6). Uleiifte BogeB (6). ©etabe but* einen gemein» 
i»(i Htetftn (7), UmgeJi^ritSene SÜKnld unb ^oöjaonc (8—10). 



(1—3). ät^omGoib, Xtaj»;, ßatbiningen, baS gicic&f4tnteli3t 
nmung bei ActiftB iuta> 3 $unct( ebtc 2:angenten, $B^(n- 
'— fl). ©t^en unb Sangente« bte ffretft« (10—13), §. 7. 
unb S^nliften gignitn. 8ebtngungtn, bie ftd; fdbft enl= 

(1—4). ffleauiare, centrift^e, fljmnietrifie gigu«n (5—7). 
iinct SintelS mit ^iTallcUn. ZHlung Ucn Stctden, 

ber ^tJi^tn Don ^atalletogramtncR unb l^ltei' 
ne unb Stieitdt Dem aleit^en Safen unb ^S^cn (1—3). SoS 
xnt ^elpson (4). @ä^e i»n ^t^acia«, ^t'U«, ^rignou 
einci^ol^Sone (10— 11). g. 10. glä(^tnintffuna. See* 
Heu (1—3). Ouabüfltureu (4—6). anmenbungen (7—8), 
teil b(t I)rtit<t(. aUgemeint Stbtngungtn (l— 2). Sn- 
S<£nitt. g. 12. 2)it Ü^nlttcn Siguten. Sebtngungtn, 
©ittelu (1— 3), 5ßtt M ftlfifi entf()ti*eiiben Slemente (4-6). 
©ftobe unb gtBtrta*'« «teie (7— §). §. 13. Sifclomtliie. 
bee ft«if(8, annfiI)(tung«m(t^iJben (t— 6). Segen unb SBin^ 
ifl (9-10). 

: unb Ounbiratt eon Stiedtn. ^ofittuc unb ntgatibe 
tflünbe einte $nnclt< Ben anbitn $nn«en (1—2). $ioltnj 
ig oaf einen flrei« (3-7). »afi^tl oenÄuifen (8-12). ¥«■ 
tt Stgunn, SSQe uon $teUin£ue u. 9. (13-lA). CluabTal' 

(17—22). Älä^t tee einem 5tcei|t eiiigef^ncBtntn 'Simtde 
. §. 16. *tiime(ei unb gläi^e bon gipurtn. ©cügle 
ferimettr, tldnfleT ^enrntltr bei gtacbentr gljii^e: bne gltic(< 
ige 2)T(JtEf, bti Itmt, ber ^Ifchcie, bit xrticftgmtiile, bie 



Hii uub ©trabtn. 3'"" ®^f "■ mit «ntm 
unb bie Otiabt, paraOcU ffierabt unb ebenen 
ii^t auf (iiin <Sbtut litgeii, gnabltnigt glS^cu 
IIb grati^ii^e 9tcIaliDn(n. 3>ualilä[ (9). §. 2. 
neu uab @erabeu. SlDTmiilt ®ti:abe unb 
maljjrojtctiontn , abpSiibt (6—9). ffläiiitel Mn 

Sugtl. ebene ©^mtu be« Segels uiib ßi)= 
Sc^iiittc bur^ eine Sbcue, bur4 einen iSüf4<l 
1). SepiDimung b« Sugel unb beS %ctatione> 
utenebeuen u. (. f. (10— J2). §. 4. ©p&ovil. 
i3 fVtiSnlr^e ^olDgcn unb ©tgenpolQgDn, Q^eg 
■I unb polare, ^clatfiflui (fi-9). Sic fpbSri= 
^Dlartreit, baS ein gej^ci ebene unb umget^ne: 
. eejeH u. a. (12—14). «efonbete ^uncle am 
IG). Settmttev unb glÄ^e (17). ©Uit^e unb 
iSete, ^riema unb bie txcfliectiuif^en 
aetlf^nilt bei Qdc (l—'i). Slovnuili^niU be« 
pnitte eine« S^Iinbete (4—5), Sie ^Mjectio» 
nit (Spainea^DU^a^en obei SoOinealionf ebenen 

Sugelfiauceu, Sfosinnli'^ unb Oomoclfclicilät 
[e eines Regele unb einer Sugd (11—19). &u 

Utevitxb- SQillelj^iiJtle nub <Sc6iDCTtiuna 
nat-^ieiede unb eingef^vicbcnc Sctroebet beS 
Soft nnb bie ?iüfren befl 2etnebete (S— 10). 
iftre \\ä) felbfi eni[ptec6enben Sleinente (11—16). 
Sie ^olijeber. @in|aifiei:, mcbtiaftet 3u= 
%\lid)fa, Sonteu (1—4). $loli)niii!^e, ati^inie- 
Spil^ebee (5—7). Summen bet 5peIijgonwinIet, 

n unb ^^tumibeu. aSeiWtnig becl^olume 
.ergleüung Bdu »tuei Sörpern (7—8). »ei^lt- 
wu aBonge, 2BB6ine, ©teiuet (12—15). aJc= 
9. Subatut bet finacl unb anbererfiDi' 
»T< uub @csnicn(S berfelben (1—4). SeguEent 
iraaeleu (Ebcuen (5-B). abtnngigleU be< Sd> 
»tpere (9-10). S. W. Obetflöcte beB (£?• 
ua'l- äontn Mu Sflitnbem unb ftegeln, 3to» 
iien bei: iTomplanatiDn unb Subatuc bet finget. 
;nclen bei; Rigueen. ©^reetpunct eine* 
nbeie ©^Reme (6). ©äfte Bon Bogrange, 9(po£- 
eon Sinien, gläcfteu, Säumen (9—12). @ul. 
ion unb Subatui pciemalifc^et $ufc (17—19). 



9nbait. 
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Sechstes ^tt(^. 

ATriflonomctric. 

§. 1. 9$on bem<Stnu9. ^eßimmung einer %Wt, (Sonßruction unb J3e« 
re<!^n)tng, acniometrtfd^e gunction, @mud eined f|)t^en Sinleld (1—5). 2>ad re^t« 
roinfelige ^reied, gläd^e eines ^teied«, @inu9«@a4 (6—9). §.2. $on bent 
(Softnud. ^a9 re4tn)infelige ^teted, (£ofinu9fa^ unb bie bnr^ il^n lösbaren ^uf« 
oaBen. §. 3. Son berXangente unb (Eotangente. 2)a9 re^ttointelige 2>reie(!. 
jbaS gemeine S>reie(t, Xangente eines l^atben SBinfelS, @ang^f(i^et 2)ot)t)elfa^. $o^ 
tl^tnov\(ift Slufgabe. Srigonometrifd^c hinten am Greife, ^renjtoertl^e. 

§. 4. ©oniometrie. 3BinfeI toon jtoei ©eraben, gnncttonen befjelben (1—4). 
gunbamentalgtei^ungen für baS Xxtkd, goniometrif^e Sielationen (5—9). (£ofi« 
tiu««@aft, (gnler'S ©letd^ungen (10—11). glSAe be« 3)reie<l8, ©S^e t)pn ©trel&Ue 
unb ?'$ui(ier (12). @fifte t)on geuerba^, ber geuerbad^^d^e «rei« (13—15). §. 5. 
^)p^äxx\^t Trigonometrie. 2)aS re^tteinfelige 2>reied (1—4). ^aS gemeine 
Dxtitä, bie ®aug^f($en (91ei(!^ungen (5—10). !^ie ^^ta unb bie S^abien ber um« 
unb eingefd^riebenen Greife (11—12). gunctionen ber Smfelfumme (13—15). ®^)^ä* 
rifd^e ^otenj eines ^nncteS in 9e)ng auf einen ^eiS (16). 9litteilinie beS 2)rete(fs 
(17). ^v(\ammtvibana ber Milanen unb fp^iartfd^en ^Trigonometrie, Segenbre^S @aft 
(18—19). §. 6. ipoiJ^gonometrie unb JßotJjebrometrie. gunbamentalgtei« 
<^nttg, B^fammenl^ang ber ^ol^ebrometrie mit ber $oIi^gonometrte (1—4). Ciuabrat 
einer ^eite ober mH^t, 2>'d^t bon (Sarnot unb ®aug (5—7). ©ontometrifd^e Dela- 
tionen (8—10). S)as plant $oU;[gon, (Sa^e »on 2*$uüier unb @taubt (11—13). 
Solum beS SetraeberS, 9)^ittel|($nitte, ^bfianbe ber gegenüberliegenben Tanten, 9la« 
btnS ber umgefd^riebenen Stn^ti (19). $robuct bon j^n^ei ^oli^ebern (20). 

§. 7. Sie :|>roj|ecti))tfd^en gor mein. X(ieilun0Sber(^SUni| einer <^trede 
unb eines SßiufeTS; 3 $uncte emer ^eraben, 4 fünfte einer äbene, 5 $uncte beS 
fftavmt^, 4 $uncte einer ^ngel (1—3). ^^rojectibifc^e gormein, ©a^e bon (Seba, 
3KeneIouS, Sarnot (4—7). 2)o:|)peti)erl^Sftni6 toon 4 $nncten, ®erabeu, Ebenen 
(8—10). SSierede toon 4 ©eraben, Sftelationen bei 4 ^uncten einer ©eraben, 
e^uncten einer (Sbene, S $uncten beS 9taumeS (11—13). ©teid^ungen t>on 2)0^=* 
^elber^Sttntffen, insbefonbere hti Sinien unb gerablinigen gläc^en ^meiten ©rabes 
(14—16). (Säfte toon ^aScal unb SBvianci^on (17—18). Snbolution toon 3 «paaren, 
^aft toon 2)eSargtteS (19—20). $o(e unb ^^olaren bei Sinien ^roeiten ©rabeS 
(21—23). 
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®runi)begttffe. 

ne Unteriired^ung uti& übet jebe ®rtnje ^in« 
irt im SRaunie oljne Äusbe^nung gebai^t, (feifil 
i^nte« ift entttebet eine 8inie, ober eine 
im engern ©inne {^ixptx, oxtQtöv, Bolidnm). 

_ ,,... fic^ unenblid^ Diele ^uncte unterfdjieibeti, auf 

einer ^lääft unenbUc^ Diete Sinien, in einem Siaume unenblii^ Diele ^lä- 
äfta. (Sine Sinie ift ju betben Seiten eines auf i^r liegenten ^nnctea 
aaegebe^nt (in bie fiönge), eine gtäc^ie ift ju beiden Seiten einer auf 
i^r Itegenben Sinie ausgebe^nt (in bie Sänge unb £9reite), ein 9?aum 
ift )u beiben Seiten einet in i^m Itegenben iS^ädfe audgebe^nt (in bie 
Sdnge, Stette unb SDicfe); Sinie, gläd^e, 8{aum feigen bed^alb na(fy 
1, 2, 3 Siimenfionen auSgebe^nt (Eine Sinie tann als iSa^n (Ort, 
Tiinof) eines betcegten ^uncteS , eine ^iaifye als 9a^n einer beteegten 
Sinie, ein JRaum atö iBa^n einer belegten glätte betrachtet werben. 

2. Linien werben begrenjt burc^ ^unde ((Snbpuncte), äjläijen 
bür$ Sinien (Umfang, Tu^lfin^og, «ipiqj^peiK), SRäume bnrd^ glücken 
(Cberflä^e, iaupäveia, superficies), unb ^aben jn)if($en i^ren (itrenjen 

tbeftimmte @rBge. tiit @ci5ge einer Sinie ^eigt i^re Sänge, bie ©tSge 
^einer glatte i^re gloc^e rgiäc^enin^aü, area, IfLßadiv, inupävua), bie 
^rB6e eine« iRaume« fein ©olurn (fiörperin^alt, volumen, capacitas, 
citQtöv); biefe ®tSgen n}erben e^tenfiue genannt im @egenfa^ )u 
nif^t auSgebe^nten (intenficen) ©riigen. 

3. "SHit einfacbfie unter ben Stnten ift bie ®erabe, loet^e eine 
Den einem ^untte ouSge^enbe SRii^tung (unb bie entgegengefe^te) an« 
gi^t unb nad^ biefer 9Iidrtung unbegrenit fi(^ weiter erftredt. ^"^0 ®e> 
labe fmb congruent, b. ^. fie IBnnen fo oereint Kerben, bag alle $uncte 
bei einen mit Runden ber anbern {ufammenfatten, ober mie man lürger 
fogt, bflf fte fn^ b den (»ngmiten, coindbiren). SßJenn jttei ©etobe 
3 Vitnrte gern m ^aben, fo becfen fie fi(^ (afiom Bon bet ®e= 

ne ®'^ abe ift alfo burc^ 2 ^unde beflimmt. S>ax^ einen 
nen unenbli^ Diel ®erabe in verfc^iebeneit 9ii(^tungen gejogen 



SicTt« Sui^. $liiiriinäric 

fet6en fcbneibcn ftc^ in beut {ieinemfi$aft(tc^en 
teift fic^ auf einer btcfe Linien ent^altenben gläi^e 
liefen fnncte naäf 6eiben @eiten ber anbein. 
Irumm (curva), menn irgenb 3 ^uncte berfeI6en, 
tia()e finb, im Slllgemeintn ni($t auf einet @etaben 
ttä <Stüä Don einer ®eiaben ^eigt eine @trecEe, 

Sogen (arcus); bie Streife itoif^en ben (gnb= 
( wirb bie ©e^ne (chorda) beö iöogene genannt. 
)3unde einer Sinie, A unb Obun^fi getrennt, unb 

unb B enthaltene Sogen (©trede) butc^ AB 6e= 

AB unb BC als SE^eile oon AC. unb man ^at 
AC = AB + BC 
= ÄC — BC, BC= AC — AB 

AB < AC, BC < AC 
tbcn ijl »tmiBgt ftmei iSinfad^beit niifit bcfinirbar, ätit^lung 
iiibli^. S)te alte S)efinitiDn (Encl. I.) „Sine @trabe iji 
ifi^en iSitn ^uncten olriiimafiig {^^ laov) titgt" ifl an fi* 

ftkr^dt buT^ baS amm „iicti Stcabe f((li(g<n leinen 
:in k^))tct miib, bog imei Serabe S^i) bcden, muin fit 
ii, unb bag eint Qetiibc ifre Eaflt nid)t änbem lann, mcnn 
je^Utn i^. £)» alle @ag: „Sine ®erabc ifl bie lüciefte 
len" tft au4 als 2)tfinittcn iwtangt|ltllt ivDtbcn. 

Reifet gerablinifl (SRegeffiäi^, surface r^gl^e), 
ind berfetben eine tSerabe fic^ jie^n tä|t, bie auf 
^ie Sa^n einer trgenbioie betuegten @eraben i[t 
)e. 'X>K einfat^ifte unter ben gerablinigen gloi^en , 
sSoQ, platrnm), auf ber bie ©eraben (iegen, bie 
1 $unct ge^n unb mit einer gegebenen ©eraben 
aben. SBenn eine®erabe mit etnetebene > 
l^at, f liegt fie auf ber (Sbene (3lf iom oc^ ] 

ib ccngruent. aßenu jroei ebenen 3 ^uncte 
: nic^t auf einer ©eraben liegen, fobeden 
ift buri^ 3 ¥«nrte, bie nic^t auf einer ©eraben 
Hb nämli^ A, B, C fott^e gemeinfd^afttii^e 5liuntte 
liegen bie ®eraben AB, AC, BC auf beiben ebe= 
t^eilen jebe ber Ebenen in 7 gelber, Bon benen 
en Umfang ^at. 3ft nun D ein $uncl »on a in 
e , fo ift AD eine ®erabe bon a , unb biefe @e< 
flbe BC in D', toeil B unb C auf Derfd^iebenen 

dl^it bon SRonge ^tr. aSergl. Hachette geom. d^cr. 



. 1. ©tmtbtegrifft. 5 

er ^unct D' (ieflt aier auf p, olfo liegt oui^ 
ßuncf D auf jS. 3ft fetner E ein ^unct Don 
fo baß i- 8. E unb A auf ttcrf^lebenen 
:gen, fo fc^neiben fi<^ bie ©eraben AE unb 
S)er ^unct E* (iegt aber ouf ß, atfo liegt 
lem ¥unct ^ ouf (J. 

als bit gl54<> wdi^e jwtfi^tn b(n auf ifer geiogf: 
um {XI, 1) }u f^licgni, bag eine (Strabt auf b« 
mit i^t gtmcin $at. SnntS bcuilii^tr M Stibnii 
nä) ertliil, baß jtnt btn unbeartnittn Saum, bi((e 

cenaramtt I^eile jtri^neib« (Bnif on ®iDibano, 
itienttt bei S6en(, melt^e bnS apom ,;8!enn eine 
ctc gemein ^at, fo [itgt fie auf ber Sbtnc", »«^üHt 

jenes wptim jum X^eoicm )U cT^ttn, finb in neue 
i^na (Demonstr. theorematiB , eBse superüciem 
isg 1837) cDNfltuirt bie Sbene bunt atctation eine« 
el mit bti Sebingung, bog eine concenttif^e Sugel- 
: jerfinitten iceriie. ®auß ifl b«r SWeinung gctuc 

Don (iuigtu äRSngtlu, bie in i^i anjutreffen finb, 
o^Iag btflnbet fH^ »n biefen ©egenjtonb betrcffenbei; 
n «teilt Oourn, 45 p. 15), ©erling (SreKe 3- 
' ba @eiaben u. f. ». ißeibelbeTg 1B46) bae ^liioin 
uil^t. Untti btn gei)metrT|<ttn Objecttn finb junS^f) 

fonbern bie ftuget unb bet Sreifl fo bfftnitbar. boß 
[ niijt nnlerlitgi; man braud« nur flarti ffleiBin- 
feen. 3)ui4 jwei coiigtutntt ©tfeanTen oon concen- 
nc als bae @emtinf(baftlid;e cun je jmet gleiten 
btti6 ju)<i congtuente Staaten uon cnncentrift^en 
ntinf^aftlii^e Den je jwei glcii^en Areifen. (Eobal: 
unten §. 2 angeführten ©c&riften.) 

mm, unb eine Sinie Reifet uneben (bopfielt 
^uncte berfelben, bie einanber belielitg nai^e 
auf einer <Sbtm liegen, 
inien auf einer glä^e, mirb bie jnifc^en bie< 
t bur^ ABC bejei^net, finb enblii^ bie 8t= 
BD, CD Bon beren Umfang ABC einge= 

+ BCD + CAD, u. f. ». (3). 

öon 2 auf i^r fid^ fc^neibenben ©eraben in 
iinlel iyatvia, angulus) Reißen. 3)ie ©tiide 
bem gemetnfi$aft(i<$en ^uncte fiA etftrecfen 
len, feigen bie ®c^enle( bee äSintete; ber 

©i^enlet ^eigt ber <S^eitel beß Sßintetö 

I einen ^und beS einen @i^enle(9, ben @i$ei= 
nbern ©i^enlel« (in biefer Otbnung) unjttei' 
er ©inn gegeben ift, in icetc^em ber erfte 
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agierte« «ud^. $rammetrtc. 

tocrben; je jtoei berfelben fdönciben \x6f in bem gememfd^aftüci^en 
•^uncte b. 1^. jcbc erftred t fic^ ouf einer biefe gtnien entl^altenben gtäd^^e 
bon bem gemeinfd^aftlid^en ^uncte nad^ Beiben ©eiten ber anbern. 

Sine ginie l^eifet Irumm (curva), menn irgenb 3 "^uncte berfelben, 
bie einanber beliebig na^e finb, int SlHgeuieinen nid^t auf einer ©eraben 
liegen. Sin begrenjteö ©tuet bon einer ®eraben l^eigt eine ©trecte, 
bon einer Surbe ein ©ogen (arcus); bie ©trede jtoifd^en ben @nb^ 
t>nncten eine^ ©ogen« mirb bie ©el^ne (chorda) beö S9ogen« genannt. 

©inb A, B, C ^nncte einer 2inie, A unb burd^ B getrennt, unb 
ti)irb ber jtoifd^en A unb B entl^attene SBogen (©trede) burd^ AB be* 
jeid^net, fo erfdjfeinen AB unb BC ate Sil^eile Don AC, unb man i^at 

AC = AB + BC 

AB = AC — BC, BC= AC — AB 

AB < AC, BC <: AC 

S)er begriff ber ©crabcn ift öcrmögc feiner @infad^öeit m^t befinirBar, 9ltd&tung 
o^ne bie ©erabe unöerfiäiibü(i(>. S)te alte S)eflmtion (Eucl. I.) „@me ©erabe ift 
biejenige Sinie, toel^e jttifci^en tl^ren ^uncten gjei(!^mägig (i^ i'cov) liegt" iji on fid^ 
bunfel unb getoinnt erft Älar^ett burd^ baS »riom „ütoei ©erabe fd^ließen feinen 
9laum ein", naäf todättm Beljiau^tet totrb, baß jtoei ©crabe fiö) bcrfen, wenn fie 
Stoei $uncte gemein Ijiaben, unb bag eine ©erabe il^re 2a<^t ni^t änbern fann, toenn 
fte in Jtoei $uncten feflgejialten ip. 3)er alte @afe: „@ine ©erabe ijl bie fürgejle 
cinie jn)if(^en jtoei $uncten'' ift au($ ald Definition i»orangeflellt tDcrben. 

4 (Sine gtäd&e l^eißt gerablinig (SRegetfläd^e, surface r^gl^e), 
toenn burd^ jeben ^unct berfetben eine ®erabe fid^ jie^n läßt, bie auf 
ber gldd^e liegt.*) J)ie ©al^n einer irgenbmie bemegten ©eraben ift 
eine gerablinige gtäd^e. 3)ie einfad^ftc unter ben gerabfinigen gläd^en 
ift bie Sbene (im-nsdog, planum), auf ber bie ©eraben liegen, bie 
burd^ einen gegebenen ^unct gel^n unb mit einer gegebenen ©eraben 
einen ^unct gemein l^aben. SIBenn eine©erabe mit einerSbene 
2 ^uncte gemein l^at, f o liegt fie auf ber @bene (Slfiom b 
ber gbene). 

3toei Sbenen finb congruent. SBenn jmei Sbenen 3 ^uncte 
gemein l^aben, bie nid&t auf einer ©eraben liegen, fo bedien 
fie fid^; eine Sbene ift burd^ 3 ^uncte, bie nid^t auf einer ©eraben 
liegen , beftimmt. ®inb nämlid^ A, B, C fold^e gcmeinfd^aftüd^e 5ßunctc 
ber ebenen «, ß, fo liegen bie ©eraben AB, AC, BC auf beiben Sbe* 
neu. !Diefe ©eraben tl^eiten jebe ber (Sbenen in 7 gelber, bon benen 
eine« einen gefd^toffenen Umfang l^at. 3ft nun D ein ^ßunct »on a in 
bem gefd^loffencn gelbe, fo ift AD eine ©erabe bon «, unb biefe ©e* 
rabe fd^neibet bie ©erabe BC in D\ toeil B unb C auf berfd^iebenen 



fi 



*) SDiefe S3enennung rüW toon SWonge ^er. SBergl. Hachette geom. descr. 
1822, prdface p. 13. 



:gen. Xer $unrt If ließt ater auf ß, alfp liegt auc^ 
t bem ^unct ö auf (3. 3ft ferner £ ein ^unct Den 
: gelbe, fo baß j. i9. E unb A auf oerfc^iebenen 

1 BC liegen, fo fi^neiben fii^ bie ©erobeti äe unb 
In C 35er ^nnct £* liegt ater auf |3, alfß liegt 
E* mit bem ^unct E auf j3. 

«e ©Btne ülS bit glSifie, »tl^e {n>if<4(n ben auf itt gewge; 
ttg liegt, um (XI, 1) ju f^l'^B^n. Hg eint @erabt auf bet 

2 ^uncte uiit i^r geuittn ^al. SttoaS beutlii^tr (lat Stibnig 
tabc babuv4 eidSit, baQ itnt btn unbegnnitcn 9tiiuin, biefe 
: in ]U>ei (ongiucnU Zueile jtiltbneibtt fSSnef an ^iorbano, 
>). Slefinitionen bei <£bcut, xeHAt bae a^oDi „Senn eine 
le 2 ^nncte gemein (at, |a liegl fit auf bet ISbene", »et^Kt 
n, flnb unjulfiffk. 

Serfuie, jenes a^om jum K^eoreui ju lOjtlta, finb in neue- 
en. Sea^nn (Demonatr. theoreniBtiB , esse snperßciem 
lg. Marburg 1837) confliuirt bie iSbene bur* SRotation eine« 
K Sttentel mit btr öebingung, bafi eint concwtrif^e Sugel- 
ite £^tile jtTfc^nttten Ueibe. @aug t|t bet 3ßctRung grtCK- 
icjlcUuna Uon cintacn äRatigeln, bie in i^r amntreffen finb, 
einem ^iacftliig tieflnbet ^\6i tin biefen ©egcnflitni) bctteffenbei; 
an ^Obtn «teile (Souru. 45 p. 15), ©trling (Sxelle 3. 
Probleme btr ®etaben u. I. m, Jfcibelberg 1846) baS apom 
itigen gefui^l. Unter ben gtemelcitt^en OBjecten finb junSi^ft 
'te Sbene, fonbem bie finge! unb bii Sreis fo befinirbar, bag 
n ^i^^^'f^I nii^t unterliegt; man brautet nur flarte Serbin- 
<iiraue;ufe^cn. S)ut4 jlcei conaruetite ©c|iaaren uon uineen° 
t bie Sbcnc ali baS ©emcinfjfiftlidje con je itoei gleii^en 
entftefit buitfi jtcei ccngruente ©(paaren »du concentrifc^en 
t ba« ©emeinWaftlii^e bsn je jtoei gleit^en Jheifen. (EoBat; 
i in ben unten g. 2 angeführten g^riften.) 

igt tiumm, unb eine Sinie ^eigt uneben (boppett 

igenb 4 $uncte berfelben, bie einanber beliebig na^e 

:n nii^t auf einer @bene liegen. 

'., CA Sinien auf einer glöi^e, ttirb bie jtoifi^en bie- 

le glücke burc^ ABC bejei($net, finb enbltc^ bie 8i= 

i^t AD, BD, CD ton beten Umfang ABC einge= 

n 

= ÄBD 4- BCD + CAD, u. f. ». (3). 

le mirb Don 2 auf i^r (ii^ (c^neibenben (Seraben in 
ttelc^e aSinlcl (y»««, angidus) feigen. 3)ie ©fürfe 
\t t)on bem gemeinf^aftlii^en ^4Juncte fiA erflieden 
'inf^liegen, Reißen bie ©c^enlel beS S^inlets; ber 
nct ber ©i^enlel ^eißt ber ©^eitel beS ©intel« 
entrum). 

rb bun$ einen $unct beS einen @$enlete, ben @d^ei> 
t bee anbern ®$enlete (in biefei Orbnung) unjmei' 
iDenn bet ©tnn gegeben ift, in loelii^etn ber erfte 
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g Viertes ^u6f. ^knimetne. 

©d^cnlct um ben ©d^eitel gcbrcl^t »erben mu§, um ben Sinlet jurüd* 

julegeu. 3- ®- *^i^ Sotmet -4«Sf5 ober ASB für ben üon bem ©c^en= 
lel SB mit bem ®(fytnM SA gcbitbeten SBinlel bebeutet ben SBinlet, 
toeld^en ber erfte ®6)tnM SA jurüdlegt, inbem er um ben ®d(;eitet S 
in beftimmtem ©Inne (entipeber linf^um ober red^t^um für einen auf 
einer Beftimmten ©cite ber ßbene ftel&enben ^n^dfantx) gebrel^t totrb, 
biö er mit bem jtoeiten ©d^enlel SB jufammettfäßt. 39ei entgcgenge* 
festem ©inne ber ©rel^ung toürbe bie gormet ASB ben SBinfet bebeu=* 
ten, ber öon ber gbene na(fy SBegnal^me be^ vorigen SBinleW übrig 
bleibt. 

UeBer]&att<)t ift ber t)on jtoei ©eraben a unb b gebilbete S35in!el, 
ben man burd^ ab ober «^6 bcjeid^net*), unjtoeibeutig bcftimmt, locnn 
t)on ieber ©eraben angegeben »irb, toetci^e 9iidS;tung ber auf il^r tiegcnbe 
©d^enfct l^at, unb »enn xugleid^ ber ®inn ber 2)rel^ung angegeben toirb, 
burd^ toetd^e ber erfte ©^enlel mit bem jtoeiten t>ereint toerben foB. 

Sei ber Seseid^nung bon aUen gteid^jettig in Setrad^t lommenben 
Sßinleln einer (Sbene fe^t man t)oraud; bag bieSBinfel burd^S!)rel^un^ 
gen üon einerlei ©inn befd^rieben finb. ^icrnadji l^abcn bie gor* 
mein ASB unb BSA, ab unb ba öerfd^iebene ©cbeutung.**) 

(Sin SBinlel lann atö bie ©umme t)on anbem 9BinIe(n betrad^tet 
toerben- SBcnn nämtidji ber ©d^enfet SB t)on bem SBinlel ASC einge^ 
fd^loffen ift; fo i^at man (unter ber SSoraudfe^ung beffelben ©inned ber 
©rel^ung bei aUen ffiinleln) 

ASC = ASB + BSG 

ASB = ASC — BSC, BSC = ASC — ASB 

ASB < ASC, BSC < ASC 

infofern ber ©d^enlel SA bei ber ^nxMUffxnQ be^ ffiinlete ASC bie 
SaSinfet ASB, BSC mä) einanber jurücttegt. Um jtoei gegebene 8Bin* 
let gu t)ergleid{ien, t)eretnt man ben ©d^citel be^ einen mit bem ©d^eitel 
bc« anbern, einen ©d^enfel be« einen mit einem ©d^enfel be« anbern, 
bie Sbene be« einen mit ber Sbene be^ anbem, fo bafe beibe ffiinlet 
auf eine ©eite bed gemeinfd^aftlid(fen ©d^enlel^ fatlen; ie nad^bem nun 
ber eine SBinfet ben anbem bedtt ober m6)t bedtt, fo finb bie ffiinlet 
gteid^ ober ungletd^. ©leid^e SBinlel finb congruent. 

Sin SBinlet l^eigt geftredtt (flad^), toenn feine ©d^enlel entgegen* 
gefegte 9iid(ftung l^aben unb bemnad^i auf einer ©eraben liegen. SlUe 
geftredten SBinfel finb einanber gleid^, toeit fie congruent finb (3). ©n 



*) (Sarnot geom. de pos. 83. 
**) 2)teje näheren i^efHmntutigen unb Untetf(]^etbungen Derbantt man Wlb^bin^ 



anal. @))l^aril 1, ^reidi^ertoanbtf^aft 8; unb anbertoSitd. 



§. 1. Srunfabtflriflt. 7 

concae C^o^I) ober cotioej (erraten, überftunnjf), je 
leinet ober größer ole ein gefttedter tft. 
E ©tBße befl Don jmci ©c^enleln eingeWloffenen SBinfel« 
m bie ^bkDei(!^ung (declinatJo) bei Stii^tung beS einen 
n bei dJic^tung beS anbein, foloie bie fc^elnbaie Sänge 
1 3SinIe{ enthaltenen unb buri^ bie @c^enlel besrenjten 
»tefe Dom @(^eite( aue betrautet toltb. 
itionen: „SBinttl i{l bk Steigung uon jioet Sinicn gegdi tinanbei" 
: „btt UnltrliJittb iftt« ffliitungen" ob« „bie ©rügt b« Bit^nng, 
( in bie Wii^tung b« anbcnt gebmdjl mirb", motten ben SSintd ju 

®[i)ge, utit) fitaim(n nidjt ju bin illilii^en ütcbctoeiFtn i. S. ein 
ober ougeT bem SBinftI, eine ©eiabe f<^neibet bon bem äßintet ein 
bgl. atie Sluef^nitt bei @bene ifl bcr äSinleJ bon »ettranb (De- 
lonvean de la partie Sliia. äea Hatb^m. Gen^ve I7TS H p. 6) 

einer (äbene lönnen bon einem gegebenen ^uncte berfet6en 
l ©ttecten au8ge£)n, bie einer gegebenen ©ttede gleich finb; 
e berfelben liegen auf einet Sinie, bie ein Sreiß (xüxios, 
nnnt u>iib. "Siti gegebene $unct ^eigt bae (Gentium (xiv 
tnnrt) bee Äteifee, bie ©trede bom ßentrum bis ju einem 
treifes ^eißt ein SRabiuö ($albmeffer) be« Äreifeß. 25« 
e gef^toffene (in fic^ jutMle^renbe) 8inie; bet oon bem 
^etiej einge(i!^toj|ene I^eit bet ffibene i^eipf bie glätte be6 
inbeie 2:^il bei (£bene mitb Don bem greife außgefi^toffen. 
: baß CEentium gemein ^aben, feigen concentiift^. How 
ife einer ffibene i^aben entttieber leinen conftrnirbaren ^unrt 
fte beden fic^. (Sin Jtieiß ift bnr^ einen $unct unb baß 
immt. 

»abe auf ber ßbene be« Steife«, bie bur^ baß Sentrnm 
t ben jheiß in 2 Runden, Uieli^e ©egen^junde feigen; 
©egenfiuncten enthaltene «Stiede ^eigt ein Xiiametet 
I be« ÄreifeS. alle Sitameter beß flreife« ftnb etnanber 
ieber ^iameter auß jlvei Siabien befielt. S)te $eri)}]^erte 
je beß ftteife« werben uon einem Iliameter in 2 congruente 
U, bie fi($ beden, folDD^l U)enn man ben einen ^eä in 
übtest, biß bie gnb^juncte beß i^n begtenjenben 'S^iametetß 
genpuntten }ufammenfallen, a(ß aadf vstxm man ben einen 
Lime um ben gemeinfi^afttii^en SDiameter umbre^t, biß feine 
!r Sbene be« anbern roiebetura jufammenfallt. Mu(^ bie 
bene 3)iametei ton bem ^eife abgefc^nittenen 3!^eite finb 
benen Seife congruent unb feigen ^alblreife. 
(Sentium Don gwei @eiaben gebilbetei SSiinlel ^eigt ein 
lel, bon bem gefagt miib, bag ei auf bem in i^m ent^a(> 



iBi(Me8 8u*. ^lanimttrie, 

fte^t. Sine tton jicet iRabieti unb bem iScgen, ber in i^» 

liegt, eingefdfloflene glä^e Reifet ein ©ector beö Äteifeö. 
gteii^ien Sentrirointeln gel^ßtiflen Sogen unb ©ectoten be« 
congruent unb tonnen awf bcijpelte SStt fo «etegt metben, 
beden. ©in Don ber i51ii^e beö Äreifes but^ eine ober 

n abgefc^nittene« ©füd ^ei|t ein ©egment be» Äreijea. 

ide ®ectDr, Segment Betben in ä^nli^et SBebeutung i>n 

nien über^oupt angemenbet. 

ter giguten (im weitern Sinne) merben ©^[teme oon 
!t ginien ober gtäc^en Berftonben. Eie giguren ^et^en ÜU 

en, ober gläi^enf iguren, ober 9iaumfiguren, ie 
t ^uncte auf einet gegebenen Sinte, ober auf einer gegebeneu 
r im 9?oume üterfeaupt liegen. "Siie mat^ematifdfe SJiffeu« 
e Ben ben giguren ^anbett, i&ei^t ©eomefrie, HJet It)eil 
cie, in ffiefi^em nur erft Sineorfiguren unb ^lanfiguten be= 
ben, bie in einer @bene enthalten ftnb, ^etgt $iauimetrte 
tte). 3>ie Se^re ocn ben iKaumftguren (owo^f, ol« av6) Don 
1 überhaupt o^ne bie iSefi$tän!ung auf ben SRaum einei 

butt^ ben iüamen ©terecmettte beieic^net. ^m®Utte= 
;t bie Setracbtung ber gläi^enfiguten, icefc^e nidft p(on finb.'j 



giguren ober 'ßot^gone (noXvymvov, Sßielfeite, 
xben burd^ eine SRei^e ton Oeraben gebitbet, beren Jebe Don 
:n, bie (e^te Don bet erften gefc^nttten icttb ; ober buri$ eine 
ijjuncten, beren jeber mit bem fotgenben, ber te^te mit bem 
eine ®erabe cerbunben ift, !i)ie gemeinfc^afttic^en $uncte 
anber fcigenben ©eraben feigen bie gdpuncte (©c^eitet) 
1«; bie ©treden jBjifi^en ben auf einanber fotgenben Od» 
ien bie ®eiten beS $ot^on6; bie Summe ber Seiten biU 
cimeter beS $ol^gonS, eine gebrochene Sinie; bie Don 
anber folgenben Seiten eingeft^Ioffenen Sßintel ^ei^en bie 
i ^ot^gonS; bie jlotfc^n nic^t auf einanber fo(genben (Sd^ 
attenen Stteden feigen £)iagona(en beS $o{^gone. ^enn 
)ber bie ©infel beS SßottjgonS einonber gleit^ finb, fo ^eißt 
II gleid^feitig ober gleit^tcinfetig. ©in ^o(^gon, baS 
^feitig ais au^ gteit^tointelig ift, toirb regulär genannt. 
ne roetben md) bet anja^t i^ret gdpunrte (ober Seiten) 
e, . . , ti@de genannt unb buti^ bie Wet^e i^rer ©dpuncte 

1 ben fcigenben $amgtiip^n 



g. 1. ©ninkbtflrifft, 9 

aß S)reied {■c^lyavov^ triangulum) ABC ^ot fcie (£ii= 
; ©etten .dS, BC, CA, ixt Wmttl CBA, AGB, BAC; 
> ffat bie Sdpunde A, B, C, D, bie Seiten AB, BC, 
tet CBA, DGB, ADC, BAD, bie 3)iaflcnaten AC. 
ABGD . . MN l^at bie läcfpuncte A, B, . . , N, bie 
. , MN, NA, bie ©inlet CBA, DGB, . . , ANM^ 
iflflonalen AC, AD, . . , BD, ...... SBon einem 

df« ge^n n— 3 Ißiogonalen au«, affo ^ot baß n@i 

. . len. '©ie ®erabe einer ©eite ^at mit ben ©eraben 

Bon n— 3 Seiten ncc^ einen ^und gemein, ee giebt alfo in[«— 3) 3)Hr(^= 

fc^nittßijuncte bet ©eiten, metc^e nic^t (Sdpuncte fmb. 

3n einem fDteieif liegt jebe ©eite einem aSinfet (©c^ttet) gegen^ 

äfcer; in einem Sßierecf liegt jebe ©eite einet «Seite, jebet SEBinlel einem 

SSintef gegenüber. 3n einem 1)reie(I lann jebe ©eite a\i äSafiö (ßäaig, 

©runblinie), ber gegenubertiegenbe (Siipunct alö ©pifee betrautet 

toeiben. 

fiin ^ot^gon ifl entwebet plan ober nic^t (gauche, uneben), ie nai$= 

bem feine ©dpnncte auf einer ßfcene liegen ober 

nl^t. 3ebeä (gerabfinige) Sreied ift nne. ?(on= 

fiflur (4), ber Don feinem Perimeter eingefd^toffene 

lE^eil ber (Sbene ^eißt feine glÖc^e. aJon planen 

Sierecten giebt e« 3 Slrten, barunter foti^e, beren -^^ — 

Perimeter ftc^ felbft einmal f^neiben. Unter ben 'V^ 

ptonen günfeden giebt e8 fclt^e, beten Perimeter 

|ic^ felbft 5ma[ unb ueniger oft (nii^t 4mat) fd^neiben. U. f. vu. 

Jiie aiierede ABCD, ABDC, ACBD finb terf^ieben , obgleich fie 

[»iefelben €dpuncte ^oben. 3" s™^ ©Aftern »on 4 ©eraben einer 

56ene') geböten im allgemeinen 6 ^nncte, in benen 

sie ©eraben fii^ fc^neiben. ®icfe ^unrte, »on benen 

Jmal 2 einanber gegenQberliegen, finb bie @d4}uncte 

jon 3 Sßiereden, ju benen 3 Petfi^iebene S^iagonalen 

je^örcn. 3<' ctxc>n ©Aftern uon 4 Runden einer 

5bene gehören 6 ©trcden, toelt^e bie 5ßuncte »erbin- A 

Den. !Diefe ©treden, oon benen 3mat 2 einanber 

gegenüberliegen, finb bie ©eiten Don 3 9$iereden, ju benen 3 '^axäf 

fcbnittSfjunde gegenüberliegenbei Seiten ge^iJien. 

•) „QoadrUatSre complet" na<t eotaot g6om. de pos. 103. SetflI. beu- 
let propr. proj. S54. @ttin<i Iqftetn. SntlD. 19. 



Sitdre enü). 'pUimttttrit. 



I ben SBinfeln ber gcrabltnigen giguien. 

betn foncaeen SEBtnfet ge^Bten jlsei 92ebetiliitnlef, toelc^e 
@<^eiilel mit ber Sjerlätigetung be« anbrni in bei ent' 
Siii^tutig {vUv ben ©Reitet ^inaii9) getiilbet bKiben, unb 
tDinttl, ben bie SSeilängerungen beiber @d^enM eim 
i ©umnte biefei 4 ÜGätnfet ift bie Wkxk. Ütie ®umtne 
11, beten ein« a(8 be« anbern aiehmointet erf^eint, ift 
äBinteL 

3wei ffiinlel, beren einet be8 anbem ®(^i=> 
tetminfd tft, finb etnonber gleich j. S. ASB = 
CSD. 3)ain -iS5 + BSC« BSC + CSD , 
ate gefttedte Sßinlet (§. I, 5); nat^ ©u6trac= 
tion bee SiBiideU BSC Don ben gleiten @um> 
raen bleiW ASB = CSD. 

oncaDcr Stnlel ^eift fpi^, te^t, ftumpf, je nat^bem 
ien[o grog, gii^get tft at£ fein 9!e6enmtnM. Sllle teilten 
inanbet gEei<$, a(6 $ä(ften Von geßredten SBtnteln. @in 
ift Ileinet, ein ftumijfet gtBßer olfl ein testet. Sßenn 
ced^te SBinW Mlben, fo Reißen fte normal (xoöfioi) ju 

icobe aSinlel feigen fupptementär (einet beS onbern 
toenn t^re ©umtne ein gefttedtei Sinfel ift, ^toti f)^i^e 
complementär (einer beS onbern (i^omplement), uenn 
ein redetet SEßintel ift. Senn jioei ^inlel gleiche €n))> 
gomptemente ^aben, fo finb fte einanbei g(eti$. 3u bem 
et ge^Brt baä tieinere @u4)f)lement unb bad Heinere SotH' 
). 91ebenU)infeI finb fm)})leraentäf, ©d^eitelttinlel finb etn= 
Dtil fit baffelbe ©miplement ^aben {1). 

{Cgebenet SBintel ^at jur @bene, auf bet er liegt (ju 4 
h), ein enbli^eS Sßer^altnif. SKan 6ilbe bie ©umme con 
tetn, bie bem gegebenen Sinfel gleich finb, unb einen ffiiet« 
i SRabine um ben gemeinf^oftlic^en Sd^eitel; ju ben glei« 
am €entmm geraten gleid^e Sogen beS ftteifefl (§. ), 6). 
! enblfi^e anja^t folc^er iSogen eine ganje ^eripljerie au8> 

ma aÜDbeU beS udiltn SßintelS. Sit in btifdben Scbutiiita Wu 
irMe tJerlJtnbiculii:, lot^tn^t, ftntre^t finb gwflwpftifiS unb 
:t<^ bie »erlicnU Stiftung b. (. bie W^tuna '<>»< tu^nben ^en^ 
nal {um ^Düijont i^. 



Stinlcln bn geTabliirigen giguitn. 

lug aaäf ble gleite %nidf)t tu 
idntQi^en otet übertreffen. 
9 SBintete jur S&ene anjugeb 
HitW, öjeU^e ®rabe (360«, 
rtef, bieSKi nuten (60', mim 
i 60 gleiii^e Sintel, bie ©ei 

I iDlfferenj 360" beträgt, finb 
©c^enlet Don einonber nii$t 
SBinlet Von a @rab bilben, 
e aBinfcl bon a + 360, a 4 
, ttiobei ib'eine ganje pofiti'ot 
re finb bje äQintül unb 361 

, SB, SC auf einer ffibene in l 

(■ 1, 5) 

1- BSC + CSA = 

ife^ung, bat afle SBJinlel bun 

Ib. 

B, C auf einet ©eraben tief 

»er 180", folgli* 2ABC = ( 

Quf einet Oeraben liegen, \e 

fotgli* 2ABC Don oetfi^ieb 

jen (lifo bie ^uncte A, B, C 

nung.") 

e mit einer brttten ©eraben 
)etf(^ieben finb — jebe ®etal 
lel in einerlei ©inn genoraraei 
lt. 

®eraben AB unb CD Bllbet 
ifel FOB unb FBD, ober bii 
fB unb FHC. t>am finb bi 
ot bem ffiinlet FBD glei^ 



nuietfl. gilib» iftdlle man iia4 ^ 
wie luA beute auf bem 3iffcT6tatt 
je 30 9b|<l)nitten getfaeill. Sa« 2 
ttoectte, auciselcbtm den^ gttiilbct: 
iget mBtt). m 2 p. 623. 
.m9 aStnlele (Obei einiS concdittif 
d. 1732 p. 180 ^tngUBJehn. 3)ie 
Dtitt). g. S getna^t uoTben. 



SioU« Sn^. ^aniiBCttic 

ffiiulel DHE unb AQF ßnb sidi^, nwU i^re 

']lt6eniDhitd gtetc^ {itit). 3>cmna(^ finb bie o^e» 

^ nen giguten ßGHD unb CffG4 congniott, »Mb 

bedcn ft^, nac^bem man t>te eine m i^ier (Siene 

gebiegt unb foitgeiüdt ^at, bi« QB tmb HC jU:> 

fammenfallm. Rotten bie €^^etdd G^£ nnb BD 

einen erreichbaren $unct gemein, {o mürben ju^ 

, ant^ bie @(^tel ä^^ unb fiü einen erreid^baren 

, Sifo ^öUen bie @eraben AB nob CD ^mei ^uncte 

itfammen (§. 1, 3) gegen bit 3}orandfe^ung. X)a^ 

AB unb CD tetnen eneic^baitn $nnd gemein unb 

ft(i& ni(^t f(]^Aeibenben @eraben AB unb CZ> einge= 
n (bände) ^ot jur Oeue baRette aSer^ttniß, roie 
ber ®eraben, bon ber bie @tre<fe ein ^il ift. 
uiblt^e 3nja^l Von <ätreden bie @erabe auegefüQt 
mirb bun^ biefetbe 3btja^l bon streifen bte €bene 

jt 

äa SBinld 0«n (inutt ©Ircifcn nictit gan) tingcfi^ topfen fein 
iT^tnifltn be« SinfdS intb beS Streifcne m nncnblicfttn 
Erf^ioinbct, baS anbntt uof^utnbet, ijt ni^ bctei^gt 9nf 
«mtnl DMt bie ^noKcIttit^unt boit Stitranb (Däveloppe- 
IcgrOnbel. 

einem 3!)teie(t ABC ein ffiinW BAC iinb eine an 
Seite CA unberänbert bleibt, unb bie onbete bato«> 
ju warfen beginnt, fo beginnt ber i^i gegenübertie^ 
ju muffen. Sffienn efi nun einen beftimmten Sßinlel 
I ber äßinlel AGB bei ftinreid^enber ©rüge ber ©eite 
lebig Heine Sifferenj fic^ nähert, \o ^eigt ber @(^ente( 
nem unenfati{^ fernen ^Jnnct') be8 ©deutele AB 
en lefetem nii^t fi^neibet, wö^renb oüe bon C auSä 
em SEBinlet ACD enttjattenen ©c^enlel i^n fc^neifaen, 
los) mit AB. 

'Ser äSinlel ACD lann baS @u)>))(e> 

'~~-~-~S ment beö SEßinW» BAC erreichen, ober ni^t 

\ iiberfi^reiten (5). SEßenn NC normal ju 

X AB ift, Kenn NB unb NB' entgegengefe^te 

-* SKi^tungen ^aben unb wenn ber SBintel 

't, fo folgt ou6 ber iSongruenj ber i5iguren BNCD 

i ifl UDn 3>teatgues 1630, unb in icdtttem Umfang bon 
[(^i iDotbtn. 



I bn gHabltnigen gigurm. 

M mit NB'. Sßenn inöE 
W + NCD = 180», mi 
iif einer (Setaben. 
Ige ^Cß bee ißjinlela ^C 
[offene 8ime ift, auf ber 
terge^enb tiaä) A gelangt, 

»erben einer ©eroben en 
real ober ni<$t real), ober 

^en gäUen ftottfinbet, tan 
leorettfc^ (f})ecutatiB) entft^i 
menbltc^ fernen Rundes 
Seometrie gegrönbet, berb 
[genben enttoidett toirb; i 
\f ferner ^uncte ber ®era 
[c^e @eßmetrie gegrünbet. 
i, CD txnn (Sitat, mtt<^ an 
^1 f^netbtn, (»atallcl, mbtm ( 
IC+ ACD < 1800 bte @^ 
. I, 27 ff.). ®afi bie SGerfu* 
idfen, au8[ld)t«(i)e flnb, tieft K 
eftötinuna burtfe bie SfiRenj am 
illjai, Co6atfi6ero«ti) ahm 

mit oerfcfeidieiKn aBinteltumnK 

totlcit in aWDiffen SJetiren mi 
riotnS attc tine burifi ffirfo^n 
ltbif4< (imoginart) ©ecnKtri 
rben. äJeral. fflauß' anjtifle; 
m EnclidiB libmm unb Sßet 
1 p. 617. unb Oon e. 3t. Sftiil 
25. ®aug' »rieft an84uma 
Hiug U. SSnlteie^oufcn, @an| 
cDtnctrie unt« SicrauSfcgung 1 
ilei^jeilig boii 3. iSi)ll)ai (»1 
üementa matlieBeoB etc. 21] 
e absalue de l'espace etc. $ 
li) Sleue ünfingescünbt bei 
:(n (im Safan'fitn eoKn 18! 
n 1836—38), Geometrie im; 
\)t Unltriudmngen jui X^ecili 
^un^ Etades gäomStriqnes i 
eometrie: Kasan 1855. grif 
6l(it tintt ©(ometrie bei Mtg 

mann 1S54 etfantit »oiben: 
>6. 1867. «eigl. ©ttm^otö 

1868 unb aiert. be« fieibelb. 
di interpretazione della g( 

spazii di curraturo coataute, 
lormale 1SS9). Genocchidt 
F'ireuze 1869. Tilly etades 

1870). iSa«ltVPbUoa. Tr&i 




14 Stertes »u^. ^tanimetrie. 

%m. 5 p. 630. ÄUtn UcBer btc i«^t-eucltbif(^c Occmetric ©Ott. 9la6fxiäfUn 1871 
no 17. mat\). STnndcn 4 p. 573. 6 p. 112. 

I SBenn bic ©dbcnlet CD mit NB, CD' mit NB* ^ixtaM finb 
(6), tocnn bic aBinlct ivcz), i)'CiV red^t finb, unb ballet CD unb CD' 
auf bcr ©erabcn Di^' liegen (Slyiom bcr gemeinen ©eomctrie), fo finb 
bie ©craben BB\ DD' j)araael unb l^abcn fotgcnbe gigenfd^aften. 

I. gine ®erabe, toetc^e eine ber beiben ^araßetcn fd^neibet, fd^ncibet 
ayx6) bie anbete, ein in bem SBinleliVCi^entl^aÜener ©cijienfet fd^neibet NB, 
ein in bem SBinIcI D'CN entl&altener ©d^enlel fd^neibet NB' gemäg bcr 
Definition (6). SBenn E ein ^unct bcö ©d^enlcte CD unb ber SBinfet 

©d^cnfcl EF fd^neibenben ©d^enlcl CG, toel^ 
^ d^cr iVjB in i? f d^neibet ; bcr ©d^cnlel EF 
^ fd^neibet bie ©eite HC bc« S)reied« CiVir, 
^bie ©eite CN nid^t, alfo fd^ncibet er bie 
^ ©eite iVÄ aoScnn bagegen FED > JVEA 
fo jiel^e man einen ben ©d^enlel EF nid^t fd&neibenben ©d^enlel CG, 
toetd&er NB' in JI fdjineibet; ber ©d&enlel EF fd^neibet bie ©eite CN 
be« SDreied^ OiVfi, bie ©eite HC nid^t, alfo fd&neibet er bic ©eite NH. 
33ie giguren BN CD, DCNB finb congruent, atfo wirb \)on ieber ®e* 
rabcn, toetd^e iV^ fd^neibet, aud^ DD' gefd^nitten. 

II. SBcnn bie ^araüeten AB, CD bon ber ©craben HG in E, F 
gefd^nitten toerbcn, fo ift bie ©umme ber innern ffiinict BEF + 

EFD = 1800. aSenn bie ©umme mel^r ate 180<^ 
betrüge, b. % EFD größer toäre afö ba« ©ut>t)te* 
ment bon BEF, fo toäre ber ©d^enfel FD nid^t 
j)araöcl mit EB (6.) SBenn bic ©umme loeniger 
ate 180« betrüge, fo toäre CFE + i^'JB^ > l80^ 
unb J^C nid^t paraüet mit EA, SKfo ift bic ©umme 
ber innern 2BinIeI bon 180® nid&t berfd^ieben. 
5Die @egcntt)inlel (correspondants) BEF unb DFG unb bie 

SBcd^fettoinfcI (alternes -internes) BEF unb CFE finb cinaubcr 

gtcid^, toeil 6cibc baffette ©u^^)Icment l&abcn. 

IIL Söenn itt)ei®erabe mit einer britten (Seraben fu))plcntentäre 

innere SBinlcI bilbcn, ober gteid^c ©egcutoinlel, ober gleid^e SBcd^fcttoinlct; 

fo finb fie ^oxaM. Unter ber SSorau^fefeung BEF + EFD = 180« 

!ann nid^t FD' ftatt FD mit EB ifaxaM fein, benn BEF + EFD' 

betrüge 180« (II), alfo tt)äre BEF + FED ni^^t 180« gegen bie SSor^ 

au^fe^ung. 

®erabe einer Sbene, metd^e fid^ nid^t f d&neiben, finb ^jaraüef. S33enn 

jmei ®erabe mit einer britten ®eraben parallel finb, fo finb fie ^jaraüet. 




Son b(n SBlnftln b« geMbßirigen gigintn. 15 

iben einerlei otet bie entgegetigete^te Mi^tunfl, i^r 

j fernem ©c^eitet ift ober ISO". 

©i^enlet eines SSJintetfl mit ben ©i^ente 

[et (inb uiib einerlei aii^tung ^atien, 

ä). Senn ED unb BA, EF unb BC 

b, fo ift ber ffiinfel DEO = ABQ, 

(ti^ burc^ ©ubtraction (ober äEbbi= \* 

:nlet eines SUinW« ber SReifie na^ \ 
le« anbern SJinlefö in einerlei ©inn ^ 
, fo (inb bte ffläintel einonber glcic^- 
BÄ'EH unb BC^EI (m einerlei 
I finb, fo finb aud^ bie Sffiintel DES 
\it\äi, \at\ä)t Bon jenen SBinleln f;(^ 
I)ur^ ©ubtraction ber gleichen SEBinfe 
l DEl erl^ält man HEI = DEF; ttei 
. HEI = ABC. 

ime ber 9Bintel eineS XitetedS b 
'D poroHel mit AB, fo ift ber SSinlel G 
';BA = BAC + JCD = 180» (7, I 
)n iwei SBinteln eineg Iireied« beträgt 
BJinfel eines 3>reieds ift ber britte beft 
irt^ «, ß Mafien, fo ift bei britte 1 80« 
et f)>ige äßintel; je nad^bem ber britte 
§t baS Ü^eied fpi^roinleltg, red^ 
S)ie in einem tedbtwinfcligen iDreiecf 
m ©eiten Reifen Eat^eten (2), bie 
!nbe Seite ^eigt bie §^potenufe ( 
:rt^um aut^ bte einem beliebigen äißinle 
t ^inlel an ber ^^botenufe eines re 
tnentor (2). 

©eite eines ^ot^gonS mit ber 2?ertä 
e gebilbete SiBinfel ^eifit ein aufenl 
lenminlet be6 I)reie(Jg ifi bie ©umme 
iden liegenben SUintel beS JJreiecfs, ber 
ift baS Supplement fotoo^l biefer ©umi 



le ber ©inlet eines nSdS, beffen ^ 
beträgt {n — 1) . 180». Sffienn nämt 
;fc -f 1)6(1 ABMCD.. ober ABNCD 
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toä(f)\t bie ©urnmc feiner SBinlel um 180<». 3n bem 
c erften gatte ift bie ©ifferenj 

MBA + CMB + DCM — {CBA + DCB) 
jjfl I , = MBC + C3fß + BCM = 180<^ (8). 

^' 3n bem i^eiten gaUe pnbct mm für bie ©ifferenj 

NBA + CA^5 + JDCiV^ — {CBA + DCß) 
^ ben ffiert^ 360* — CBN — BNC — NCB = ISO®, 
nad^bem man ben conbejren 3BinIet CNB burd^ 360® 
-^BNC crfeftt l^at. 5Run ift bie Summe ber SBinlet eine« 36(1« 180^ 
fotglid^ beträgt bie ©umme ber SBinlel in einem 4S(f 2 . 180^ in einem 
md 3 . 180», tt. f. to., borau«gefefet, bag bie Perimeter ftd^ felbfi ni(j^t 
fd^neiben. 

©ie ©umme ber SluBeniDinlel eine« nßdö, baö nur concabe SBin* 
!el l&at, beträgt 360® unabl^ängig bon ber änjal)! ber Sd^juncte. £)enn 
bie ©umme eine« SBinfete unb be« baranliegenben äugentoinlefe ift 
180®, alfo bie ©umme aüer ©inlel unb au^entoinfet n . 180®. 9?un 
beträgt bie ©umme ber SBinfel be« n(kd^ in — 2). 180®, folgtid^ bie 
©umme ber äußenwinlel 2. 180®. 

aBenn ber Perimeter be« ^ot^gon« ftd^ fctbft fd^neibet, fo beträgt 
bie ©umme ber äBinfel gerabmat ober ungerabmat 180®, je nad^bem 
bie Slnjal^t ber (Sd£j)uncte gerabe ober ungerabe ift 3- ®- ^^^ ©umme 

ber SBinlel be« 5gct« ABCDE, 
bie auf ber bejeic^netcn ©cite be« 
Perimeter« liegen, »irb gefunbcn, 
inbem man burd(i einen beliebigen 
qSunct bie ©d^enfel OPt , OP^, 





DP. 



P^^^3, OP4, DP,, OP^ paxaM 
mit ben ©eiten AB, BC, CD, 
DE, EA, AB jiel^t unb jtoar abioed^fetnb in ber entgegengefefeten unb 
in berfelben «id^tung.*) 3)ann ift CBA = P^OP^, DCB = P^OP^, 
u. f. ti). (10), folglich 

CBA + DCB + EDC + AED + BAE 
= P^OP, + P,OP,, + P4OP3 + P,OP, + P,OP,. 

2)iefe ©umme giebt benSBinfel P^OPu ber ungerabmat 180® (im bor* 
tiegenben gaüe 3 . 180®) beträgt, toeit ber tefete ©d^enfel bem erften 
entgegengefefet ift. S9ei ber ©ummirung ber SBinlet eine« ^ot^gon« bon 
geraber ©eitenjal^I finbet man einen aBinfel, beffen tefeter ©djienlel mit 
bem erften einerlei SRid^tung ^at, beffen SBert^ alfo 0, 360®, . . ift. 
§iernad^ finbet man al« ©umme ber SBinlet eine« 4@(I« enttoeber 2 



') SSergl. 3. $. 2. SKüUcr Se^rt. b. @eom. 1844, I. p. 84. 
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Sinleln bet gecablinigen Siaitf«"- 17 

K bet SBinM eines 5®ct8 entmeber 1 ober 

.f. tt. 

iQelent^eorie bei gemeinen @eometrie o^ne 
auen, finb in verfi^iebenen @t>od&en gemacht 
So^t^unbertS ton Seßcnbre, ber gu bet 
j Slefinitton ber ©eraben bie temettte aücte 
Oiota, Note 2). älnf Weitere 3$eifuc^e ^atte 
Bffentlti^ung (1860—65) bet Briefe® au 6' 8 
batfc^etsel^'S unb SolV^i'^ ^tbeiteii 
(jungen in (^inneiuno gebiai^t toctben. 
ungen ferfben fotgenbe betnertenswert^e ©ö^e 
13). 
Jinlet eines Iireled« fann 180" niti&t ilbet= 

jurc^ bie Wtti D »on BC bie ©tretfe AE 

0^1 bo« iDteied CDE mit BDA, ol8 m^ 

1), ba^et in bem SJteied ,^EC bet SDSinlef 

B + Cß^, nnb 

:( AEB=DAG, 

[ßon lann alfo, 

!r ben sfflintetn ^ 

eid&net, uuS bem '' 

XI A, B, C ein ©reiei bon betfelbcn { 

I oMeiten, fo baß 

iteten SDieied ein !Creied mit ben Rinteln 

fo bog ilj < JA, g i^, 4j + G; = Ai, 

B^'\- C^. U. f. U). 9iai^bem nun in 
et aßintel A^-i Iteinet otö ein gegebene! 
man in betn folgenben abgeleiteten ^teted 
b, fofetn Sk < 180* »orauSgefeftt fflerben 
180" + m. älfo !ann oud| bie Summe 
eiei« 180" + ra nid&t erreichen, 
gebene SÖehiei« »etliert feine ®ettung, Wenn 
er auf bet Sßerlängerung »on AD Uegenbe 
it bet SJeriängeruna bet ©eite AB gebilbe^ 







Siettct 8114. floniinttric. 

Tf. SBenn bei ein em Dreied bie ©utnme ber SBinlel 180" fcetr^flt, 
:ägt bei iebem iCreiect bie ©umine bet 3ßinte( ISO", 
lewei«. (58 fei. in bem Dteied ABC bie Summe ber ffijinler 
0", AB eine Seite, on »ed^er fpi^e aJinM liegen, CD normal 
f, [0 ficflt CD in bem SBintel AGB (oetgL I). 3ebe ber Summen 
_^ DAC + ACD, DCB + CBD fann iti^t me^r aii 
90" betrogen (I), aber au^ ni^t weniger dl8 90°, 
»eit bonn BAC + AGB + GBA menifler al8 180" 
betrüge; a(fj) giebt es ein rec^RointeßgeS 2)reied BCD, 
eltfeem bie Summe ber SSintet an ber ^9)]ßtenufe 90" beträgt. 
. man bad ^reied CBE mit BCD congruent, fo et^tt man ein 
[ CDBE, beffen ©infel red^t unb beffen ni^t folgenbe Seiten 
ei g(ei[^ finb. "iOmäf ^eniieffältigung biefee ÜSierede finbet man 
ered berfelben Sit bon beßebiger ®r5§e, vse^ee bur<$ eine £iia< 
in jtoei congruente rei^tmintelige 5)relede get^eill wirb oon ber 
ag bie Summe ber SBinfet an ber ^^po'enufe 90" beträgt. 

SBenn nun in bem beliebig großen rei^ttuin* 
(ettgeu IDteied F0H\,K^ümmeFnO-i-SOF 
= 90" ift, [0 tann in bem lleinern rei^ttoin» 
teligeu 5)reied FIH bie Summe FSI -\- HIF 
nicbt me^r atä 90" bettagen, aber aud^ nic^t 
njeniger ale 90", tteil bann FHI -\- IHG -j- 
+ OJH -f HIF meniger ate 270" b. ^. FHG + HGI »eni= 
6 90" betrüge. Sbenfo [(fliegt man, ba^ in bem Heinem re(^t« 
igen Ireied P/Ä" bie Summe FKI + ä"//" = 90" ip. U. f. n>. 
!ebe« 35reied lann in jwei rec^twinWige 'Dreiede jertegt luerbe«, 
beträgt unter ber obigen asptouflfcßung ou^ bei i^m bie Summe 
linlet 180". 

II. !Do| bie Summe ber ©intel einefl ©reiedß ni^t »eniger 
jO" beträgt, läßt \vS) betteifen, toenn mon annimmt, baß bur^ 
tnner^lb etneS Sinlels gelegenen ^unct eine ©erabe gejogen 
I lann, melfte beibe S^entel fifeueibet.') 

3Ran fe^e an ba@ Xtreied ABC baS mit 
i^m congruente Dveied CBD unb iie^e tiuri^ 
D eine ®erabe, toeli^e bie gortfe^ungcn Don 
AB unb AG in E unb F fc^nelbet. Oefefet 
bie SBinteffummen in ABC, BED, GDF. 
' ■* betragen 

««fll. ben auftae bt« »etf. in ben Setpjia« fflericfeten 1870 («nUe'« 3. 73 





. Son Un Seiten etnefl Sietcde. 19 

- *, 180° — «', 180"— Ö" 

nme in AEF 

i + 180" — S' + 180» — d" — 3 . 480" 
— 2*, in einem anbetn 2)reiei 180* — iä, 

t ttenigec of« eine gegebene Stöße, mä^renb 

getwnen aSinfel A enthält. 

en Seiten eine« 3)reierf«.*) 

^etft sfeii$f(!^eittelig (/ooaxciig), njenn jlDei 

ir gleii^ finb. 3)ie btitte ©eite fteißt »otjugS» 

leflenübeiUeflcnbe I5(f))unct bie g 

[igen 3>reied8. 

e ICreiedd liegen gleiche 3fiin> 

: maUl an ber ^afiS eine« 

l finb einanber gleif^. SBJenn 

fo ift bet Sffiinlel ^ = jB. 

fi<^ fet&ft aud^ bann, rcenn 

C mit C, CA mit CB, OB mit CU »ereint. 
[ AB ben ©d^enlel ß-4 (§. 1, 3), otfo finb bie 
len ^tnlel einanber glei«^. 

Safie be« gleic^f^enfeligen S^reiedS ift \p\^ 

be6 aiufentbintel« an ber ©pifee, loeil DCA 

?eite einee 2)retede liegt ber grünere SSinfel 

CA, fo Ift A>B. 
man CA auf CB, fo ba| 
^XtiBAODAC. gernerift 

ben gteid^en Seiten DC, CA 

gnbli* ift CDA > CBA, 
eledS -dSD (§. 2, 8). 2[u8 ^ 
DAC, DAC = CD.d, CZ>^ ^ b 

ÜBA. 
:e(n eines TinkdS liegen gleiche @citen gegen^ 

ift BC === CJ. Sären BC unb C^ ungleich, 
glei($ fein (2). !Cie§ ift gegen bie aSoroufr- 
unb CA ni(]^t ungleich fein. 
SBJlnlet eines Iireiecte liegt bie größere ©eite 

B, fo ift BC > CA. SBäre BC = CA, fo 

18. 19. 20 unb m. 
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»firbe A^B fein (I); toorc BC<CA, fo tofirbe i4 < B fein (II). 
Seibed ift gegen bte SSoraudfe^ung , alfo tann BC n>eber ^enfogroß^ 
nodf. Keiner fein ate CA. 

3nt red^ttoinleltgen S>reied ift ber redete SBinlel, im ftnm)}fn>infeU^ 
gen IDreted ift ber ftnm))fe SBinlel gr5ger ald ieber t>on ben Beiben an^ 
bem ffiinleln (§. 2, 8)- aifo ift bie $)^})otenufe großer ote jebe Don 
beiben Satl^eten; bie bent ftnnt)}fen SBinIe( gegenüberliegenbe @ette ift 
großer afö |ebe bon ben beiben anbem Seiten. 

2. I. Sebe (Seite eine« !Dreittf« ift Heiner ate bie ©ummc ber 
beiben anbem ©eiten, größer afö bie ©ifferenj berfelben. 

AB^BC<::CA<AB + Ba 

Söttotx^. Verlängert man AB nnbmad^t 

BD = BC, fo ift AD = AB + BC nnb 

ber SSäinfel CDB ^ BCD (1); ferner BCD 
< ACD, mxtf)m CDB < ACD] enbtid& CA 

^'^ ^' "jb < AD gegenüber ben nngleid^en ffiinletn 

be« 35reie(f «ADC (1, IV), b. \ CA<AB 

+ BC. ebenfo ift AB<BC+ CA, mxam tmxäf ©ubtraction t)on 

5C gefd^Ioffen toirb, baß AB — BC <: CA. 

aSon ben ©treden, toeld^e jum Perimeter eine« SDreied« vereint 

»erben fotlen, finb 2 toilllfiriid^ ; bieSte lann nnr jioifd^en ber@ttmme 

unb ber iCifferenj ber beiben erften getoa^ft »erben. 

II. 2)ie gerabe Sinie x»ifd^en 2 ^uncten ift Ifirjer ate jebe anbere 
itoifd^cn benfelben Runden entl^aüene 8inie, unb giebt ben abftanb 
ber ^uncte an. 3. 33. AB < BC -^ CA, CA < CD + DA, 

DA <:DE + EA, . . g). gofglld^ ift 
AB lürier ate bie gebrochene Sinie BCA, 
lürjer ate bie gebrod^ene ginie BCDA, Ifir* 
Xer ate bie gebrod^ene ginie BCDEA , . , , 
lürjcr ate eine Sinic, bie in unenbfid^ ineten 
jioifd^en B unb A unenblid^ nal^c auf ein* 
anber folgenben 5ßuncten gebrod^en, Don trgenb einer Irummen 8inie fid^ 
nid^t unterfd^eibet. 

SBenn ber ^unct D üon bem Perimeter be« 
SDreicdt« ABC eingefd^toffcn ift, fo ift bie gebro^- 
d^ene Sinie AD + DB fürjer ate AC + CB 
©enn bie ®erabe AD fd^neibet -BC in £ fo baf 

DB < DE + EB, folglid^ 
AD + DB <AE + EB < AC + CB. 

III. Unter ben ©treden, »eld^e auf einer ©craben anfangen unb in 
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igen, ift bie normale bie [fiijefle, unb giebt ben 
bon bet ©eraben an. Sßenn -4B normol 
6ige anbere ©trede ifl, 
cen MN mit A ■Btibin' 
linleligen 2)reieä ABC 
bie ^i^potenufe C^ (l).Jtf_ 

nb bet Sentten oon jiöei greifen größer ift 
I, \o {<$(iegen bie 9xü\t etnanbei au8. Senn 
?er (Summe ber 9tabien gleich ift, \o hzx^xtn 
nem ^unct. SBenn ber Slbftanb ber ßentren 
nb flrßger alö bie SDiffetenj ber Mabten ift, 
[e in itotx ^3uncten. Senn ber älbftanb bet 
atabten gleid^ ift, fo berühren fic^ bie Streife 
ßenn ber abftanb ber Zentren Heiner ift, alö 
fo fd&tießt ber grijlere Sreie ben tteinern ein. 
e bee Sreifes B ^aben con bem Zentrum A 
■ *13unct C, metc&er in ber SRid&tnng BA liegt, 
tften; ber $unct D, meieret in ber entgegen» 
; bem $unct A am fetnften; b. ^. AC < ae 

BE < AE < AB + BE 
\tc, anf, in bem Äreife A, je nac^bem fein 
im A griJfer, ebenfugroß, Heiner ift als ber 
meieret buri^ r teieic^net 



,AB^T-\- BE ^at man 
r. Sltfo Tinb aUe ^uncte 
\ A «usgefc^toffen. 
AB=r-\-BE ^at man 
i r, 4E > r. 3ttfo tiegt 
übrigen ißuncte beö Äret> 
fe A auSgeft^loffen , b. i). 
em Sreife s in C außen 



^r — BE < AB <r -^ BE ift ^IB — 

r <AB + BE.r < AD. Sllfo liegt C 

A, unb ber kxtiä A mirb oon bem Äreife B, 

ift, in jmei ^uncten (beim Sin* unb aiu«gangj 

c ©eraben AB tSnnen bie Sreife nit^t neben 
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betn gemeinfd&afttii^en $unct F einen ^unct G gerne 

$uncf e lonn niäft ia bem S>teied .^BJ' liegen (2, 1 

j bem Sintet £^ fo ift ber Sffiin!el AFG 

K = FGB, FGB > FGA, fotgtid^ AFi 

\ \, AG > F^, geflen bie SBotauSfegun^. 6 

\ y^' G in bem SÖinfel Fß4 ober in bem ju 

V.'' ©i^eitetoinfet liegen. 

j^/^'o Unter bet SÖebingung AB=r —B 

= r, AD^ r, AE < r. Stfo liegt D a 

aüe übrigen ^uncte befl Sreife« B fmb üpn bem Sreife 

b. ^. ber ÄreiS A ttiirb bon bem greife ß in D innei 

Unter ber fflebingung AB <C r ~ be ip Ai 

AD < r. aifo finb oKe ^uncte bee ÄreifeS B oom 

fd&roffen. 

4. SBenn ber Slttftanb einet Oetaben com Sentn 
größer ift alö ber JKabiue, \o ift bte ©erobe bom ^ei 
aSenn berfet6e Sltftanb bem SRabtu« gfeid^ ift, fo berül 
rabe unb ber ÄreiS in einem ^ßuncte. Senn berfetbi 
ift als ber atabiuS, fo fi^neiben fic^ bie ©erabe unb b' 
^uttcten. 

»ewei«. ©ejeic^net man ben Slbflonb ber ®t 
Sentnim A burt^ AB, einen fieliebigen anbern $untt be 
C, fo ift AB < AC (2, lU). 

Unter ber Öebingung AB > 
9iübiu6 ber Sreifeö A bebeutet, l 
ber ©eraben Dom Sreife A o«8j 
Unter ber Sebingung AB = 
titgt B auf bem greife . 
^uncte ber ©eroben finb Bon ! 
gefdiloffen, b. ^. ber Äreie A wirb »on ber ©eroben i 
Unter bet ©ebingung ^s < >• ift b oon bem 
fc^toffen, unb bie ©erabe, toelc^e Don B aus mii} 6e 
Unenbüi^e fic^ erftredt, f(^neibet ben Sreie A in giuei 
®ie übrigen *ßuncfe ber g 
bem greife ein= ober ouSgel 
bem fie smifc^en D unb 
ntd)t. Siegt F jioifc^en i 
ber SBintel FDA=AE1 
gleii^en ©eiten EA unb Ji 
ADE (1), aeF<:afd ale Stutentoittlet be« ©reiede 
mithin FDA < AFD, alfo AF < AD. Siegt G av 
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rung öon DE ienfcit £, fo ift ber SBinlcI GZ>^ == AED, AED > 
^ÖZ), mitl^iu GDA > ^G^Z>, atfo ^G^ > AD. 

SBcil bemnad^ 3 beliebig nal^e ^uncte bc^ ^eife^ nvifi mif einer 
©eraben liegen, fo ift ber Srei« eine frumme 8inie (§. 1, 3). 

b. Sine ©erabe l^at in aUm ^uncten biefetbe SRid^tung; eine Surbe 
l^at im allgemeinen in iebcm ^nncte eine bestimmte 9ii(j(^tnng, in ber* 
fd^icbenen ^nncten öerfci^iebene SRid^tnngen. Unter ben (Seraben, toetd^e 
burd^ einen gegebenen ^nnct einer Snrbc fid^ jiel^n laffen, fällt im 310=' 
gemeinen eine mit ber ßurbe in ber SRäl^e beö gegebenen ^uncteö am 
genaneften jnfammen, fo bag jtoifd^en il^r nnb ber Sur^e eine ©erabe 
ftd^ nid^t iiel^n tagt. 3)iefe ber Snrbe in bem gegebenen ^nncte am 
engften ftc^ anfd^miegenbe ®erabe l^eißt eine S^angcnte (JBerül^renbe) 
ber Snr»e; ber gemeinfd^aftlid^e ^unct ber S^angente nnb (Snrbe l^eifet 
ber SBerül^rungöjjnnct 2)ie SCangente giebt bic SJid^tnng ber 
ßurtje in bem ©erü]^rnngö^)nncte an. 

Um bie Jangentc ber Snrbe MN in A ju finben, jiel&t man bie 
®erabe AB naä) einem in ber 5Rä]^e bon A anf ber Snrbe liegenben 
^uncte B. ffienn nun ber ^unct B ben ©ogen BA gnrüdt legt, fo brel^t 
{\6) bie nad^ B gerid(^tete ®erabe AB um Aj unb toirb jur 2:angente 
AC, inbem B mit A jufammenfaüt.*) SBeit bie ©c^ne AB bie 5Ric^* 
tung ber Jangente AC erl^ält,. toenn 
il^re Sänge berfd^ioinbet, fo fagt man, 
bag bie Slangente mit ber Suroe 2 
unenblid^ nal^e ^uncte gemein 
l^at, bie in bem ©erül^rung^ljunct ber* 
eint finb. 35er l^inreid^enb Keine ©o* 
gen AB liegt in bem SSStnfel BAC, fo 
bag jttifd^en bem ©ogen AB unb fei= 
ner Sangente AC eine ©erabe nid^t 
gegogen toerben fann» ''^^v\ 

SBenn in^befonbere ber Sogen ''X® 

AB einem ^eife ange^i5rt, beffen 

(Zentrum C, fo ift baö iDreied OAB gteid^fd^enfelig, alfo (1) ber SBinfel 
OAB = *(180° — BOA) = 90" — \BOA 

gäüt nun B mit A jufammen, fo berfd^ioinbet BOA, unb OAB toirb 
t, toä^renb fein ©d^enlet AB jur Tangente be« ©ogen« loirb. Sllfo 
bie Tangente eine« greife« normal jum SRabiuö be« ©erü^rung«* 
icte« ; il^r 9lbftanb i)om Sentrum ift einem JRabiuö gleid^ (4). 




*) 2)tcfe „SWet^obc bet Sawöcntcn" löurbe itn 17. Sa^^rlSfunbcrt öon getmat, 
9g«n«, iRetoton, Scil&nij audgebtlbet. ^Jergl. Älügcl mat<^. Sß. 1 p. 280. 



24 SMcrte« ^6), ^knimetric. 

Stu« beut BufammenfaÜen Don 2 gcmeinfd^aftltd^cn ^uncteit tt)trb 

nad^ bcrfclbcn STOctl^obc bic SJcrül^rung bon 2 gegebenen Surtjen abge^ 

teitet. !J)ie Surben l&aben in bem ©erü]&rung«|3uncte eine gemeinfd^aft=^ 

ttd^e gerabe 2;angente, unb Regen enttoeber einerfeit« berfetben obet 

beiberfeit«. 

6* Unter bem SBinlel einer Snrbc mit einer fic fd^neibenben 
geraben ober Irummen ßinle berftcl^t man ben SBinlel il^rer 2:angentc 
in bem gemeinfci^afttid^en 5Puncte mit ber ©eraben ober mit ber Zan^ 
gentc ber anbern Surbe in bemfelben ^uncte. Sine ®erabe, toetd^e btc 
Surbe red^ttoinletig fd^neibet, l&eift eine 9Jormale ber (Surt)e. 5)er 
aBinlel ber Surbe mit il^rer eignen 2!angente (angulus contactus) ift 
nuß, obiool^I jtoifd^en ber dux'ot unb il^rcr S^angente burd^ ben Serül^^ 
rungö|)unct berül^renbe Surben gel^n lönnen, loeld^e ber erftern mel^r ober 
minber |id& anfc^miegen unb mit il^r fo ju fagen berfd^iebene uncnbtid^ 
Heine fflSinlel einfd&Iießen. 3Sergt. §. 13, 10. 

©er Sreiö bilbet mit feinen »iabien redete ©inlel (5), mit einer 
(Seltne in ben beiben Snb|)uncten berfetben gleid&e ft)i|e fflSinfel, bic 
Som})temente ber SSSinlel an ber ©afi« beö gleid^fd^enleligen IDreiecE«, 
beffen <Spx%t ba« Sentrum ift. 5Die ©egmente eine« ^eifeö toerben 
mit JRüdffic^t auf ben SBinlel be« S9ogen« mit ber ©el^ne ftjifetoinfelig, 
red^tioinletig, ftum})ftDinfelig genannt, je nad^bem fie Heiner, eben fo grog, 
größer finb ate ein ^atbfrei«.*) 

3tt)ei greife, toeld^e fid^ in 2 ^uncten fd&neiben, bilben mit einan^ 
ber in beiben $uncten gteid^e fflSinleL SBenn 3 Äreife in einem ^uncte 

fid& fd^neiben, fo bitben fie ein S3ogen^ 
breied, beffen SSSinlel bie ©umme 180^ 
l^aben. 3- 33. in bem Sogenbreied ABC 
ift ber SBinfel A =: a, B = ß, C = y, 

A + B + C^ et + ß + y = 180^ 

SBenn in bem ©ogenbreiedf ABC bie 
Summe ber ©intet 180' beträgt, fo 
fd^neiben fid& bic ©ogen AB, BC, CA 
in einem ^unct. ÜDenn fobalb ber Sogen 
AEB nid^t burd^ ben gemeinfd^aftlid^cn 
$unct D ber 35ogen BC, CA gel^t, fo ift bie ©umme ber SSSinlct ber^ 
fd^ieben t)on ber Summe ber S33in!el be« SogenbreiedE« ABC, bcf( 
Sogen burd^ D gcl^n.**) 




♦) @tciner (Stcße 3. 24 p. 108. 

**) ^lüdcr Stctte 3. H p. 222. SJJiquet Sioutoitte 3- 9 p. 24. TlUr 
Ärei«i)er». 47. 



n gtgurtn, n>t\ä)t einem Stxti\t ein- ebci umselcbtieEin |1nb. 25 

ben gigurcn, reelle einem Ärcife ein = 
ober umgefc^tieben finb. 

}oIt;gon ^ä^t einem aiibem ^o^on einsef^rteben 
nenn feine Säpnnctt t>ei Steige mäf auf t>en ©eilen beS 
is liefen; umgefc^tiefeen (circumscriptum), »enn feine 
i^e nad} buxä) bie ©dpunrte US anberii gel^n. tSin ?d» 
net Eurbe cingefi^rieBen, Wenn feine (Sdfiuncte ouf ber 
uRigefc^riebcn , wenn feine ©eiten longenten bet ßurbe 
üpt, menn eine B'8"i einer anbern eingefc^rieben ift, fo 
ber erftem umgefi^rteben, unb umgele^rt fEucl. IV). 
el, ber einem ffireife eingeft^rieben ift, b. ff. beffen ©c^et= 
;eife liegt, ^eißt ein ^erip^erietointef, ter auf beni 
>eWen er einfd^Iie^t. ©eine ©c^entel finb Seinen, Bon 

iCiametev ober berfi^toinbenb ^ 

mgente beä Äreifeö fein lanu. 
bem flreife umgefi^rieben, wenn 
^enlel ben Äreiö terftl^ren. 
xip^erietDintet ift bie ^ätfte bed 
uf bem eingefc^foffenen öogen.*) 
^AMB, ÄSC'^^AMC, ASD 
ST = ^AMS, wenn SC ein 

eine Siangente beS ^eifed ift. 

ASC=^AMC, weil ba« *CreieiI SAM glei*fe^eule(ig 

@benfo ift BSC = ^BMC, CSD = {CMD. gerner 
M8, »eil bie Tangente normal jum Siabius beö i8erü^= 
g. 3, 5). 25a^er ift 

- BSC = ^(ÄMC — BMC), ASB = {ÄMB 
h ASD = {{AMC + CMD), ASD = {AMD 
\- CST = '(AMC + CMS), AST = IamS 
p ie Z Sut^ftaben bejciti^neten Siintel einerlei Sinne« 

mg. ein $eri))^erieiDintel ift fpife, rec^t, ftumpf, je m^' 
d^foffene ©cgen Meiner, etenfogrog, grSfer ift a(« ein 
net ^eripl^ecielDinlet finb comptemeulär ober fupplementör, 
Bon ii^nen eingefc^feffenen ©oflen ju einem jjalbfreis ober 
1 fic^ ergänien. 
Perip^erienjinlet auf bemfelben SBogen ober auf gteit^en 





SteiK« Sud», ^laiitmcttic- 

tie« ktti^e» ftnb einanber gtetd^, totH fie Rafften be0elben @en= 
J ober gleif^ier genttiminfet finb (§. 1, 6). Slu8 allen ^uncteii 
etdbogenS ijat bie ®e^ne beffetben gletd^e fc^einbare @rÖge. 
I^e^it: bie ®))i^en ber Dxtitäe auf fiitei getnetiifd^ofttid^n 
leld^e gleiche Sinlel an ben Spillen ^cit, ober gleii^e iSutn< 
„, men ber aSBintef an ber Öafi«, ober gleii^ 

S^iffetenj jmifi^en bem SBintel an ter ©ptge 
itnb bet ©iimtne bei SDinfel an ber Safie, 
liegen auf einem beftimmten ^eisbogen, be^en 
©e^ne bie geineinffi^aftüc^e S3afig tft. äißenn 
bie aSinlel ACB, ADB, ÄEB einanber glcid^ 
finb, fo liegen B, C, D, E, A auf einem ftrete- 
bogen. Säge D in bem Segment ASCD' auf 
ber ®eraben AD* , fo icare ber SJlnlel 
ALfB ober ACB (§. 2, 8). 8äge E aufeer bem Segment " 
auf ber ©erobeu AK, fo märe ber SBinlel AEB < AE'B 

B. Hßenn Cff/1 + baC ober Cß^ + BAC — /ICB un= 
bleibt, fo bleibt ACB unceranbert, folglich u. f. tv. 

in bie 4 funde A, B, C, D ouf einem Äreife liegen, fo l^üt 
lelbifferenj ACB — ADB ben SBert^ ober 180°, je na^bem 
) ouf einet Seite ber ©eraben AB liegen ober nii^t. Slfo 
xijmpi 2iACB — ADB = gefegt loerben {§. 2, 4). Senn 
D nit^t auf bem ffireife liegt, ber bur^ A, B, C ge^t, fo ift 
- ADD) üon »erfc^Keben. Unter ber Sebingung 1{ACB — 
-. liegen bemnat^ bie $uncte A, B, C, D auf einem greife 
immtev Orbnung.*) 

aSEJenn bie ^unde A, B, C, D auf einem 
Streife liegen, unb bie 3iormaten DAj, DBi, 
DC^ auf bie Seiten BC, CA, AB be8 S)rei- 
ede ABC geföQt loerben, fo liegen bie ^m%' 
puncte A^, B,, Cj auf einer ©eroben.**) 
©a ^1, S,, C, D unb ^1, B, C„ D je auf 
einem ffireife liegen, fo ^at man 2DA^B, 
= 2DCB, ^ 2DCA = ^DBA = 2DBC, 
=.2D^,C,. ätfo ift 2D4B, = 22)^, C, 
b. ^. ^1, ßi, C, liegen auf etna «Seraben. 
fe> beten ©tameter DA, DB, DC finb , ft^neiben einanber in 

C, auf einer Oeraben. 

Ü6iufl SieiSbnlD. 8. 

ef« @a9 wiib St @iin|on iust^tbtitbm uon ©ticoie ®ag. ann. 4 

B(rfll, ©erg. ann, U p. 28 unb 280, ^oncdel propr. proj. 468. 
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4. S9ei einem bem Ärcife eingefd^tiebenen S5iere<f ift bic ©urnmc 
bed Iten unb 3ten SBinlete gleid^ ber Summe bc« 2ten unb 4ten SBin* 
Ictö. 3ft M ba^ Sentrum bed bem SJiered ^J5CZ) umgefd^riebenen 
Äreife^, fo ift BAM = MBA, CBM = MCB, u. f. f., bal)er für atte 
befottbetn Sagen be« ^uncte^ D 

BAM + MAD + DCM+ MOB = C!ß3f + ifef^il + ADM + MDC, 
BAD + J^Cß = CBA 4- ^Z>a 

ßbenfo*) ift bei einem bem Äteife eingefd^ticbenen ©ed^öed bie ©umme 
beö Iten^ 3ten, 5tcn äBinIcW gteid^ ber Summe be« 2ten, 4ten, 6ten 
JBinfetö u. f. tp. Um ben entfprcc^enben ®afe für ein bem ^eife ein^» 
gefd^riebene« günfed auf juftetten , betrad^tc man baffelbe ate ein einge* 
fc^riebcne« ©ed^ed, bcffen 6tet @cf})nnct mit bem Iten jufammenfättt, 
fo ba§ bie tefete Seite ben 8rei^ in bem erften ddpmctt btxnf)xt 
(§. 3, 5). 

SBenn einem ftreife baö SSiered AB CD eingefd^rieben ift, beffen 
Seiten 83ogen Don beliebigen Reifen finb, fo ift bie Summe bon jwei 
nid^tfotgenben SSSinleln ber Summe ber beiben anbem gleid^.**) SDian I)at 

ßBa + öDy — {aA6 + yCß) 

= CBß + ßBcc + ccBA + ADS + SDy^ yDC 

— {BAcc + aAd + SAD + DCy + yCß + ßCB) 

= CBA + ADC — (BAD + DCB) 

Joeit bie Sreidbogen mit il^ren Seltnen beiberfeit^ 

gleid^e SBinlel bilben (§. 3, 6). 5Run ift 

CBA+DCB+ADC+BAD = 360° ober 0, folgtid^ 

ßBa + öDy — (ccAö + yCß) 

= 2(CBA + ÄDC) = 2(CBA — CDA). 

©iefe IDifferenj berfd^toinbet nur bann, menn A, B, 
C, D auf einem greife liegen (3). 

* Umgelel&rt fd^tiegt man : SBenn in einem t>on Sogen beliebiger 
Greife gebitbeten äSiered bie Summe oon jioei nid^tfolgenben S33infeln 
ber Summe ber beiben anbem gleid^ ift, fo ift ba« SStered einem greife 
eingefd^riebcn. 

5. Sin SBinfet, beffen Sd^eitel bon einem Greife eingefd^loffen ift, 
ift bie l^albe Summe ber ßentritotnfel auf ben iöogen, loetd^eber SBinIct 
unb fein Sd^eitetoinlet einfd^tießen. (Sin SBinfel, beffen Sd^eitel bon 

n Sreife au^fd^toffen ift, ift bie l^albe Differenj ber Sentritoinlel, 




*) (£atnot geom. de pos. 304. 

**) Se^eU Acta Petrop. 1782. I. p. 58 ^lat bie[eu ©a<j an bem f^)]&ärtfet>en 
cted bemetft. SSergl ©uenaub'Slumout ®erg. %mx. 12 p. 279. Wli<\vitt 
lU). 3. lO.p. 347. 



Stittee »uc^. ^lanitntltic. 

1 Sinfel elnflefc^Ioffenen Sogen") 5)ie jwift 
nt^altetten Sogen t>ed ^eifeS finb ettianbe 
inte utit) eine ©el^ne bee jheifeS parallel fiti 
mct ble SKitte be8 eingefc^lcffenen Sogen«, 
Sewei«. Der SSinW .IBC ift 

§enn)inlel be« S)reiectö ^'£C, folgt 

= BA'C + A'BC C§. 2, 8) Ob« . 

Al'C 4- A-ca, 

5)ec Sinfel ^DE ift ein SBintet \ 

edS 4'DE, fotgti* ADE = A4'E - 
^ ober Ad'E — E-EX'. 

Seinen GC, EEf (jorallel fmb, fo bitben fie 
e ober nm 180* oerfi^iebene Siinfef, wnb bte 
?C fte^enben gentriminfel finb glett^; gteid^i 
(eic&e Sogen ein. 

1 patatlelen ©e^nen CC, EE' eingefc^loffene 
jleid&, raö^renb E mit E* in F iufommenfoüt 
r wirb. 3n ber 5E^iQt ift ber Jftabiue be6 ? 
ju FO, fonbern auc^ ju CO', nnb ^alHrt l 
bee gleft^fc^enletigen SireieäS, tceli^e« C, C 
eife« fceftimmen. ©in SentriwinW unb fei 
efte ®erabe ^olbirt. 

•^ feinen 9[nfangd)>unct unb feinen ^nbpuncl 
äeii$neter SreiSöogen lägt 2 fiii^ ütt8fc(>ne^en 
ige nic^t ber Sinn gegefeen ift, in meiern l 
:n \oü. Set ber Sejeii^nung Don allen gtei(! 
)en Sogen toirb Dorau^gefegt, baß ber ffireiö 
tc^tanfen toerbe, übcreinftimmenb mit bem ©inne ber 
ber Seäeic^nung ber Gentriminlel, Wet^e auf ben So= 
ntmen wirb (§. 1, 5). 

., beren 3tnfang«puncte »ereint finb unb beren !Diffe= 
lerte ift, galten biefetben ©nbpuncte; be^eiednet man 
Bogen« AB burc^ o, ben Sffiert^ *er ^eripberie buri^p, 
-p, a+2p, . ., a + *:pSJerf^e beö Sogen« AR, wobei 
)er negatioe gnnje ^a^l bebentet (§. 2, 4). 33a^er'tft 

AB -\- BA = 
e pofitice ober negatioe ganje 91nja^l Oon Peripherien; 
e ber ^uncte A, B, C auf bem Äreife ^at man 
AB + BC = AC. 

mxbitt bon äSitdlo Oft. 1, 55 nn^ Sl^ajen mitact^till. 
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let finb, fo ift bei Sogen oom Slnfang 
leiten bem SÖogf" i^^^i bct öom Snbe 
ften ©e^ne fi(^ erftreit (5). ®inb bte 
\o pnb ^z 



a« 


ber 


4-" 


^^ 


B, 


bag 


h' 


-■ 


* 


bem ^^v 


— -~_^^ 


el^nben 


\ 




le 


par» 


\ 




r, 


BC 


A 


A 


»E 


unb 




14' 


, B'B, 


CC, 


ifD, ee; 


m 








' nnb DA, 


, B^A unb E-4', . 


unb jDB', 


£-5' 


unb ES, . 






EfC 


unb EC,. 



:' bitben mit ben paroIt«(en®e^nen AB 
lefc^tieSene« ©ei^Sed. Die ©e^nen AB 
roüclen Seinen A'B', B'C, CD', DA 
ajietede. X)ie ©c^nen AB, BC Ci> 
aüeten Seinen A'B', B-a, CD', DE 
ibenea 3eI)ne(J u. f. te. Uebet^aupt finb 
riebenen (4n + 2)ffiil bie lefite nnb bie 
»enn bie auf bie (2n + l)te fctgenben 
en etften 2n @eiten )^araGel finb. S9et 
len 2n@den finb bie legten ©elten par 
(Seiten be« einen ^o(?gon8 mit ben erften 
iol^gon« ber Mei^e no^ (jaraUel ftnb *) 
^ in fi unb S f^neiben, unb b«ti$ R 
■n einen Sreie in A, B, C, . . , ben an-' 
in, fo [jaben bie in einerlei ®inn genom 
unb SB", . . , 4ß unb A'B', . . gleiche Sen> 
nb SA'B', SAG unb SA'C, . . ^aben bet 
ite ffiJintel ASA', BSB', . . , Aß-^A B , 

16. Sergl. «teüe 3. e p. 310. ®(n ®fl5 bom 
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Sßtcrte« ^ü(if. ^(animcttlcy 




AC^Ä'C, B&B*a, . • finb cinanbcr glctd^ 
unb gteid(^ bcm 3BtnfeI ber bcibcn Greife.*) 
©etoei^. aSeil R, A, A' auf einer 
\^ ©eraben liegen, fo ift (§. 2, 4) 2>SÄ^ --= 
WRA\ (gö finb aber 2Äi2^, 1BEA' ben 
ßentriminfeln gfeid^, bie auf ben ©ogen 
>S^, /S^' fte^n. aifo ftel^n auf ben »ogen 
BA unb AS^il', ^5 uttb SB*, .,, AB tttib 
^'J?/, . . gleite ßentritoinfef. 2)ie ^uncte 
S, A, B, C, . . Hegen auf bem ein^n greife in berfetben Sidl^enfotge, 
toie bie ^uncte S, A\ B\ C\ . . auf bem anbern Steife; fotgli^j^ finb 
bie $erit)]^erten)infel ASB unb A'SB*, BAS unb B'A'S, SBA unb 
SB*A* gteid^. gerner ift ASB + BSA' = BSA' + A*SB, b. 1^. ilÄ^ 
= BSB*, u. f. tt). (gnbti^ tveil BAS = B'A'S, fo ift AB^A'B' -f 
^'J?'M/Sf = A'B^^'AS+AS^A'S, b. 1^. ^5M'^' = ASA* u. f. U). ®er 
SBinfel ^^-4' ift aber ber SBinlel ber beiben fireife, iwnn ber Sogen SA 
unb bamit ber Sogen SA' tjerfd^toinbet (§. 3, 10). 

9lnmer!ung. üDcr !Durd^f(i&nitt ber ©eraben AB unb A*B' toerbc 
burd^ Q bejeid^net; nun ift 1AQA* = 2ASA* , 2BQB' = 2BSB\ 
folglid^ liegt S auf bentreifen AQA\ BQB' (4), unb man fd^ücfet**): 
SBenn jtoei gegenüberliegen bc ©eiten eine6 aSiereö« AB, A*B* in 
Q, bie beiben anbern BB*, A'A in R fid^ fd^neiben, fo gel^n bie treffe 
ABR, BB*Q, B'A'R, A'AQ burd^ einen $unct S. 

8. 35ie S^angenten an (Segenpuncten eine« greife« finb paraöel, 
toeit fie normal ju bem ©iameter finb, ber bie 83erü]^rung0J)uncte ber** 
binbet (§. 3, 6. §. 2, 7). 

5Die Siangenten an ben @nb|)uncten 
einer ©el^ne bilben mit ber ©el^ne tvx 
gleid^fd&enleligeö 35reie(f, tocit fie mit il^r 
gteid^e fpi^e SBinlet elufd^iielen (§. 3,, 
6. 1). 

J)urd^ ieben bon bem greife au^gc** 
fd^toffenen ^unct gel^n 2 Sangenten be« 
Sreifeö. SJie Serül^rungö^juncte liegen auf 
bem Äreife, bon toeld^em ber gegebene 
$unct unb ba« Sentrum be« gegebenen treifea ®egent)uncte finb, tt 
biefe ^uncte mit einem ber gefud^ten SÖerü]&rung«t)uncte ein red^ttoiu 




*) 35crgl. bie i>on SWöbiu« ©taUf 118 angejlcttten ©ctra^tungcn. 
**) Steinet in ©ergonnc'« §lnn. 18 p. 302. 



isatta, XBüäit tintm Snife ein» ober umatf<!6tit6en' jlnb. 31 

n (3). !Cte iBerü^iunge)>uncte 1)ahen bon tiem ge^ 
c^e atftifnbe. 

ede, melt^e einen ©infet gemein ^oben unb bemfel- 
irietten finb, ^6en gleiche ©umine ber Seiten ober 
Jtfi^en ber Summe ber ben gemeinft^afttit^en SBintet 
ten unb bec britten Seite, {t nac^bem ber Steid ddh 
jefd^toffen ober eingeft^Ioffen ift.*) 
ijeic^net man bis Sonaenten, loe^e Bon A, B, C, . . 
:eic^en, ber SRet^e nac^ but(^ a, h, c, . ., \o ^ai man 
- SC ---- a — c + a — 6 + 6 + c = 2a, 
DE = e + a + a -\- d ~{d + e) = la. 
icft man: Die 3>reiede, meiere einen äßinlet gemein 
Summe ber Seiten, ober gteid^e Sifferenj jtoifi^en ber 
emelnfti^flftlic^en Sßintet einfd&liefenben ©eiten unb ber 
) bemfefben 




In ajterect einem Sretfe amgefc^riefcen ift unb ben 
fo ift bie «Summe oon ättei nic^tfotgenbeu Seiten 
ciben anbem Selten gleii^.'*) gür ba« umgefc^riefcene 
n Stm& nid^l einfd^Iiegt, gilt berfetbe Sa|, nenn man 
I entgegengefe^ten B^ic^en nimmt, in S9ejug auf meiere 
egengefegte Sage \ai. 

aii ber in (9) ongenommenen Sesei^nung ift in bem 
<tiii\ AB-^CD, at« auc^ BC+DA = a + 6+ c + d. 

nbe ©aö ber ©Jj^oüiI ift bem 8tjell'f4en ©afee jugembnet. 

ift ber einem Sreife um^ief^e&tnen ^rede unb bie S^nli^c 
:dc, u. f. f. ift bon ^ilot TSim. de Paris IT» p. 45 «ngc 
bie not^menbige äRcbificiittDn berftlben ^ xat\\t ®ttiner 
^jngetri(|eit. 



SititcB en4. $(anhiietiie. 

g. ACä'C, BCB'C . . finb 

C,;:::::^^^^^^^^^ Setoei«. SBeil Ä, 4 

f A^ ; 2Sä^'. ee finb «bn 2Sfl, 

Y -*/W ßenttitoinleln flleit^, bie a 

\.,__/^ S^, Ä^' fte^n. atfo fte^n 
J ^ SA unb 54', SB unb Sfi" 
J'ß', . . gleich Eentri»intel 
I, C, . . liegen auf bem einen Sieife in btifeQ 
ßuncte S, A', B\ C, . . auf bem anbern Äteij 
j^etiewinlel ASB unb A'SB', BAS unb B'j 
tiO}. gemer ift ASB + BSA' = ßSA' + A' 
, n. f. H). enblic^, roeil BAS = ^-^'S, fp i 
= A'B-^AS+AS^A-S, b. ^. AB'^A'B'^AS. 
SA' ift ober ber 9Bin!e( ber beiben Streife, toent 
it ber Soflen SA' Betft^minbet (§. 3, tO). 
nerlung. 3>r 35un^f(^nitt ber Oeroben -4B 
bejeid^net; nun ift 2ACIA' = 2ASA' , 2BQ 
iegt S auf benftreifen AQA', BQB' (4), unb 1 
tu jnjei gegenübertiegenbe Seiten einefl Siiered« AB, A'B' in 
eiben onbetn BB', A'A in R fidö ft^neiben, fo gel&n bie Äteife 
ß'Q, B'A'R, A'AQ, but(^ einen ¥"«ct S. 

;&ie jtangenten an ©egenpuncten eine« ^eife« finb (jaiaOel, 
normal ju bem ^iameter finb, ber bie :i8era:^zunge|}unde ber» 
. 3, 6. §. 2, 7). 

/ S)ie Sangenten an ben ßnbpnnden 

einer ©e^ne bilben mit ba ©e^ne ein 
gleit^f^enfeltgee 2>reied, loeil f" mit <^ 
gteid^e fpi^e Sffiintel einf^iefeen (§. 3„ 
6. 1). 

Durc^ jeben Bon bem Äreife au8ge» 

fi^lpffenen ^unct ge^n 2 Tangenten be« 

Reifes. t>K 99erü^runeS))uncte liegen auf 

^ bem Äreife, ben »elftem bet gegebene 

ib baS Sentrum beS gegebenen Äreife« ©egenpuncte finb, »eil 

ncte mit einem ber gefugten SBerü^rungepuncte ein rei^ttoiafe' 



:. bie uon SlSbiue @htttt US angeücSttii Sttra^tunfleH. 
nei in ®<tpnne'a 9tnn, 18 p. 3ü2. 




üi, wtli^ cm<m Sttt\\t tili' ober umgtf^riebcn ftnb. 3t 

3). !t)te S3exfi^unge))uncte ^aben von bem ge^ 
aibftfinbe. 

, meiere einen SßJinW gemein ^aben unb bem(el' 
en ftnb, ^aben gleiche @untnte bei Seiten obet 
len ber Summe ber ben gemeinfd^afftti^en 5ffiinM 
unb ber britten ©eile, je na^bem bei $tctii oon 
loffen ober eingefi$(oi|cn ift.*) 
^net man bie !^angenten, aüdft bon A, B, C, . . 
en, ber SRei^e nai^ bur^ a, b, c, . ., fo ifoi man 
er .- a _ c -1- a — 6 + 6 + c ^ 1a, 
E= e + a + a + d — (d + e) = 2a. 
man: Die Ineicde, ntelc^e einen Sffiinlel gemein 
\vxt ber ©eiten, ober gleite Differenj jiBifc^en ber 
inf^aftlii^en SBJinfef einft^tießenben ©eiten iinb ber 
;mfetben 




SStered einem ^ei[e umgef^rieben tft unb ben 
ift bie ©urarae Don jtoei nid&tfolgenben ©eiten 
n onbern ©eiten gteit^.'*) 3ür bas umgef^tlebene 
teie nic^t etnfc^tiegl, gilt bei[e(be @a^, »enn man 
tgegengefe^ten 3eii$en nimmt, in Sejug auf meldte 
gefegte Sage ^at. 

ber in (9) angenommenen Sejeii^nung ift in bem 
ÄB-irCD, Qt« mi)BC-ArDÄ^a-\-b-^c-\-d. 

@ag btr @t)^tH iß bem Se^tlllil^en ®aljc {ngcoitoid. 

tx (inttn Sreife umgefcbitcbtiien Stncctt unb btc S^nli^e 
u. f. f. i|l •cm ^itDt mra. de Paris 172S p. 45 ansc 
notbwenbiat 3Kobification berfübtn ^t iut\\t Steinet 




aSitWt« »n*. ^(anhnrtrie. 

ebenfo ift 
EBFO fotti 
au^ BF + 

g-f- 

^Dagegen 
£J7JP foWi 
aui^ — HJ 
— •— d, l 
tnSejug au 
z>£ (b. ^. it 
biefe ©eiten , 
fc^aueT) lint' 
W te^te liegt, ebenfo ift in betti 

EA — JS = ~ AJ -{- KE, 
■i AHKD 

AH — KD = — HE -\- DA. 
»liegt matt: ^enn in einem Sieieif 
Summe bet teibe« onbem ©eilen g'' 
le umgefi^rie&en. ©e fei j, S. EA-\- 
= ~ AJ + KE,\!> berührt KE \ 
ne Songenten AE (nic^t EA), JK, 
er obigen gigur für biefelben reii^tä 
ge^enben Tangente beS eitoä^nten 
; Ja: + KE' = E'A -\- AJ, K. 
3, 2), alfo JK + Ä£ »erf^ieben 
JK -\- KE Betfc^ieben Don E/A -\ 
viber bie ÜJorauefetjung. 

cn gleiten unb dtjnli^e: 

)ei ©reiede jtoei ©eilen unb ben ein 
^ gteic^ ^aben, fo finb fie gleii^ 
©eilen ber SDreiede einanber gteic^ 
liegen; e8 finb bie SBinlel gfeiiJ^, bie 
i; eS ftnb bie Oläc^en gteit^. Eucl. 
:iten AB = DE, BC = EF, unb 



legenüber ben"glei(^en aSinletn CB/ 
* = ©eilen AB 

iitf i|l Bon eucUbe« «p in kt ©ttrMm 
1^ Eegentrt (El^m. de g^om. Not« 1 
lung »OD glei^ unb S^nüA. 



. ben glucken unb fi^nlii^n Sieieden. 33 

;en gleichen Seiten BG unb EF, ^ 

DEF ^aben gleit^e giöi^en. 
man bie gleichen Sinfel, fo bag 
2i^ fäUt, fo fäUt Ä auf D. 

auf PZ> (§. 1 , 3), bie ebene ' 

4). Die congruenten ©eitcn, 
lanbet gleic^. 

eieäe, toelt^e gteic^ unb ä^nli^ 
1 merben baburc^ uereint, baf 
c in feiner ©bene bte^t unb fortbeiregt, ober 
bet unb bann in feiner Ebene bte^t unb fort' 
reieä ABC lann in feinet Ebene fo fortbeiuegt 
■ietf 0£i^bedf, bogegen xaa.% baä S)teied ^ßC 
t toerben, beeot e6 baö Iireietf HEG beden 
= AB, EQ = SC unb bev äSJinlel i^fiO = 
, ffielc^ flfeic^ unb ä^nli^ finb, finb entroeber 
ent. 
ABC unb DEF gleich unb a^nlii^ finb, tulvb 

p. 416) bur^ ABC^ DEF beieic^net, SDaÖ 
^^eitSjei^en ift flu« bem änfangöbuc^ftaben Bon 



reiecte bie btei Seiten bei; Steige nat^ gleich ^a* 
nb ä^ntii^. Euch I, 8. 

AB = DE, BC = EF, CA = FD, fo ift ber 
genüber ben gleichen ©eifen AB unb DE, u. f. tD. 

man bie gleiten ©eiten AB unb DE, fo baß 
:ne Seiten ber gemeinft^aftlic^en ®etflben fallen, 

ACF, BCF bei SBinfel 
oengleid^en Seiten 4P, AC, 

= BF,BC, 
+ FCB = CFA -\- BFC, 
ie ®lei(^una biefer 2Binfet 
©leic^ungen ber ©eilen, 
[e( einft^Iiegen, le^rt, bog 
ä^nßc^ finb (1). 

ireiede jroei SBinlet unb eine baju glei^Iiegenbe 
ii^ ^aben, fo finb fie gleich unb ä^ntii^. Eucl. I, 26. 
BAC, CBA unb bie an i^nen liegenbe Seite AB 
FED unb bet an i^nen liegenben ©eite DE 
mit CA = FD gegenüber ben gteic^en SESinteln 





34 !8i(i1e8 8u^. ^lonimetrit. 

CBA unb FED, u. f. m. 33er( 
äfen ©eiten ^ß, -öi' unb bie gle 
£öi^, fo füllt ber iJunct C auj 
mären bie mnUl CBA, FED 
bte ©eite CA^^FD, u. flu. 

SBenn bie ©intel ß4C, CS, 
flen Sintel gegenübettieflenbe 6( 
■^ no* EDF, FED, EF glei* fin' 
bell gteii^en SBinfeln CBA unb FED ßcgenübetUeg) 
tinb Pß einanbec ßlei*, u. f. to. aSereint man bie S 
unb ben Bintet Cs^ mit i^EO, fo fällt CA auf FD 
bem von CA unb /•'O auf ED gebilbeten T>xeiid m 
9!e6eniDinM eines nnbern ungfeic^ (§. 2, 8), mithin 
unflleicfi, gegen bie SJorausfeöttng. a^ie ©leid^^eit b 
AGB unb DFE lanu aud^ barouS geft^toffen toerben 
£)reiecfeu bie Summen bet Sä^tnfel üteteinfttmmen. 

4. ffiienn jioei S)rei€cte jtoei 6eiten nnb ben t 
flegenüberliegenben SBinM ber Mei^e nnc^ gleich i^aben, 
unb ä^nlic^. 

Sßenn AB > BC, AB = 
ACB = DFE, fo ift CA= _ , .. ,. ._. 

S3eujei?. aSereint man bie gteii^en ©in» 
lel unb bie gleic^jen Seifen BC, EF, fo lann 

ber *Punct A ni^t neten D faden, giete A 

^ auf G. \o iBäte ber ffiinfel DFE < DGE (§. 2, 

^^^- - ■ 8), DGE = EDG (§, 3, 1), atfo DFE < 

EDF, mithin DE < EF gegen bie SBoraugfefeung AB > BC. giete 
A auf H, fo mäte bev SSintel DFE < HDE, BDE = EHD, fotgli^ 
HFE < EHF, mithin HE < Ei^ gegen bie Sßoraugfefeung. SHfo 
m«t A anf D faßen. 

Stnmertung. SßJenn inäbefonbere jroei re^ttoinlelige Iireiecfe bie 
§Vl>otenufe unb eine gatl^ete bei' 9iei^e na^ gtetd^ ^aben, fo ftnb fie 
gleii^ unb ä^ntid&; benn bie §^jjotenufe ift griJger alä eine gal^ete, unb 
ben §tHjofenufen liegen gleiche (rechte) 32iutel gcgenufcct (§. 3, 1). 

ein ©reiecE ift nnjiDeibeutig beflimmt butc^ 2 Seiten nnb be. 
eingefd^loffenen Sffiinlet, burc^ bie 3 ©eifen, bnv^ 2 Siiilel nnb bi 
©eite, Kelche an ben fceiben SBinteln liegt ober einem con i^nen gegen 
äberliegt, bur$ 2 ©etten unb ben SJinfet, bev ber grcßern gegenüber- 
liegt. 3niei *35reieile tonnen ungleich fein, cbgleii^ fie jtDei Seiten uu^ 




Bit 6e{onbt(en Siewttt. 35 

üBerliegenben Stntel ber JRei^e m^ gteic^ 

eled jtDei ®eiten unDeränbert bleiben, vaüff-- 
^loffene Sliintel tsä^ft, fo loäc^ft auc^ bie 
Seite. Eucl. I, 24. 
, ^E, AP fo lang ^^ 
SAE, BAE grSßer 
leii ßO, BE, ßE 

AC mitb Bon Bö Qu|en, üon BE in C, 
:ten. Xiann ift 

■ ^O C§. 3, 2), folgtii* BC < BD; 
on BE, fplflli^ SC < BE; 
C, AE < GJ- + 4ff, folglich 
:; BE + AC, BO < BF. 
: SBenn in einem iJieied jwei ©eilen un» 
itte Seite u>ä<$ft, fo nä^ft au(^ ber i^t 

rettitroinfeligen S)reie»f eine ßot^ete unbet* 
lenber SBinlel roäi^ft, fo toäi^ft fonjo^l bie 
e §^|)otenufe. I3ie rec^t^ 
BD ^Qben bie ßattiete AB 
> BAC. Dann ift BD > 
über bem ftumpfen ^inlel 

mfe unüeiünbert bleibt nnb^-^ 
t, fo wäi^ft bie il^nt gegenübeiließenbe So= 
e Nimmt ab. 2}je rei^twinteligen "S^nkde 
enufc AB gemein, ben SBinlel BAD > BAG. 
< CB^, »eil ber 
te BD ober in ba« 
o^we baß ber SSJinlel 
.). Die aSJinlel DCB j, 
grS^er ot6 AGB unb ' 
B > BC, al« fllll^ AD < .^C. 

befoiiltereii 33ieredc. 

gegenübetliegenbe Seiten paxaUel finb, ^eißt 
■^aqaU^löyeafiiiov). 2)08 ^oraUeloaromm 




Siertee »n^. ^tanimthk. 

itner ©ingenofe in jwci gfeii^e unb al^nttc^e ti 
eines bog onbere o^iie cot^erige Umipenbut 
sgenben Seiten finb gleic^. iiit Diogcnalen 1 
^ut^fc^nittöpunct Reifet ba« ßeiittum te?^ai 
ba« Zentrum gejogene @erabe ft^neibet bte gegt 
iegenpunctcn; bte äififi^enöesenpunrten ent 
ametet bee ¥wafle(ogtamme, raeit fie baß f 
eid^e unb ä^nlit()e 2;^ei[e jetf^iteibet, von bi 
ne Umiuenbung beift. Sie aJtitten aller Dia 
rö Parallelogramms üereint. Eacl. 1, 34. 
eis. Die Sireiede ABC, CDA finb gleich nnl 
e Seite CA = AC unb bie SffiinM BAC=I 
IBec^feltoinfet bet parallelen mit AC (§. 2, 7). 
; aSJintet BAC nnb DCA, fo beifen fi(^ bie 

S)ie gegenüberliegeitben Seiten AB unb CD, 

finb einanbei glei<$, gegenüber bei 

*• . r^^^" ^" Dreiede. 

^..---^'/ gerner [inb bie 2)reiede .-IffA 

»Vx./ nnb ä^nlic& (§. 5, 3), toeit bie ®i 

-B .e unb bie Sßiutel BAM = DCM, . 
als SQ!ec^felU)inIet bei ^aiaaelen 
finb BM = Jl/Z>, AM = MC, gegenüber ben 
Teiede. 

% finb bie Dreiede AEM, OFM gleic^ unb äl^nucp [,g. o, ö;, 
Seite .dJ/ = CM a. f. uj., ba^er AE = CF, £jy = MF. 
U EBCF, FDAE becEen \\i), Wenn man eine« berfelben in 
te um M gebre^t ^at, bis £/" mit FE iufammenfaUt. 

te jffiei ouf einanbev folgenbs ffiJinlel beS ^ataüelogtammS 

raentör, je jioei gegenübetliegenbe Sinlet finb einanber gleit^ 
3ft ein Sinfel re^f , fo fiuC aui^ bie flbriaen ffiintel rei$t, 

iavaöelogramm ^eigt ein SRectangel {hq&oyoiviov, rectangu- 
c lum, obloiigum). Die Diogonafe ber fpißen aBin= 
let ift größer als bie diagonale bet ftumpfen SBin» 
M; bie Diagonalen bes SRecfangel« finb einanber 
gleii^. Denn in ben Dreieden ABC, BAD ift BC 
= AD, fotgli($ AG größer, eben fo groß, Keiner ats 

[^bem ber ©intel CBA größer, eben fo groß, fteinev at« BAD 

jrcei folgenbe ©eiten eines ^ßaraHetogramra« glei^ finb, fo 
rallelogramm gleti^feitig (1) unb »irb ein SR^ombuS {^ö^- 



Sit 6e(onb(ren üitxtdt. 37 

mt. '^iv rec&tntiiitelige M^ombufl ifi ein re^ 

inb ^eifit sin Quabrat (rtt^äyotvav , qna- 

leß *|}ataßeti>ßi:amniö bilbet mit ben grögeren 
. auf ben grSgein ®ei> 
i[e[ am Sentium; bie 
'< i)albixta bie SJinlef 
lat ju einanbet. SBenn 
fo grog, (leiner ift alö 
gSJlntel BAC größer, 
:ß ober CAD (§. 3, 1), «nb ber mnhl BMC 
t al« AI/£ (§. 5, 5). 

ievecE, beffeit 'Perimeter fi($ fet6ft tiii$t (t^nei« 
genbe Seiten paratlet mit g(ei{^ finb, ober 
i ©eiten einanber gleich finb, ober menn bie 
:en, fo ift baS ®iered ein ^araUelogramm. 
inb CD panaM unb gleii^, mithin bie ©in* 
r gteic^ finb, fo ftnb bie S^reiede ABC, CDA 
I, b. f). ber SBintet ACE -^ CAD, gegenüber 
D. lüie Oeraben BC, DA, Welche mit AC 
, finb paraüel (§. 2, 7). 
C = DA, \o finb bie ©reiede ABC, CDA 
. an« ber ®teic^^eit ber aBinfef BAC, DCA 
CD paxaM finb, u. f. ro. 
W = MD, fo finb bie 3)reietle ^BK, CD^f 
1). 9Ju? ber ©leii^^eit ber SBinlel BAM, 
B unb CO paradet ftnb, u. f. ». 

Et^e bie ©ptgen Don jtoei glei^fd^enteligen 
ifd^afttid&en SofiS Derbin= (, 

1 ben ©pifeen, ^albirt bie 
ift normal ju betfelben. 
= BD, fo ift ber *ffiintel ^\A 
3DC, unb AB toirb »on . '' ~ 

bo§ ^JS = EB, CEA 

retecten ACö, BCD ift 

D = CD, folglich (§. 5, B 

ler ben gteiiifien Seiten AD nnb DB, CDA 

i(eic()en ©eiten CM unb BC, Sn ben Drei= 

= EC, CA^CB, ber SHäinfel ACE = ECB, 




iE = EB gegenübet Den gteit^en 

OEA = BEC gegenübet ben gteid 
9ieBenttm(el CEA unb BEC 

®as ^itxtdÄCBD, in bem jn 
oetbient ben Flamen SR^oinboib 
tataßelogiamm" bejeii^net Witb, b 
9ift. 

SJaö Sßieted NMOP, in betr 
Seiten parallel (nic^l a(eii$), bie 1 
(nm tjaraßet) finb, oerbient be 
(rpowl Jinv) , burc^ ben fonft eii 
wirb, wenn e« fein ijjnralleiograi 
eS ein 33aat parallele ©eiten ^i 
ivtrb auc^ SIntipatatlelograr 
b %xapei beden fic^ fetbft nai^ 
nb geböten gut ßlaffe bet f^nitt 



tc^enbe ©afe fe^rt bie Sonftructii 

' 3ßitte einer ©trecfe, bei 5Ronii 

aSinfet ACB ju l&atbiten, f*neibe 

teied ab, beffen Safie AB ben 

(uf bicfeI6e Jßafiö fteÜt mon ein - „ ,. , 

D unb iie\)t bie ®evabe Co bur(^ bie ©pi^en. ©ie 

WebenKinfetn finb normal ju einanbet. 

)e eined Senltita)infe[$ trifft bie ^Nitte bes eingeft^tof« 

ätrecte AB ju ^atbiten, ftellt man ouf biefelbe jttei 
xiede ABC, ABD, unb jieljt bie ©etabe CD butc^ 

Um ben ©treifen A'ABB' ju ^atbiren, ccnfttni« 
man bie aHltle C ber ©treie AB, unb jie^t bie &t'- 
rabe CC parallel mit AA'. 2)ann finb bie Streifen 
A'ACa, C'CBB' congruent (§. 2, 7). 

e. Um bie 9iormaIe bet ©eraben AB burc^ 
in jie^n (errid^ten), ^e>^ii mm A unb B in gleicdi. 
Sbftänben Don E, ftetit auf AB ein gleic^fi^enlelig' 
jie^t bie ©erabe EC buic& bie ©pilje. 
ftotmate bet ©etaben AB bur^ C ju jie^n (fällen. 



^n Slbftönben Bon C, ftellt auf AB ein 
a ABD, unb jie^t bie ©erabe CD. 

Tmkd 

älntets an ber ©pifee normol jur 39afi6 

p^jige nac6 ber Mitte bet SBafie nctmol 

infel an bct ©pi^e, 

afie aus ber SRitte betfet&en bur^ bie 

afi» au« ber ©pifee tsut^ bie SRitte ber 

CB, ber SBiutet ACE = ECB. fo ift 
m AC = OB, AB -^ EB, fo ift ACE 
Cflbe au« ter SRitte bev Saft«, welche 
t uii^f uptmat jur SBofiS- ©ine ®erabe 
)utc^ bie SRitte ber Safi« gel^t, ift nic^t 



! flegebenen ^uncteu gleiche 9(6ftänbe ^at, 
)ie ©trecte ber geflebeiieu 'i'uncte novmol 
> ift AD eben fo gtofe 
1 Siutet DCA eben fo 
. 5, !. 5). Ober: bie 
gemeinfd&aftlic^e ©e^ne 
:e ge^n), liegen auf ber 



jaftlit^e ©e^ne normal | 

Seiten eines ©reiecf« normal Ijalbiren, 
üon ben iädpuncten gleid^e Slbftanbe ^af, 
untgef*riebenen Sreijee {Encl. IV, 5). 

D, fo ift AD ^ CD 

nat ^atbivt, ge^t buri$ 

? ift jiDeinial fo groß 
alfo gleit^ ISO" ober 

rec^t ober ftumpf ift. ■ 
beftitnmt ; wenn bie i 

flben liegen, fo ift ba« 

7) unb ber Srei« wntetfi$eibet fit^ nii^t 
gegebenen ^nncte liegen. 



Steitce %lit4. Planimetrie. 

nd, bet Don 2 gegetenen ©etaben gleii 

;n ©eroben, ipefc&e bte Säinlel ber ®eva' 

^ !55ie9iormo(tBCtft e6en (o groß ob 

bie 9Iorma(e BD, je noi^bem ber 1 

eben fo groß ober gtöSer al« BAL 

Ober: ©ie Sentren ber Sreife, n?eti$' 
gefii^rieben finb (2 ©erabe berühren), lii 
Btniefe. 

[onbere bte ©etaben fiarallel finb, fo (ie[ 
eti^e 3l6ftänbe t)at, auf ber @eraben, toetd 
fen ^albirt. Die 9iomiate SC ift ( 
2— ober größer al« bie IRomtote SO, 
j ber Streifen aCBB' elm fo groß 

o[« ber Streifen B'BDD'. 
£_ !Cie ®eraben, loetd^ bie Sßinlel 

eds ^albiren, ^aben einen $unct gen 
Dretede gleiche Slbflänbe ^at, bad IScntr 
ebenen Sreifea (Eucl. IV, 4). Söenn D 
ntelö BAC unb ouf ber 5)aCbirenben beä S 
foKto^I Bon CA Httb ^, als au^ »on 
gleite Slbftänbe; atfo ^at D oon BC un 
aibftänbe unb liegt auf ber Jtalbirenben 
AGB. gbenfo ^aten bie®eraben, »elt^i 
tet bee Dreieilö unb bie an ber gegen 
Seite tiegenben 9lu§enmin!et l&atbiren, je einen ^nct 
gemein, ber ton ben ©eiten beö 33reicd6 gleii^e W>f 
^unde finb bie Sentren ber bem 2)reiect im toeitem 
jenen Steife, ©in Äreiä ift buvc^i 3 Oerabe, bie -t^n 
l beftintmt; toenn bie ©eraben einen enblic^ ober un< 
nd gemein ^oben, fo fallen bie berührten greife in ben 
$und jufammen. 

|en eineö SlveiedS b. ^. bie 0iormfllen nuß ben ©pi^en 

(liegenben Seiten ^aben einen gemeinfi^afttii^en $und 

Ober : 3ßcnn in einem Sjierect bie gegenüberliegenben 

einanber finb, fo finb aui$ bie 3)iügonaIen normal ju 



brntttt in bem sUn ber Slidfünebtif^en hemmen uoc, bie bOiii 
n enthalten ben erfitu bev ^iec gegebenen »e»eife. 316 Sigtif 
iSHÜ wirb bdfelbe ®og »on Sarnot eeora. de pos. 130 
iweile SeweiS, babutc^ bemerteneioertV, bog et nnnB^ängifl ijl 
[ SinCel eine« :£>rcitde unb au^ [üt baS f))^i:i[4e 3)reied gilt, 



S>ii 6e(Ditbei'tn Sütvtilt. 
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n BE, CF fcbneiben f^ in H. ©anit liegen 
B auf je einem ftreife (§. 4, 3), unb eö ift 
^ 2CEF c 

-. IFEH 
{CEF + FEB) 
JO», alfo ift ber 
BC, HA 9e6it= 
urc^ Ä uiib nic^t 4/ 
f( ni^t normnt 




;on ED unb FD \e, baß /f »on ben (Sera* 
ItftSnbe l^at (S), fo ^obeii auc^ A, B, C oon 
iftänbc, Keif ^J' unb AE ju ///" unb HE 
A auf bet ©etoben HD, unb //£» ift nor^ 
1$ ju Z>C', fo baß D auf bet ®erobeu SC 

ju BC, unb eine burc^ A unb ni^t buT(^ 

nointal ju BC. 
reied ^ifC roetbe g- ^ x 

einet ©rite pot' '\Y TS" / 

O umaefd&rieben. "•-, / \^ / 

'JB' (1), u. r t». >Z -X'i, 

iSC finb bie ®e= 

ten beß 33reietf6 

Tben, unb ge^n r' 

ttittum beS bem 

cnen fflreife« (7). 



tl^eiten auf einem ffireife gteic^e Sogen ab, 
i$e iSinte(, l^oben com iSentrum gleiche 3lb< 
oncentriff^en SreiS. Söenn bie ©e^ne »ä$ft, 
en unb bet SBlnlel beö ©egmente, roä^tenb 
abnimmt. Eacl. III, 15. 
Seinen AB, BC einanber gleiij, fo ftnb bie 
c^ unb äl^nlic^ (§. 5, 2), b. % Die 3Sinfel 



Smril 66 flegebtn ttwrbfn. Saß itbei b« *unüe 
b« SlKiecfB DEF bt: gu6|mncte al«"t6< abjiönbe 
ecabliniflc ®r(icit 1822 g. 24) ttintiit »orben, ffiie 
y, £C&, CAH, icelcfte biucfc Sfrgldctunfi bu äßin- 
n ©inlolii beS 35reied8 ABU eviannt iciib, ifl bei 
)eT btitte Setoeie tü^rt t:i>n @aug ^er unb i|) mit« 
Bon Sanict'8 g^om, de poa. H p. 363. 



»itne» ©i»!^. ^lanimctrit. 

C finb elnottt)« gleit^; olfo finb «u^ bie i 
[n eingefd^toffenen Sogen AB, BC einanber 
"Sie 9torniafen ouS if ju t 
BC treffen Sie aRitten bet[eI6 
AD, BE einanber gteit^ aK 
Seinen, mithin bie tei^tiot 
ÄDM, BEM gleich unb ä^nfi 
2Bin!e( AMD, BME finb ber 
ber (Seinen mit bem Steife j 
MB normal jum ^eife unb 
mal i« ben ©e^nen (§.2, "3 
M, EM finb bie abftäube bet Seinen bo 
Äreiö, beffen SRabiu« MD tft, wirb »on 
, 4). SSenn ferner bie ©e^ne BF langet i| 
tdtViMBF, MBC'ttx'BMtiBMF^BMi 
MG normal ju Bf, fo ift BG bie §ä!fl 
^lerauS fotgf, bof in ten rec^ttoinMigen 
(§. 5, 6) bei Sffiin!et BMG> BME unb 
^.. bie gtBßete ©e^ne BF fc^neibet ben Si 
(en SBintet unb Ijat einen tieinetn Sbftonb 
Intev ben Seinen bc» fiteifeö, reeti^e but^ 
, ift bie größte ber Sliameter, beffen Stbfta 
[einfte biejentge, loetc^e normal ju bem ermähnten Winnies 
(et ift unb beten Stbftanb ooni ßentrum bem Ib« 
ftanb be« gegebenen ^uncteä ddhi gentium gleii^ 
lonimt. @e^n bnre^ B bet SJiamefer CD, bie 
©el^ne EF notmal j« CD, unb eine anbere ©e^ne 
OB, ju weti^et aus bem Senttum bie 9iotmate 
AJ gejogen »erben, fo ift B bie SÖlittc t>on EP, 
/f J bie aJiitte Don GH. 9inn ift GJ<GA, folg* 
Iid& Gll < CD. 3n ben tec^tminteligen 'Ciei* 
eden AGJ, ABB ift AG = ÄE, AJ < AB, 
folglii^ GJ > EB ober GH > EE (§. 5, 6). 
üHen ber Seinen, uieli^e butc^ einen gegebenen ^unct ge^n, 
:inem beftimmten Steife, oon roelt^era baö Eentrum bes ge« 
ifeS unb bet gegebene ißunct ©egenpunrte finb. 3ft A baö 
;« Steifes, B ber gegebene ^unct, J bie SDlitte eine? buri 
t ©eljne, fo ift ber Sinfet AJB rec^t, mithin J ein ^unc 
. beffen ©iameter AB ift (§. 4, 3). liie 3Jiitten Don pat 
ncn liegen auf bem ©iameter, ber ju ben ©e^nen nornia: 
;m Steife, Bon bem ein ^unct unenbtic^ fern ift). 



6. SJit Befcnbtr«! Siercih. 43 

lieflen f^mnietrif(!^ ju einer ©eraben, Wenn 
fünften Don ber ©etoben normal mbitt rotrb. 

Durc^fd&nitteiJiincte Bon 2 feeifeii f^mtnettifdj 
bie Sentren nerbinbct (4). 55ie 2>ur^fc6uittö' 

einer ©eraben liegen f^mnieJtif)^ jur 9iorniflfe 
enttum be8 Sreifeö (6). 2)te fflerü^rungöpunde 
!rei(e6 liegen f^mmettifc^ ju bet ©eraben, mld^e 
) bem a5urdi)fd^nitt«pund ber Sangenten ge^t 

fN unb auf einer ©eitc bevfetBen bie >l?uncli; A, 
f ber ©eraben 
Birb, ou9 mU 
cabe fic^ jie^en 
$e SBinfel ein* 



nan ben ^unct m 
W f^mntetrift^ 
.efui^ten ?unct 
MN «nb A'B. Iienn bie 'Dreieie ADC, A'DC 
mb ber ffiiittel ACD = DCA'. 9iun ift DCA' 
nttl, folgIi<^ ACAf = NCB. ajer gefunbene 
nden ber ©erobcn MN bäburi$ ouflgeieic^net, 
übflänbe ccn ben gegebenen ^uncten am tleiu^ 
-f- CB <c AE -^^ EB, ttemi E irgenb ein 
ift. 3n ber %W "f« ÄC = A'C, AE^A'K, 
EB (§. 3, 2). Dagegen erreicht bie 33ifferenä 
- BE i^ren größten SBert^ AB, wenn E mit 
:roben MN unb AB jufammenfällt. 
^öEjen eine« fpifehiinleügen 'Srelecte beftininieu 
ieet eingeft^tieiene« S^reicd Don bet 9lrt, bo^ 
@cfpnnct ge^enben Seiten mit ber burd^ ben* 
I ©eite beS gegebenen S)veie(fö entgegengefe(jt 
). I)aö 33reicd bet gnlpuncte fjat unter ben 
nfc^reitbaren 35reiecten ben Heinften Perimeter, 
ne« feinet Sctpuncle mit einer aSctme^rung bc8 

erabe ben Sreiö, beffen ßenttum M, in a unb 



roti Bon ben gtkülcten Olitif«n lugtf^rieten. SÜMlte 
K felgenbe SBemfituiig 116« teil ^etimelct tcB SJrciiTla 
:ie gagiiauo geina^t (Acta Erud. 1775 p. 2%). 




Sttrtt« 8u(^, Vlatrimctrie. 

ii> Don eitler longeitte be6 ftreifrt in A unb B fleft^niti 
I etfc^eiitt aufl bnn (Sentrum bev Sogen aß jlöeiinQl fo 
gvol, al9 bie Sangente ^ß. 2Sirb 
ber fitei« bon ^B in y berührt, 
fo ift ber Sinfe[ «My = 2A3fy 
ffleif a unb y f^mmetriti^ ju MA 
liegen; ebenfo yMjS = lyMB; 
folglich aAffJ = 2^W5. Sluf 
biefcfbe aSeife pnbet mon aMß 
= 2^1 MB, =2iljJfB2 u. f. f. 
3'P'f'^"' if" gegebenen langen- 
-^\ ten eine« ffreifeS erfd&einen oüe 
anbem langenten beffelSen Slrei= 
lentrum ^atb fo gro6 "18 ber jloifti^en ben ä0era^ningS= 
gebenen Xangenlen enthaltene iBogen, mithin (§. 2, 4) 
t um 180° Berfi$ieben.*) 

I SBieterf ABCD tem Ärcife, beffra ßentrum M, umge* 
nb bie Seiten BC, DA ben fitei« in «, |3 berühren, fo 
ma, 1CMD = kMjS, folglich %AMB + O/D) = 0. 
10« ©eti^eed äBCDEF bem Steife, beffen Zentrum itf, 
ip, unb bie ©eiten BC, DE. FA ben Sreie in «, ß, y 
ft 2ÄMB = yMa, 2CMD = nJtfjS, 2E^F = ßMy, 
•■ -f- Cvt/D + EMF) = 0. U. f. ID.") 
einem bem Jhreife untgefd^rtebenen ©ei^ded bie T)tago> 
Iten nQ($ bet 4ten, oon ber 2ten nat^ ber 5ten (Sde 
I ge^n, fo ge^t aue^ bie diagonale »on ber 3ten na<^ 
mxäfi SentTum."*) Sejeii^net man bie bop)>eUen Sen: 
^e bie Seiten beS @e<^ecfd einfc^Iießen, bei fUet^e nac^ 
. , fo ift «, = «,, folgtit^ «3 + «4 + ß, = a, + 
) aaiS) bem öor^in beroiefenen @a|e; ^ieraue fließt bie 
11$ %. 2, 4. 2ßenn bei einem bem Steife eingef^tiebenen 
agonaten bon bet Iten mH} bei 6ten, ton bei 2ten mäf 
Ber 3ten m^ ber 8ten, oon ber 4ten nati^ ber 9ten ©de 
ti ge^n, fo ge^t aui$ bie S^tagonale von bei 5ten nac^ 
buri^S Sentinm. 3iai$ ber angenommenen SBejeii^nnng 

= «1 / "8 = «3/ fOtflli«* «5 -f- «« + «J + "B + «f 

I- «i + o, H- «9 = 0. U. f. m. ffiJenn bei 2 ben. 

t propr. proj. 462. 
; pvopr. proj. 463, 

t in btn Ann.' de Math. 4 p. :8 ^ot bi(((n 6(fonbetn gaB ks 
itoxoB» m ettia^t scjosen. etrgl. eben §. 4, C. 



1 



leit^tn unb o^nlicten gigurtn. 45 

n tk bie Iten, 2teii, 31en Sden t>etbm= 
m ge^n, fo ge^t au(^ bie bie 4Ien @cfen 
itnira, 2)enn man ^ot bei äl&nlic^ev Sdt-' 
= 0, «5 + «, = 0, folglif* «7 = «3' 



en unb'd^nli^en Siguren. 

)er eine ®eite eitieö ©reiedö ABC j. ©. 
liegt ber btitte Mpmd C entmeber jur 
jer 3uf(l^autt, melier ben ^etimeter bes 
unb BD« ba nac^ C big A (nii^f entge' 
in bem erften gälte linlSum, in bem an= 
reiede ABC unb DEf betfelben ©bene 
bec entgegengefe^ten ©tnneS, je 
b, toelc^e ein 3n(^auet &ei ber 3urüil= 
D DEF xaa6)t 

gigur ein ^unrt einer anbern gigur fo 
iBC, ABD, ABE, . . xotXÖ^t Bon itoet 
Ben üStigen $uncten berfelben gigur ge« 
ben 3)veiecten ber aiibern gigur A'B'C, 
: na<$ gteii^ unb ä^nlic^ fi^^ u"^ ^<>^^> 
n einerlei ober entgegengefe^teni @inne, 
. mit A'&C Bott etuertei ober entgegen- 
lie giguren ABCDE . . nnb A'B-C'D'E' 
Ic übrigen I)reiecfe ber einen gigur finb 
r onbern gigur gfeici^ unb ätjnlii^, ACD 
', ACE unb A'CE", ADE nnb A'D'E', 
B'/yE', CDE UHb C'D'E', . . .*) 
lad^ten ^orauS' „ 

C, AD=A'D\ 
'A'D' — B'A'C, 
ACD ^ A'C-D' 
in, ba^ ACE ^ 
) baß BCD ^ 
DE ^ b'd-e: 

2 B'CD', BCE 
iffen, bflfe CDE 



fl ütev Ölei^^eit unb »((mli^teil 




Siede« «u^. $[aniinetnt. 

tung. Oc nac^bem ein $aai eiti 
fll^nlic^n giguren einerlei ©initei 
fo [inb es ttüe Sßaace uon entfpi 

iguren. 

imei 9lei(i^eii ©trerfen -iB, A'B' a 
n, giebl e8 einen $unct S, mit b 
Iireieife uon einerlei Sinn ttitbe 
■|$nitt6punrt bet greife RAA', RB, 
['B' ber ißei^e nai$ gteii^e ffiJlidet 
folglid^ ift SAB ^ SA'B' (§. ! 
= ß:SS' = ^BM-ß" (§. 4, 7). 
U' unb Bß' normot ^albiren, me 
rc^ :S ge^t aui$ bie ©erabe, nteld 
A'B' gebilbeten SBinfel« ialbixt, 
ilöftänbe ^f (§. 6, 7. 8). Sßjirb 1 
.ebre^t, bis SA mit 54' ober mit ber ■ 
S4' jufamnieitfättt, fc gefangt AB 
t A'B' ein ^araflelogromm, beffen ( 
Sern» 
, mit be 
^^s gengefeftt 
nnb Don 

B 

bie aniüt 
rabe s bi 

^albirent 

mn^^t \ 

AC nnb 
.f \ finb bie 3 

fnlic^ (§. 5, 3), b. ^. 4(7 = 4'C 
nun SB' üon * in |J gefi^nitten, i 
b B'D' normal ju s, bte ©eraben 
t> bie 3}reie(Ie 4BE unb 4'B'£' gleich nnb ä^nli($ {§. 5, 
; = B'E', ÄE = A'e: ^ugtei^ ^at man ED = AC,. 
B'D' = A'O, CD' = A'E" (§. fi, 1), folßti^ BD = 
= OD', ©a nun BDB'D' ein ^orallelograram ip (§. 6, 
bie äßitle fcwo^l Bon BB', al« auc^ Bon DD'. 3nbem 
len ©treäen CD, CD' Ben C'P fufctra^itt ober ju D'C 
mm nof^ CC = i>£»', unb bü^et aß = CD = CD", 




ben glcic^tn unb ä^nlit^en Stgimn. 

aßtrb bie gigut ABDC in i^rer gber- 
ttegf, 61« C mit C jufammenfäÖt, fo gi 
f^mmetrifi^e Sage ju ^ (§. 6, 12). 
ABA'B' ein ^Jjaraüelogramm ift, fo ij 
ed ^araUelogramm« unb bie ®erabe a n 
ein ^aralldogramm ift, fc ift S ein wm 
AßB'A', unb bie ©ernbc s ift bie §atb 
eingeft^tcffenen gtreifen«. 9ßenn .A n 
it bem ^unct Ad' iufaminen unb bie 6 
bon AB unb •d'i'' eingefc^loffenen SiJinE 

■ en unb äl&ntti^en ^ol^gouen uo 
unb A'B'C . . , flie6t e« einen fii^ fei 
bog S4BC . . unb SA'B'C . . gteic^i 
i ©inneS finb. 3ft uSmlic^ S bet Sßun( 
[ei(^e unb ä^ntici^e S^teiede bon einerlei 
■■ ben iBebinflungen ABS ^ 4'^'Ä, 4£ 
. . ^ Sd'ß'C . . (1). ' 
SA\ BSB', CSC , . . , AB'^A'B', AC 
:n ©töge finb (2), fo fc^neiben fi^ bie e( 
B ^'B', AC unb A'(?, . . auf bem ffireife 
ben Oeraben BA unb BA' , BC unb B' 
. f. f. SEeil ber ^unct S ücn ben entfjjt 
9 unb ß', C nnb C, . . berSRei^e noi^ 
e ©eraben, roet^e AA', BB', CC, . . n 
bet ^unct S oon ben entfprei^enben ©i 
A'C, BC unb £'C', . . ber Mei^e na* 
t ®etaben, njeli^e bie 91ebeniDinleI ber a 
fi'C ^olbiren, butd& Ä SBirb bae ^i 
I um S gebleut, bi« A4 mit SA' ober in 
tung bon SA' jufammentrifft, fo gelangt A 
. . , ober aba'b; aca'C, bcb'C, . . 
ren genieinfc()aftlic^e6 Seiitrutn S ift (§. 
die gegebenen ^ot^gone fo liegen, bog A. 
fo finb auc^ ACCA', BCCB; . . $or 
n AA', BB; CC. . . fuib pacnaet unb 
H ABC . . in bet SKii^fung AA', bis A i 
ABC . . mit A'B'C . . jur 3)edung,') 



ecld mit bsm Bon läiilft (1777) beti-ncfettten et 
itrop. 9 p. 154) iinb bm Bon aJiagnuS [ogti 
iifli. @tom. I p. 59), au( bie ©emertung, b 



SietteS 6u4. (ßtanimetdc 

gu jtDei gUit^en unb ä^nlit^en $pt^ 
lefetemSinn, ABC . . unb A'B'C . ., gie 
ibe®erabea, mit »eiltet bie entfprec^enben 

«nb A'C, BC unb S'C", . . »er ifiei^e 
ttikt bttben, unb von loel^er bie en^pxtäfa 
B B*, C unb C, . . ber ^eitfc mdl) eiitgeai 
kn. 3ft nömlic^ bte «Serabe s burc^ bie 3 

ber §albitenben beS SSinlelS AB^A'B' ge 

C//, . ., AT, B'G', an; . . nonnol ju», 

CllC'H', . . ^aratlelogromme, luotauS mi 
on 4^' BB' CC, . . auf bet ©eraben s 
FF= GG' = HH' u. f. f. ©itb biegigi 
Sbene bet ©etaben s entlang fortbeffiegt, iv 
fo gelangt A mit A', B mit B', C mit C, 

:n inSbefonbere bie gegebenen ^ol^gone \o ' 
len beö SJintels AB^A'B' normal ift, [o ^al 
c^e Soge ju bev ©etoben, melii^e AA' non 
te fw^ felbft entfpre^en.') 

©ie ßonftruction eines regulären nlSdÖ 
[ung ber (gbene in n gleite SBinfet ober ouf bie Stellung be« 
II n gleiche Sogen gegriinbet inerben. 23enn n gleiche wnb ä^«:= 
i()fd&en!elige iDreiede, beten ©ptfeen in bem geraeinji^oftlic^en 
iener Sajinlel liegen, bilben iufammen ein reguläre« nEd; ebenfo 
[e ©eignen biefet S9ogen ben Perimeter eine« regulären nScEö 
0- 

giebt aber oerf^iebene ätrten Don regulären n@iten, unb jvar 
)iet, ülä äö^ien Bor^onben [inb Heiner al8 n unb prim ju n 
cit^m. §. 13, 15). Um nämlid^ ein reguläres ^pl^gon ju er^ 
ann man bei einem tu n gleiche Sogen get^^eilten greife nid^t 
©e^nen öom Iten noc^ bem 2ten I^eilpunct, oom 2len nad^ 
1, . . jie^n, fonbern oui^ bom Iten not^ bem 3ten, oom 3ten 
I 5ten, . ., ober überhaupt bom llen nad) bem (l+'t)ten, bom 
n naäf bem (l+2it)ten, . ., Wobei biejenigen 3)^eilpuncte [id^ 



! (iatr ^lanpaur in i^m ffi6tne al3 SHt^ung um tfnen SejlimmtMi ^u«. 
1 iDtiben lann, acüiibtt [lä) eine SKettnitt, aJonttnUn ju Suroen ju jie^i. 
itrjl Sieecatlee®cb[au4 gemalt ^t. Stigl. S^aeUS ap. bist. p. m? 

e Sctabe s i|l einerlei mit bev ucn äNagnna (l e.) {ogenannttn „®i 
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ummern md} bein SDIofcul n biefefteu Kefte 
ju n ift, fo ^a6en bie n ^ai}len I, 1 + ifc, 
lai^ betn SDtDbul n Derfc^iebene 9!efte (3(Ilg. 
fällt erft bie {n-\-l)tt unter ben gejogenen, 
ammen. aSertoufctit man fc mit n — t, fo 
DU titlet ioerünbeit, tceil ju jtcei Sogen, bie 
t, gfett^e ®e^nen ge^Bren. @e giebt alfo 
löte ngcte, üte 3«^ten, bie ptim iu n (inb, 
-2) ober 4("— ')- i' nac^bem n getabe ober 
ijal^l buvc^ 2 bejeic^net, fo ^at man 

7 8 9 10 11 12 .. . 

3 2 3 2 5 2 .. . 
:6 jtreife« in n gleit^e S^^eiU ift bie £^ei^ 
S^^eiCe gegeben, menn n burc^ m tl^iljiai 
ie Jt^eilung be« ÄreifeS in 2», in, 8n, . . 
inbem man jeben bei gegebenen !£^eile i)ai= 
2:^eilungen bee jheifee in n g{ei(^e 2;^ei(e 
bie Stellung beffelben in mn gleite Sl^ite 

ift, »eil — — = "~"' irrebucibet. 

ifee in 6 gleiti^e Steile gef(^i(^t bnri$ 9lb= 
Seinen bem Mflbiuä gleit^ (inb. ffiine fotd^e 
n i^er Snbpuntte ein gleii^feitigeS !DreiedE, 

3, 1), unb beffen Sentriioinlel folglich ber 
et 6te I^eit bon 360" ift. 5)ie I^eilung 
^eite gefc^ie^t burc^ Ibt^eilung Bon iBogen, 
ten gotbnen äibfc^nitt beS dtabiuS gleich finb 

unb 5ten Z^tHt eines SreifeS ftnbet man 

fefl in n gleif^e Steile, ivenn n eine $rim= 
nentare gonftructicn (b. (f. mit §ütfe einer 
traben unb Steifen) im 9(IIgemeinen nic^t 
Dem gatle, baß jugleii^ n — 1 eine Sßoteni 



)« «jlen Sit unb bae jroeiie Süufei (^cntaatiiinni) 
It nntetfu^t lootben {ütvgl. Eucl. IV), bie flferigen 
ucn Samfianuä, im Uten Sa^r^- Den i&rab' 
n aiamuB, bann tiDnSt)i)>ler (bannonice mundi 
mm. Gott. 1769 p. 148 unb ^ointot 1S09 J, de 
3I. <SI)aeUe ap. bist. p. hi& b. Utbei^. »Tet- 
H» p. 65. 



fsuna eit^. $ianiin<tii<. 

i- «. för bie ^rimjaWen 3, 5, 17, 257, 
6 = 2*, 256 — 2', 65536 =• 2".') 

3eban regulären ^ot^Ö"" '' 

gefi^rieben aiib ein concentrtf^er 

ben werten. 3ft bie Seite AB = 

ber SBinlel CBA ^- DCB = .., 
^''trum beS ffirei^e« ABC, fo ift 1 

^BCM (§. 5, 2) b. ^. ber *Binl 

31un ift ber ffiinW CBA= DCl 

DCM, wnb ba« Dreied BCM ^ 

b. t. CM'^DM. aUfo ge^t ber 
. Die gleic&en Seinen ^ BC, CD, . . 
va Senttum M gleite «tflänbe (§. 6, 10) u 
en SreiS, ber bein ^ol^gon ABCD . . eiiip 

ienn in einem 2n(Sd ABC . . ^, B, C, . . bie 
C, . . A gleid^ unb a^nlic^ unb Von etneilei 
>a ein (Zentrum bon bet Slit, bag jebe b 
krabe ben ^erimetet beö ^ot^flonö in ®ege 
n jlDet gleiche unb äl^n(ic^ X^eile bon eil 
en ©egenpuncten enthaltene ©tverfe ift ein '. 
er ©iameter finb im Eenfrum oereint. 33ei 

flnb nac^ ber Sßoiauefetjung ntc^t nur gl ,, , 
eil bie ©intet BAAi unb-B,^i^ ^eic^ finb, alfo ift AB4,B, 
efogramm (§. 6, 3), beffen dentrum juglei^ ba6 ßentrum 
m8 ift. äJergt. §. 6, 1. 

in einem Sngct ABC . . A^BjC^ . . ^-BjG, . . bie Steile 
, A^B,C^ ..A^, A^B^C^ . . A ^WiO) nnbä^nlic^ nnb Bon einer« 
litb, fo ^ot ba8 ^ol^gcn ein EentrHm bon ber ärt, baf je 3 
tentrum aadf ber ^ertt^^erie gejcgene 9tabien, bie bie @bene 
e SEintct t^etlen, einanber glei^ finb unb bo8 ^ot^gon in 
unb ö^ntii^e 2:^eile Don einerlei ®inn jerfi^neiben. SBeit 
udfegiing AA, ^ ^^lA^ = A^A, fo ift AA^A^ ein reguläre^ 
Jft M ba« 6entrum be« bem S)reiec( AA,A^ umgeft^riebenen 



■■x B^f^ä W »IKn ©comttric ifl bon @aug 1796 tntbtät tuorbctt (Oisq. 
), Con ber lEoitBniction beS Hflulären ITCiIS Rubeln Stgenb 
trigoD. 110), ©ninert in Slügel'S matfe- SB. V p. 811, ©taul 
p. 251. ®ie I^tÜung iti ÄteiftS in 261 flleif^SljtiU 6« »ii^tl- 
nnttüluiitt. getmat'9 Sennut^uitg (niftt ©(^auptung) , baß 2" + 
^t fti, iDuin m ntebtniin eine ^pttnj von 2 ift, Ijal fic^ nic^t t 
tt Comm. Peteop. VI p. 104) Iwt ttmtrtt, bog 2"^ + I but* 6^ 
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^,, i^,^/^2, fjjtfii^ emanber gleid^ finb, 

= M^„ MABC . ,Ä^,MA^B^C^ . . Jj, 
Iii$ unb ton eiiteilei @tnn, fonbern eS 
WJ^i, 4^3/7^2 einaöber ^\t\^, bie 5Drei= 
i»ie bie ^ot^onc MF . . F,, MF^ . . F^, 
b ücn einerlei ®inn, wobei MF=:MF^ 

. ., An-iB^-i . . gteli^ unb ä§n[ii$ 
Aj, A2 . . An-i bie Igrfpuncte einefl re* 
^ol^gon ein (Scntrum son ber 9(tt, bog 
m g(et^e Sinlel t^ellen, einanbet gleich 
teic^e unb a^ntic^e 3:^el(e bon einerlei 



m einer (Seraben in jwei entgeßengeje^t 
eitt iDtrb, bie )u bec @eraben f^mme« 
itnmetrifd^, unb bie ©erabe eine äje 
ige Iireiect ift f^mmetrifc^, bie ben SBJin' 
t (eine S(ye. Sin SBierej, in bern jroei' 
I finb, ober in bem jmei gegenüberfies 
)id), bie beiben anbem gieic^ unb ntc^t 
imetrifi^; bie ©erabe, weit^e einen bon 
:1 l^albirt, ift bie 2lfe bes Sßieredö. Mt 
üxö} 3ufanintenfägung Don g(ei<$f^entei 
einfd&afttici^en Sje ju ©tanbe gebracht 

ir ai9 eine ät^e befi^en. @in iß^omlmö 
tiegenben Sintel ^albiren; ein iKectanaet 
rrliegenben Seiten normal l^atbiren; ein 
nffid ^at n 2lf en ; ein Ärei« ^nt unenb= 
leter beffelben ift eine SSje. 
jefiet, beren SBüintel ju 180" ba6 ratio« 



etitnim unb Slinmetcx finbft.fic^ tti Sl^jellD' 
l)at f^n SltlDtDit autgeflcdt im anfang bct 
x cbigen arten ^ot SuUt (Introd, II cap. ii) 

^ bl( in (6) 6(lva^t(ten gignten |i)mm(tti!*e 
m apDllDniuS iinfc gicwton (I.e.) unttr. 
Sl{e diaineter ortbogonalis genannt. 



ai% l : m i)at, toofcei l prlm gu m, fo befiel bic giflur 
Slfen, bte \iä) in einem ^uncte, ble ebene in 2m gteid&e 
bie giguT in 2in gleii^e unb ü^ntii^e ^tHe ((^neiben, con 
i folgende entgegengefegten ©inneä finb. £er gemetnfc^aft' 
)et Slfen ift ein Sentrnm »on ber Slrt, ba| Je m Mabien, 
e in m gleiche Sffiinlel t^eifen, einanbet gleii^ finb nnb bie 
;Ieic^e unb ä^nlit&e gtguren Bon einerlei ©inn gerfi^neibcn. 
@inb nömlit^, MA unb MB Stjen ber gigur, 
MB . . C unb MB . . A entgegengefttt fl'ei«^ 
unb a^nlii^, (o ift MB. .C ein aSeftonbt^eit 
ber gtgur, »eil MB eine äfe ifi, nnb MC 
eine älje berfelben, roeit MC mit MA f^m« 
metrif^ ju MB liegt nnb MA eine äfe ber 
gigur ift. etenfo f^tießt man, bof MD 
eine Sf e ift, menn MC . . D unb MC . . B 
t gleich unb ä^nlic^ ftub, u. f. xo. 9!a(^ ber SBotauafefeung 
itter ben SRabien MA, MB, MC, . . ber (_2m + l}te mit 
fammen; bo^er tljeiten biefe SRobien bieSbene in 2m gleiche 
(m + l)te MabinS bilbet mit bem ei-ften bie etfte Ije, 




[t^ff^nttt ctneS ffiinfel« mit parallelen. 
in man auf einem ©c^enlet eines äßlnfel« com ©(Reitet 
obt^Eilt, bie einonbet glei^ finb, unb burd^ bie a:^eil= 
iele ©erabe iie^t, bie ben anbern ©e^enlel fd^neiben, fo er= 
f bem anbern @$ente( eben fo oiel ©treden, bie einanber 
nb bie poraüelen ©trecfen oom ©c^eitel au8 gejal^lt, Der« 
er Steige nac^ loie bie natürlicffen 3a^len. ©inb AB, BG, 
CD einanber gfeic^ , «iib BB', CO, 
00- tjaraflel, fo finb AB', B'C, Ciy 
einanber gtei^ nnb 

BB' : CC : Dl^ = 1:2:3 
SewetS. 3ie§£ man B'E, CF 
parallel mit AB, fo ift B'E = BC, 
C'F=CD, al« gegenfibertiegenbe ©ei= 
ten Bon ^aroDetogtamBien (§. 6, U, 
a\\o finb AB, B'E, CF einont r 
et finb bie lEJinlet BAB' = EB'C = FCD', unb AB 5 
= CD'F, ml\ l^re ©d&entei ber ißet^e noc^ paraüet fi o 




mi SBintels mit ^arntteten. 
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t man, ba§ big Dreiede ABB'. B'EC, 
t. ^. ^S' = B'O = CD', £B' = 
= B&, DF = CG, otö gegenübet* 
mmen, fofglic^ CtT' - 2ßB', fli)' =- 




laiftab*) ju conftruiren , t^eitt man 
:« tleinen Sintele Dom ©c^eitel tiRutts 




B. ©treffen Bon 3, 13,23,.., 
n parallele torflnbet, u. f. xo. 

inlete werben »on 2 ^oraüden fo gc' 
einen ©^entcfö ju etnanbet ber ffiei^e 
Ifc&en benfetten gßotaüelen entgoltenen 
S)ie ^Parallelen Ber^allen fi($ jn ein- 
uf einem fj-i 

Jen ¥«• « 

le {Eud. ^ 

Itl, fo Ift 
' : AO, 




i 3nPnimtntB N eotnmef jn Eti»)jiB um Ht 
nii^ Tyoho de Brshe epist. astron. p. 62. 



SBietttS ißad}. ipianimitti 

• i«. 33et mtt Ziftii »Ott AB i[t 
r ttie^T atö nina( unb loenign al< 
C^eil Von ^£ auf AC ddh ^ au< 

ble ür^eil)]iincte @erabe gie^t, i 
stiegt mon (1), bag B'C ben mti 
mal enthält, obei mel^r als nntat t 
t SB' bie mte Ißaraflete Im Sit 

+ »)te, ober grüßet aU bie (m 
I- l)te. a)al&et »erhalten (tc^ ent 
' : AC bei Meil&e no^ roie m : i 
+ n; ober eS ift jußleii^ 

n : m <BC : AB <n 
n ; m < B'C i AB' <C » 

n + n : m <: AC : AB < w. 
^ + « : m < CC : Bß' < m 
reitjuttflen gelten für ein beliebig i 
tniffe BC : AB unb B'C : AB' 
einanbet glei^ (Älgebro §. 1, 2] 
jnbung. Um bie ©ttetfe AB i 
en in M, ober aulen in M' ju t 

MBU" "*ff* ^^ '• ^^ 

I..--J .,--' benen ®ert^ §aS 
^^■^i^f ©ttedeii, beren SBer^ättniß ben gegebenen 

^^^Cj SBert^ ^at, sie^e in beliebifler fftic^tiing AC 

3\_ gleich ber etften ©trede, unb in berfelben 

Slid^tung CD ober in ber entgegengefe^ten 
1D' gtei^ ber jWeiten ©trede. SHac^t man CM parallel mit 
(jaraöel mit I^B, fo erhalten We ffier^üttniffe ^Jtf : MB unb 
" ben gegebenen 2Bert^. 

Säienn man in bem ^aratfetogramm ABCD 

r butc() ö eine ©erabe jie^t, »etc^e bie Seite 

^.^^'^y AB \a. E, bie Diagonafe AC in F (i^neibet, 

/ fo berljatten fii$ bie I^eile AF : J'C auf bem 

-* einem ©d^enlel beS SinfetS F, n>ie bie %\t'&t 
EF : i*"© auf bem anbetn, unb Wie bie ^a 
; DC b. l. toie AE : AB. «ffienn AE : EB = i : n, 
Ü = 1 : n + 1. 
bem 3)reierf ABC baa ^ßatoöelogramm PQSS eingefci^tt 
fpa, beffen @ette FQ. ouf AB liegt, ju QR ein gegebem 



n tint» aSittttt« tttit VnaKtttn. 
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einen geaebenen aBinlel einf^Itegt, fo jle^e 
geßeSenen SSinlel bltbd, EC poroüet <nt* 
ing, »aß EC : CD ben 
etabe ÄE fc^neibet SC 
SP : CD ben SBett^ 
BS : EC=-=SP : CD 
3ie^t man EC pataM 
fl, u. f. ID., fo txWi 
:ümm,.ba8 ben gor» 



nan: ffienn A, B, C itnb A, B', C auf 
ja§ AB : BC = AB' ; B'C, fo ftnb bfe 
SBötbe .45' ton ber ®evaben, loefc^e mit 
f ge^t, in D' gef^nitten, fo wäre AB : BC 
: BC öon AB' : B'C öerfi^ieben , gegen 

Et ©etaben liegen, BB' unb CC paxaM 
, baß BB' : CC = AB : AC, fo liegen 
taben. aSütbe CC »on bet (Seroben AB' 
B- : CE'= AB : AC, folgti^ BB" : CC 
gen bie SJorauefe^ung. 
erobe, toetd^e bie SlKitten »on iroet Seiten 
mit ber biitten ®eite paxaM unb ^atb fo 
1 bon BC, CA fiub, fo ^ot mon CE : EB 
unb AB (joratlel, unb iH)or EF : BA = 

1 eine« aSieredS Pnb bie ©ipuncte eine« 
;, E'. F, J", G, g; bie JDIitten »on BC, 
fo finb OE unb ^ 

l^alb fo grog, 
ßaiaUelogramm. 
ber ©eiten im 
;ramm efe'F', 
^aratletogtamm 
mme, bcren iäd= 
\ Bon ben SSier« 

n ©Aftern »on 4 Runden gehören (§. 1, 8), 
ie SWitte Bon GO' ift juglei^ bie aRitte 




56 ■ SitrteS «u^. Planimetrie. 

aSJenn bie ©trafen AS wnb AC, icefd^e einen 

Slnfang ^oBen, nad& bem ©«^äUnig m : n get^eUf fin 

©tteilen »on ben SE^eitpuncten nad& ben gegen iifieiliege 

etnanber nai^ bem ä^er^äüi 

©enn unter ber SßotauSfefeu 

AE % EC =^ m: n [inb B 
aüel unb 0£ : SC = » 
SKUK tft DE:BC==DF: 
r alfo ^al&en auc^ biefe le^teter 
'SBert^ m : 7« + n, 
^nSbefonbere tteilen bie ®etaben ava ben Snitten 
25reierf« na^ ben gegenü^erttegenben edpuncten ein 
äSer^Unig I : 2, unb ge^en bee^(t(6 bur$ einen $uui 
tiunct gtet<$et 3Raffen, bie in ben @ct4)uncten fi4 b 
Dreietfspäd^e.') 

4. 9Benn jfflel ©etobe Bon 3 ^ataBelen gef^ni 
»erhalten fi$ bie abft^nitte ber einen ®erab«n ju eii 
vaiS), nie bie gmifd^en ben 
ent^ottenen 3[&[(^nitte ber 
Serben bie ®eroben t>on t 
A unb A', B unb B', C ui 
unb ift D ber Ijur^fd^nitt i 
fo oer^alten fii$ fowo^t AI 
üu* A'B' : B'C : A'C, »ii 
(2), atfo 

4B ; SC : ^C = ^'S' 

(Sine ©leic^ung jntifd^e 

. erhält man au@ ben ®tei(^i 




Bö : 



AC 



DB' 



B'C 



AA' - 



' A'C 

©et ber angenommenen gotge ber $«n(te A, B, C i) 
BD unb CC, DB' unb ^^' ijaarweife einerlei ißic^t 
AA' unb CC einerlei 9iit(>tung ^oben, fo Ratten au 
eineilei Stiftung unb man finbet bur($ ^bbition 
BB/ ßC , 



-2c'^' + 



^C 



CC 



*) Si^iniibee iao^^omxh ij xivifa ßai/mi 



'S>tttä)^äluM tmti aßititets mit ^xaMtn. 
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DD' ■ 



BB' = BC , AA' -\- AB . CO*) 
1 AÄ', BB', CG nte^t einetfei SRt^tung fabelt, fo 
Sufitrartton ble jiDtfi^eii benfetbe« Ibeffel^ettfce ©lei- 
wafiele negattD ift, teren JRi^tung bet 9emein(i^aft= 
Itd^en Stic^tung ber beibeti anberen entgegengefegt ift. 

Senn j. 39. D bie iKitte »on 4ß, unb ^oradeten but^ A, B, D, 
Bon einet ©traben in A', B', D' gefd^nitten loerben, fo ift 
AA' + BB' 
2 
bo« nrtl^metifc^e SOtittri öon .44' unb £B'. 

©enn E ber ©^meriJunct bes Dteieda ^ISC ift , fo ^at man bei 
analogec (Sonftruction 

3 ~ 3 

b. ^. ber ?l6ftanb be8 ©^toerpunct« eine« 
Tireiflia ton einer ©eraben ift ba8 otit^meti' 
fc^e Üßittel jwifd^en ben Slbftänben ber @dpuncte 
»on berfetben ©etoben.*') Sßenn bie ®etabe 
A'B'O ben ©^roerjjmict enthält, fo ift bie^ 
Summe ber parallelen null, eine ber iSumme 
ber beiben anbern entgegengefe^t gteic^. SBenn 
man bie <ParatteIen ber A'B'C jic^t unb mit 
bet ®etoben EE' fi^netbet, fo finbet man 

EfÄ' + E'ß' + E-C = 

5. Umgele^it fd^Uegt man loie oben (3): SBenn A, B, C unb 
A', B', C auf je einer ©eraben fo liegen, bafe AB; BC = A'B' : B'a, 
unb AA', BB' pataUef finb, fo ift au^ CC mit A4', BB' paraUel. 

SEßenn A, B, C auf einer ©eraben ^ 

in bet angegebenen Orbnung liegen, unb 
AA', BB', CC potaM unb fo grofe 
finb, bag fie ber ©leit^ung 

AC .BB- = BC.AA' ^ AB . CC 
genügen, fo liegen A', B', C ouf einer 
(Setaben. 

9lnwenbung. 3)ie 3ßitten bet 3 
agonalen, metti^e ju einem Softem 





*) C'^uilier polygen, p. 44. 

") 3)ee(Nilb %<A iSaTnot (getan, de pos. 269) btn ^^mtüfiunct »oii funcKit 
lEenliutn ^tx mittUcn a&jiünbc aenaniit. 
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Bon 4 ©etaben fle^ören, liegen auf ^inet ©erol 
EG bie ^agonttlen bec tton ben ©eraben AB, 
beten Sßierede, unb jte^t man CS mit DA pa.\ 

GA = Gff'^ AB = SB 

folgte buic^ 31bbitton 

OB . SC = GS .AD + SB 

SBejei^net man burc^ M, N, bie SKitten toi 
jie^t but^ M, N, ^aroüelen mit HC, toet^e 
n; 0' fd&neiben, fo finb M', N', O' bie aRitten 
unb man ^at 

GB = 20M, GH == 20N, HB 
SC = 2iWV', AD = 2MM', AE 
bemnac^ 

OM . NN' = ON . MM' + NM 

Sufoige biefer ©leii^ung liegen M', N', & auf f 

Sei einem Softem pon 4 Runden A, B, 

BC in E gefi^nitten, BD Ben CA in F, CD »oi 

gen bie Sßitten Don 

AB, CD, EF 
BC, AD, FG 
CA, BD, GE 
auf le einer ©etoben. 2)iefe 3 ®eraben aber ge^r 

6 I. Jjie ©eraben, nieft^e in «nem ^e 

beffen 5Webentoinfel Ijal&iren, t^eilen bie gegennb 

imb äugen nac^ bem Ser^ältnig bei ben 3Bin(e( eiufc^Ueßenben Seiten.'^*) 
Sera ei 8. aSie ^atWrenben 
beS Süntete C unb feined 'Sicbttf 
tointele fd^neiben AB innen in D 
außen in E. sjie^t man BF unb 
BG pataM mit CD unb CE, \o 
fmb \mof)i bie minttl CFB unb 
/■ÄC gtetc^, lueil ^ie ben gleid^en 
Rinteln ACD unb DCB gteif^ 

•) SlMfe eigtrif^ft befl «itrerfe if» Mn ©aug 1810 fcemttll TOotbtn (B. 3. ' 
monati Sonefp. 2ä p. ns). »tmtift bauen flnbtt mon ®«g. Ann. I p. 31 
?BotiC(Ut propr. pioj, 164, ftunjt ©com. p, 200, unb atibtttofitie. <&\nt t 
lEntli^e SerootMiänbiaunB be« o6iatn ©«6(8 S«t «obenmiUti: aw^tn. «« 
iinlfn Xnawi. §. 7, II. 

••) EqcL vi, 3, «aänil Bon ¥f(etbtrtr (apuBoniuS 'ebene Oerter egn ■■ 
©imtcn öberf. Wii SameKt 1796 p. 217). Sit Söeilnnfl etnet ©tirft innen i 
flugen na* btm[elbtn »et^SItniß Wlfi* «'"« X^ung betftfetn in pnniortionatt © 




S. 3)Di(6f4nilt eine« EQJtntde mit ^araOcUn. 

JCunb CBG, weil (ie ben gleiten mntt 
inb. 5Da^et ftnb CF unb GC ber Seite £ 

AD : DB = ÄC : CF 
ÄE : BE = AO : GO 

ID : DB = AE : BE = AC : BG 
^ilie^t man: SBenn D bie ©eite AB fo if)i 
■ : SC, fo ^falUtt CD ben SBintei ACB ob( 
iM^bem O bon AB eingefd^Ioffen ift obev ni 

ben SBinfel, fo toäre AH : HB ^ AC: Bi 
C : BC Berf^ieben, gefleti bie SBorouSfeßMng 
lunct, beffen Stfcftänbe Bon jmei flegebenen ^u 
ittß Mafien, liegt auf bem Äreie, ber bie © 
innen unb augtn nac^ bem gegebenen 3Jet^äl 
©inb A unb B bie gegebenen ^uncte, D m 

gefuc^ten ^uncten, weld^e auf ber ©eraben 
einer unter ben übrigen [gefüllten ^ßuncten 
BE, AC : BC bem gegebenen Ser^ältaif 
ACB unb fein 5RebenlDinIet Bon CD unb Cl 
Jinlel DCE tei$t, unb C liegt auf bem Ätei 
Hb E finb (§. 4, 3). SSJenn bae gegebene SC 
, fo ift D bie SDIitte »on AB, E unenbli^ 
tet« eine ©erobe (§. 6, 7). 
»liefet man: SBenn AD:DS = AE: BE \a 
beffen (Segenijunrte D unb E finb, fo ift G 
1xt6ii, folgli^ AC:BC=AD: DB. @e ( 
r Sage, bag i^ie 3lbftänbe »on 3 gegebenen 
iffe ^aben. iDiefe ^uncte finb 3 beftimmfei 
I ni^t real ober bereint fein. ©. Sirigonom. 
inece Sßinlel eines !3^reiede ^at bie längere $< 
ilbirenbe beö Keinem 9BintelS C, BG bie $ 
tel« B, toenn FB unb EC parallel mit CD 

CF= BC=T=' BE, FB > EC (§. 5, 5), ' 

Q. de poB. 226), ob» bcfler eine ^attnonif«^« S:^« 
AB : AB — AD = ÄE : AD, t. \). AB ^% 1 
luib A£ Ifl {aigttra §. I, 9). 2)ic %amx. A, B \ 
UiKtc IM^ Sfiiant^sn lignes dn 2. oidre 1817. V 
iit juttfl bon 914)oItontue im 2ten IBiid) bit „ebtm 
: Safi^uS in bei Siuleitung )uin Tttn S3utb fetnei % 
rfli. apottoniuS efient Oettec »on ©imfon, Ü6etf, »o 
astee apet^n bist. p. 620 b. Udbctj. 
Stiel gwnlfuit a. 3H. 1871. ßergl. ©runett an^ib 1 



EGitrtee Suc&, ^lanimetrit. 

•AF, BG : EG =. AB : AE 



)ein.oii jlDci ßegetene ®erobe 

iftimmten ©eraben, bie buii$ 
len ©eroben flehen.*) 

meinf(^aftlicl^en $unct b( 

®eraben 4ß unb CD bie ö 

iinb OF, wetf^e bie gegebene 

unb bae gegebene Sßei^ältnig 

mon ferner buri^ E unb F bi 

ber gegebeuen ®eraben, bie ftc^ 

ben, }ie^t man bann bie ®tre 

GJ m bie ©eraben AB unb 

mit OE unb OF, \o ift G 

gegebene 3Ser^äUnt§, tteU C 

GJ = FO afö gegeniiberliei 

Bon ^aratlelogrammcn. 3ft n 

ein ^unct bev ©eraben OG, i 

KM paxaM mit OE, OF fo 
OK : OG ^ KM : GJ (2) 

OJ. 
", beren ^uncfe biefetbe ffiigen( 

OG, Wirb gefunben, wenn m 

IS OF, u. f. w. 

, CD ^)araüct, unb aus bera 5 

inb, fo ti^nnen aus allen $uni 

raben, wetd^e mit AB p< 

G ge^t, ©tretfeii Den be 

tung unb oon bemfetben 

"■" gejogen loerben. Ss gie' 

- eine anbete ®ecabe, berei 

angezeigte (£igenfc^aft beft 

_ g man GK entgegcngefeftt 

Hub ite^f bie ©erabe H£ 

iufl) bei titata Oirttt. Setot. Ssu.^.^^. «w»- 
dfl p. 77. $lie a^eituna ttS BinW« ZWÄ bui* 
^aimoiiifi^t genannt. S>k 'ipamAB, CD unb 



i^^cit bti SlS^cn bon $aTi)tEcli>STatnineit unb Ülreieden. gl 

unb eut^ J' bie ©erabe, wedj&e mit QK ))arattet ift 

[t^neibet, fo (at man 

S'/f : G// = ev : Gä: = G'J' : JG 

J' = 6H : JQ, anb e6 lönnen audSi au8 aßen $untten 

e mit ^S (jfltaüel burd^ Q' ge^t, ©ttetfen oon ber* 

inb Don bemfelben aSet^ältiiiß gejogen »erben. 

tttraufjt 4 ¥uncte von fold^et Sage, bag i^re ätbftänbe 

©traben gegebene SBer^älfniffe ^aben. 3eber bon bie» 

3 beftimmien @eraben gemein, neli^e bie SSiintel ber 

in t^etlen. ajergC. §. 6, 8. 

t^tjett bet Stächen Don $atalUIo: 
grommen unb Dteietfcn. 

nrte, ntetc^« bon einet gegebenen ®eraben gleii^e 916= 
gen auf einet @eraben, bie mit bei gegebenen ©eiaben 
bie 3iorma(en einer ©eraben paraMet (inb (§. 2, 7. 
)em Stbftonb ))ara(leler ©eraben (©reite beö 
^t man ben Sfbftanb eines belitttigen ^uncte« ber einen 
•X anbern. ^He eine« ^arallelogrammd ^etgt 
c Seite oon ber parallelen Seite, bie man nl« ©afiö 
c eine« I)reiefi« ^ei^t ber Slbftanb ber ®))[§e Don 
etrai^teten €eite, SUenn ^araßelogromme ober !Drei> 
5ö^e flnb, unb i^te ©afen auf einer ©eraben liegen, 

fo liegen bie gegenüberliegenben Seiten ober bie ®))l^en auf einer ©c 

raben, bie mit bet eiften ©eraben parallel ift. 

2. 9Benn jroei ^arallelogrorame CDreiede) gleite ©afen unb 
gteid&c J0iS^en ^oben, fo finb fie gteid^ b. ^. fie ^ben gfeii^e glätten, 
ä- ©. ABGD unb ABEF, ABC unb ABE.*) 

©ettei«. 'Die ©reiede CBE unb DAF ■», eji_ 

fiub gleich unb ü^nti* , Well CB = DA, 
BE= AF unb ber SJintef CBE = DAF 
(§. 5, 1). a)ur(i^ ©ubtracticn ber gleichen 
gfac^n CBE nnb DAF bon ber glätte 
ABSD erhält man bie gleii^en glücken 

■ff, OG' ^ißen ^nimontMUn (?«t'ie sect. ooniques I p. 5) ob« frarmontt*, 
■iscean harmoiiique (SiUn^ou a. a. O.)- 

" "-cl. I, 35—42. aßan tonn ättet ¥oIl)9on( hon gleii^en glasen but* 



62 , Sßi«te8 IBu*. Planimetrie. 

ilBCÖ unb ÄBEF. SMe Slteietfe ABC unfe AB. 
ä)m atd ^ätften ber gleichen ^atadelogramme 

(§. 6, 1). 

Sßenn jloei ^Satoßetoßtantme ober 'Dreiede gli 
gtet<$e ^B^n ^ahza, \q ^aben fic unglei^e %\ä^tx 
eden, meiere jtoei ©eiten öcit flegebenen Sängen ^ttb( 
giB^te, in iDetc^eni biefe Seiten einen regten äStntel 
jtDei ^aiaUelosramme ober IDieiecEe gleiche i^Iöc^n 
^aben, fo ^aben fie g(eid^e ^ö^en, u. f, ffl. 

S>it ©Itt^dtit ber 3)Tcie(fe ABC unb .il££ tann au(^ 
Werten, inbcm man buvc^ Ä, B, C, E bie SUormalen ju btt S 
B.4CE jielit. Sicfe Semerlung iß im »Itertlmm gemalt i 
ap. biet. p. 503 b. Uebeif. 




3. Sin SßieTett tann auf t 
ein üDreied Bon gleichet %W^ 
j. SQ. ABCD = ABE, Wenn 1 
len mit .^C, roefi^e butc^ D g 
njitb. SDenn bk 3>ceiede ^C 

. gteic^e Sofen unb gleite $iS^n, 

^ * c^en. €ln giinfei lann in ein 

gtöf^e, ein ^ol^gon in ein S^reiect ton glei^ev 
»erben. 

T SßJenn bet SSSinfel 

QÜelen BF unb GD 

(o i[t boö Sreied A 

DGB = DQF. Um 

fttuiren, beffen glöi^ 

~^ SDteiede ABC unb j 

CD tfltoUel mit -45 

mit BF. S)ann ift ^ßC = ABD = AGF, AEl 

U. f. ro. 




4. öin einem fireife umflef^rtetene« ^ot^go 
gleii^, beffen ißafiS bem Perimeter be« SßcI^gonS n 
Mabiuö be9 eingefc^riebenen Steifes gleid^ ift. iDei 
gon erfc&eiitt al6 Summe bev IDreiede, welche bie 
bcm ßentrura beS fireifeS (@pi§e) bilben ; biefe 33i 
c&er §B^e unb njerben obbitt, inbem man i^re 83 
finb ©reiede Bon entgegengefe^tem ©inn (§. 7, 1) i 
ben entgegengefe^ten 3^'<$^t> V^ nehmen. 

!X)ie ^eiSfläc^e ift einem iXireied gleid^, beffeu 9 



it ^atalitlosftammtn unb S)rtie(teit. 
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bem SRabiu« gtetd^ ift.*) 'Denn bie gtä^e eine« 
^itebenen ^ol^gonS unteift^eibet fii$ eon ber jtieie= 
,er, in je me^r *lJuncten fein ^erimeler ben firei« be> 
: be0 ^ol^gonö ift son ber glä^e bee Steife« nit^t 
(ein Perimeter ben Äreiß in aüen ^uncten berührt 
je äufmnntenfällt. 3n bet SE^at ift baS angegebene 

ein bem jheife eingefc^iiebenes Tegutored ^oll^gon; 
enj jwifc^en bei ^ei6^äi$e unb bem angegebenen 
8 bte ©iffetenj stotfd^en bev Sreiflf(ä(^e unb bem ^o* 
: ate ein SRedangel, beffen Sänge ber Perimeter be8 

Äteifeß, unb beffen iöreite bie beliebig Heine 33iffe* 
iRabiue unb bem Slbftanb einet ©eite bee ^ol^gonS 

@lne @iB|e aber, bie Iteinet ift, al6 eine beliebig 

bon SRull nid^t »etft^tieben fein. 
. Setrat^tung finbet inati, bo| ein SteiSfeetou einem 
beffen iÖafi« bem Segen unb beffen §i}^e bem SRa- 



tOuabiat einer ©trede verfielt man einJOua^ 
bet ©trede g(eii$ iß. Untet bem 9Ieetangel anfl 
etfte^t man ein 91ectangel, in toett^em {roei fotgeube 
en ©ttecten gteid^ finb. 

iin te^ttuinleligeä 3)reied but(^ bie Slormale 
i regten SBinleW jur §^i)otenufe t^ettt, fo ift 
einer gat^ete glei^ bem Sledangel au8 ber ^ifpotf 
nufe unb bem ber Sat^ete anliegenben älbfi^nitt beifelben; 

bae Onabrat bet $9f)otenufe gleii!^ ber ©nrnme ber Ouabtate 
bet (iat^ten; 

fca« Quabrat ber Slormale gtet^ bem SRed» 
anget au« ben Mbfc^nitten ber ^^otenufe.") j 

©eweie. 2)aä Ouabrat ber gaf^ete 
AC ift an gläc^e 2mal fo groß ttlB baS ©teied 
FAB, boe mit i^m gleiche ©afi« unb ^B§e l^at. 
S3a8 SRedangel ABGfD au« ber $^))otenufe 
AB unb bem an AC Itegenben ©tüd AD bet 
ufe ift 2mfll fo gto6 als ba« SDreied 
', boö mit i^m gleiche Safi« unb §% 
9inn finb bie ©reiede FAB, äSC an 




*) aic^iinibce CycloDL 1. 

*) Eacl. I, 47. U, 14 unb X, 33 lenima 1. Stitfa ©oft witb Uon Bttert 6tr 

^tft^dflo reifet St^rjaft ioiamt. 
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SStcrte« 8tt4f. Planimetrie. 




9Bcnn bie ©tredcn AB unb AC, tocld^e einen aemetnftj^aftüd^en 
änfang l^aben, nad^ bem 5Ber]^5ttntt m : n get^cilt finb, fo t^eiten bie 
©tteden t)ott ben JEl^cilpnncten nad^ ben gegenübcrßegenben Snbpuncten 

einonber nad^ bem SSerl^attniß m : w + n. 
Denn unter ber ffiorau^fefeung AD : DB^= 
AE i EC =^ m: n finb DE unb BC j>ar* 
aöel unb Z)£ : BC = m : m + n (2). 
gtutt tft DE : BC = DF : FC= EF : FE, 
B atfo l^aben aud^ biefe festeren SBerl^ältniffe ben 

3n«befonbere Ü^eilen bie ®eraben auö ben SKitten ber ©eiten eine« 
IDreieäd nad^ ben gegenäbertiegenben (Sdfpuncten einanber nad^ bem 
aSerl^äÖnlß I : % unb gelten beel^atb burd^ einen $unct, benSd^toer»* 
t)unct gteid^er SWaffen, bie in ben ©dfpuncten fid& befinben, unb ber 
iDreiedt^päd^e.*) 

L SBenn jtoei ®erabe üon 3 parallelen gefd^nitten »erben, fo 
t)erl^alten fid^ bie äbfd&nitte ber einen ®eraben gu einanber ber 9teil^e 

nad^, toie bie jtoifd^en benfetben ^araßeten 
entl^attenen 3[bfd&nitte ber anbern ©eraben. 
©erben bie ®erabcn bon ben parallelen in 
A unb A*, B unb B*, C unb C* gefd^nitten, 
unb ift D ber ©urc^fd^nitt öcn AC mit BB\ 
fo oerl&aöen fid^ fott)o]&I AB : BC i AC, aW 
aud& A'B* : B'C" : A'C% tt)ie AD : DO i A(? 
(2), alfo 
AB : BC : AC= A*B' : i^'C : A'C* 
Sine ®(eid^ung jtt)ifd^en ben ^araüeten 
erl^ält man m^ ben ®leidS|ungen 

AB 

©ei ber angenommenen gotge ber ^uncte A, B, C l&abeu bie ©tredten 
BD unb ca, DB' unb ^^' j)aarmcife einerlei aiid^tung. SBenn nun 
AA' unb CG einerlei JRi^tung ^aben, fo l^aben aud^ BD unb DB' 
einerlei 9iid^tung unb man finbet burd^ Slbbition 

BB' = — AA'^— CO* 
"^ AC^ +AC^^ 





*) Är^imcbe« iocQ^onixä ^ x^vtqa ßa^div. 



■Eir. 



[^f^nitt eines SQintele mit VaiaOelen. 
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' =^ BC . AA' -{- AB . Cd") 
i', BB', CG nit^t einettel SRld^tung ^aben, fo 
Mctton bie jiDifc^n benfeften fieftc^enbe ©lei- 
de negotiB ift, beten SRii^tunfl ber gemeinft^aft» 
n anbeten entgegengefegt ift. 
3JKtte Bon AB, nnb ^arotteten burc^ A, B, D, 
V, B", ly gefd^tiitten »eiben, fo ift 
^„^AA' + BB- 

Bon AA' unb B^. 

eipunct be« SJteied« ABC ift , fo ^lat man bei 




AA'-^Bff + Ca 

3 
®(!^li)ert)unctd eines 
ben ift baä atit^oteti' 
Sbftänben bet Sdpnncte 
') lEJenn bie ©eiabe 
:t enthält, fo ift bie 
nuU, eine bet Summe 
engefe^t gleic^. äßenn 
A'B'C jiel&t nnb mit 
>et, fo ftnbet man 
!' 4- EB' + EG = 



e§t man wie oben (3): Üöenn A, B, C unb 

eiaben fo liegen, bog AB: BG = A'B' : B'O, 

Inb, fo Ift oud& CC mit Ad', BB'paxaM. 

f einer ®etabeu 

lung (iegen, unb 

d unb fo ( 

$ung 

• -\^ AB . c<y 

5', C auf einer 

te ÜRttten bei 3 
einem Softem i 




. p. 44. 

t (geom. de pos. 269) btn @4W(t)iunct b 

n CfcflJinbt genannt. 



5S SietteS tSQd^. Vianünttnt. 

BOM 4 ©eruben ße^öten. Hegen auf yner ©eraben.') 
£<? bte ^agonalen ber Don ben @eraben ^£, BC, 
beten Sßieretfe, unb jle^it man GH mit ö^ parallef, f 

GA=GH^ AB = HB§, 

.bbition 

OB . HC = OH .AD + HB . AE 
bur(^ J(/, iV^, bie Sßitten bon AB. 
N, ^ütaUeten mit HC, roetc^e BD, ä 
I, fo finb M', N', 0' bie SKttten öon BL 

= WM, GH =- 20N, HB == 2J 
= 2AW, ^Ö = 2Jtßa', AE = 2C 

)jtf . NN' = ON . MM' + NM . 00" . 
Sleic^ung Hegen M', N', & auf einer <B 
@9ftem bon 4 Runden A, B, C, D, 
itten, BD Bon CA in F, CD »on .äß ii 
Don 

AB, CD, EP 

BC, AD, FG 

CA, BD, ÖE 
:aben. !t)iefe 3 ©eraben aBer ge^en buid^ t 

©etaben, wet^e in einem ®reied ein 
lel ijatbiien , teilen bie gegenüberHegen 
bem 3Jer^ätfni6 ber ben SBinfe( einfri^Hc^e 
®eniei3. I 
beö ffiinlel? C iinb lemes 'jieDen- 
Vinfete fc^neiben AB innen in J> 
oufeen in E. 3teljt man BF unb 
ßO ijaraOet mit CD nnb CE, fo 
finb folDO^l bie ®in(el CFB unb 
FßC gtei^, meil fie ben gleii^en 
aSinletn ACD unb DC5 gleii* 

if^ft b(S aSittttfe in bon Saug 1810 bcmtrlc »nbcn (u. 3a4 
2 p. 115). SScweifc bovon finbd man ©ctg. Ann. I p. 311, 
proj. 164, fiunjt @eom. u. 200, unb anbemfitts. ßme lue- 
ibigung be« obigen @a^ce ftol eubenmttlet a<3<6tn. äßetgl. 

3, «aSnjt oon ¥fl(tb(r(r (SlBoHomu« ebene Oerter Bon M. 
Samnei 1796 5. 217). Sie Sfreilnna einet ®trede innen unb 
tn Ser^ailniß ^f\% eine I^eitung betjüten in propottionnit ®eg. 




ftnrlt einte !mint(IB mit Garantien. 59 

CSG, meil fie ben gleii^en SBinfefn ECF 
il^er finb CF unb GC ber ©eile BC gteic^. 

: OB = ^C : CF 
; BB = ^0 • eC7 

= AE : SE = AC : BC 
n: Sfflenn U bie Seite AB \o t^dlt, bü| 

§a(6irt CJ5 ben aßtntel ACB ober beffen 
> bot) AB eingefd^Ioffen tft ober nfc^t. ®t* 
M, fo tBäre AH : HB = AC : BC, fotgttd^ 
jerf^ieben, gegen bie SScuauäfe^ung. 

[en Sltftänbe Bon jioei gegebenen ^uneten ein 
t, liegt auf bem Äreie, bei bie @tiede ber 
b äugen nac^ bem gegebenen ä^ei^üttnig noi< 
unb B bie gegebenen ^uncte, D iinb E bie* 

1 5puncten, meldte auf ber ©etaben AB lie« 
tet ben übrigen [gefuct>ten ^uncten, mit^iin 
:; : BC bem gegebenen Ser^ÖItntf glelii^, fo 
B [ein 9Je6entDin!eI Don CD unb CE l^albirt. 
7£ te^t, unb C liegt auf bem Steie, beffen 
b (§. 4, 3). ffiSenn bas gegebene SBet^üItniß 
3 bie JKitte öon AB, E unenblid^ fern, bet 
®erabe {§. 6, 7). 

n: aßenn AD:DB = AE\ BE unb C auf 
ißen)>uncte Z> unb E finb, fo Ift GC= CF 
Igli^ 4C': BC=AD: DB. ©8 giebt jloei 
baß i^re Slbftänbe oon 3 gegebenen ^wnüen 
n. S^iefe $unde finb 3 beftimmten Reifen 
Ol ober beretnt fein. ®. Xrigonom. §. 7, 11. 
iM eines Dteied« ^at bie längere ^olbirenbe. 
be« tleineru gßinlel« C, BG bie ^atbirenbe 
Denn FB unb EC parallel mit CD unb BG, 
BC= BE, FB~;^EC (§. 5, 5), fotglic^") 

S35}, ob« 6cff» eint ^atmonif^t X^tilung txT' 
3 ~ AD =^ AE: AD, b. ft. AB baS fannontW« 
\ (aiBc6w §. 1, 9). ®ie ipflurt ^, B unb i>, ß 

Sötiatt^on lignes dn 2. ordre IBH. V. 

on atpPlIoniuS im 2t«i ©ndj ber ,,f6(nen Oetter" 

in ttr gtitttitnnfl jum 7t(n »u* fdiin ©ammlung 
niuS tttne OttKr Bon ©imfon, ßbtrf. ben Samem 
<ei!D biet. p. 620 b. U(£«f. 
tftttc 0. aß. 1971. ajtral. Sntnm «t^iu 13 p. 341, 



60 Stettte aSud^. ^(aDtinttrit. 

CD:FB = AC: AF, B6 : EO = AB : AE 
Cp^ ^FBAE 
BG'^ AB EC AF^ 

7. 3eba ^unct, qu6 bem an jlDei flegefiene ®erabe in gt 
iRtd^tunflen ©traten Don gegebenem SÖet^ältntß geiDflen werben 
liegt auf einet con jlcei 6eftimmten ©eiaben, bte butc^ ben 
fc^aftlii^en ^unct ber gegebenen ®emben ge^en.*) 

iSeWfiS. 3'*^* J""" bi"^ 
meinf^aftlic^en ^wnct bet ge 
©etaben AB nnb CD bie ©ttec 
unb OF, meiere bie gegettenen^ÜHi 
unb baS gegebene iQei^äÜnig ^ab't 
mon ferner iwxä) E unb F bie Sßc 
ber gegebenen ©erabeii, bie {läf in t 
ben, jie^t man bann bie ®treden 4 
GJ an bie ®etaben AB unb CD 
mit OE unb 0/-, fo ift GH : - 
gegebene SBer^äÜnife, toei( GH -- 
GJ ^^ FO ate gegenübertiegenbe 
ben ^Qcatleiogiammen. Oft nun E 
ein ^unct ber ®eraben OG, wnb f 
Äitf parallel mit OE, OF \i> i}at 
KL 1 GS ^-= OK : OG = KM : GJ (2) 
folgtid^ KL : KM= GH : GJ. 

S)ie onfcere ®erabe OG', beren ^unrte biefefbe ffiigenfd^aft 
»ie bie "^ßuncte ber ®eraben OG, Ujirb gefunben, Wenn man C 
gegengefefet \t> gro| mai^t, ol8 OF, u. f. m. 

SSJenn bie ©eioben AB, CD paraflet, «nb au« bem ^m 
©treifen GH, GJ gejcgen finb, fo tiinnen au« aKen Runden ' 
raben, Ueti^e utit AB paraQi 
G ge^t, ©ttecfen »cn berfelbi 
tung unb bßu bemfelben 3Se 
gejogen toerbeu. @S gtebt al 
eine ontere ©etabe, beten Spii 
angejeigte ©igenfi^oft befigen. 
man GK entgegengefe|t glei 
wnb jie'^t bie ®erabe HK, m 

•) StpolloniuS im Iten SSud) b« tttnen Otrtet. Set^ ffimntr«' 
(egiuig ber ©imfen'tcStn ißtatbeituna p. 77, !Bk 5t^tilung beB SBintde 0( 
bie ®eraben OG, OG' wirb eine fartnoiiifi^e genannt. 2)te 'fJaarejlS, 




bcr glSc^cn Von ^araaelogtaDtDicn unb S^ctierfco. ß) 

ttttäf J' bie ®evabe, «teilte mit OK paxaM ift 

bet, fo ^at man 

: GH = Gy : OK = (?V : Jff 

■ GH : JG. unb es fönnen aad) aus aKen ^ancten 

t AB pataütl liur($ G' ge^t, ©trecten Don bet= 

)on bemfeltten Ißer^ftltnlg gejogeti toerben. 

pt 4 $uncte von fott^v Sage, bag t^ie älbftänbe 

:ben gegebene SBer^ältniffe ^afren. 3eber ßon bie» 

ftimmten ©eraben gemein, netc^e bie Sinte( ber 

•llen. ajetgl. §. 6, 8. 

jett ber Sldc^en Bon ^axaUtlO' 
ammen unb ©reieden. 

ivet(!^e ton einer gegebenen @eraben gleit^e 31b' 
luf einer ©etaben, bie mit ber gegebenen ©eraben 
3Iormalen einer ©eraben poroUel fmb (§. 2, 7. 
ätbftanb paralielet ®eraben (39reite bee 
jn ben Slbftanb etnfB beliebigen $unctee ber einen 
ibern. $B&e eines ^aroltelogramm« ^ei^t 
ite con ber paraßelen Seite, bie mon alS Öafl8 
;e« aSreiede ^eißt ber Stbftanb bet ©(ji^e bon 
iteten €eite. S^nn ^araQelDgramme ober :Grei> 
t finb, unb i^re SBafen auf einer ®eraben Hegen, 
rllegenben Seiten ober bie ©pifeen nuf einer ©e» 
ten @eraben parallel ift. 

^oroßelcgramme CCreieife) gleite ©afen mib 
fo finb (ie gleid^ b. f). fie ^aben gleiche Oläi^en, 

EF, ABC unb ABE.') 

ireieiJe CBE unb DAF i», c.^ 

i$, weil CB= DA, 

ißinfel CBE = DAF 

ibtractlon ber gleichen 

DAF nun ber glöc^e 
bie gleii^en glätten 

licaten (Sahire aect, coniqaes I p. 5) ob» fN»inoni|ct, 
:tan*Dn a. a. D.). 

SDlan lann xma flpolijgoiM Uon gttic^en glfic^en burift 
fi bit ©lildt bttb« ber »eiftt nac^ flUt^ unb ä^nli* [mt, 
£ 3. 10 p. 22S no^gewitftn W- «"fll- ®Bbet ®nin. 




62 , »iems SBu*. *(JIaiiiinttrie. 

ABCD unb ÄBEF. S>ie Sreiede ABC iinb ^BE : 
d^eti q(8 §ätften bet gleichen ^avaUeloavamme AI 
C§. 6, 1). 

^enn jlvei ^araaetogiamme obei S)reiecte gleti^ 
gtelc^e ^ü^n ^a6en, fo ^atett fte unglei^e 01äc^n. 
edeit, netd^e iroei Seilen von gegebenen Sängen ^aben, 
grüßte, in loelt^eni biefe Seiten einen rechten SBinlel e 
jmei ^araIIe(Dfltamme ober 3)teteiJe gleid^e gläd^n ii 
ffabtxt, fo l^aben fie gleiche ^i^^en, u. f. ta, 

Sie @leii$teit ber ^titdt ABC unb ABE tann oni!^ um 
burfft A, B, C, E bie Slsitnafen ju bt( ^Ibi 



iBttben, iubem »m.. i-u.u^ ^, ^, ^ 
£^CE jie^t. a>i(fe SBemnfuna 
ap. bist. p. 503 b. Ucbeit 




mit BF. 
U. f. 10. 



3. iSin Sßrered tann auf berl 
ein ^iDreied »on gleichet g(äi^ ve 
j. SB. ^jBCD = ^BÄ, wenn BC 
len mit ^C, me(i$e bUTC^ D ge^ <" ^ gef^nltten 
wirb. SDenn b« 3)reieie ^CD unb .dCE :^a6en 
gleiche S9afen unb gleiche ^ß^en, fotgtiifi gtett^e Stä< 
^ ^en. @iu g&nfed lann in ein IBtered con glei^ 
ein ^Dt^gon in ein 33reiect oon gtett^er giäc^e betmanbett 

iSJenn bet SQiintel EAF ecn ben ?}ar> 
Allelen BF unb ÖD bur^fc^nitten loitb, 
fo ift baa !Dteied .^Bü = AOF, roeif 
jDGB = DQF. Um ein $)reied ju con» 
fttuiren, beffen gtäd^e bie JJiffetenj ber 
-^ 5Dteiede .<1BC unb AEF i[t, jie^ man 
CD tjataßel mit -IB, unb DQ paroßel 
5Dann ift ABC = ABB = AOF, AEF— ABC == GEF. 




4. ©in einem Steife uragef(^tie6ene6 ^Dl^gcn ift einem iDveied 
gleich, beffen iSnft« bem Perimeter bes ^ct^gonö nnb beffen |)i)^e bem 
SRabiu« be8 eingefd^riefcenen Steifes gleid^ ift. ®enn ein foI$e6 ^ot^* 
gon erfe&eint ale ©umme bet 3)teiecfe, tpeld^e bie Seiten (Safen) mit 
bem ßenttum befl Steife« {©pifee) Bilben; biefe ©leiede fiub oen glei» 
c^er §i}^e unb »erben abbirt, inbem man i^re Snfen abbltt. !Üabei 
finb ©teiede bou entgegengefefetem ©iun (§. 7, 1) unb i^te SSofen mit 
ben entgegengefefeten 3*'$*" i» nehmen. 

I)ie aret«fläi$e ift einem %xmd gleich, beffen Safie bet ^eti)3§etie 



wa ^ataUdogramnieti unb S)ret(d<n. 



63 



i gleich tp.') iDenn bie glac^e eint» 
(^gon8 unterfd^eibet fw^ eon ber ftteis= 
jr 5|3uncten fein ^erlmetet ben Ärei« be= 
yaS ift »on ber ^(äc^e bed tceifeS nit^t 
tet ben ÄreiS in allen Runden berührt 
ifällt. 3n ber Zifat ift bofl angegebene 
reife eingeft^tiebcned reguläre» ^ol^gon; 
ber ^eiefläi^e unb bem angegebenen 
:nj itoiffi^n ber JhetSflä^e unb betn ^o« 
ctangel, beffen Sänge ber Perimeter beS 
b beffen ©reite bie beliebig Keine ÜJiffe- 
bem äibftaub einer ®ette be» ^olt^gouS 
aber, bie Keiner ift, al» eine beliebig 
ic^t Berfd^ieben fein. 

, finbet man, ba| ein ^eisfector einem 
bem ©ogen unb beffen ^B^e bem 9la> 



einer streife oerfte^t man ein Qua« 
;Iei(4 iß. Unter bem Siectangel au» 
ein jRectangel, in toeii^em jiDei folgenbe 
gleii^ ftnb. 

nfeiiged ÜDreied bun$ bie StormaU 
nte(« jur ^^potenufe ttjeiU, \e ift 
e gleii^ bem jRectangel au» ber ^^^jote» 
egenben ^bf^nitt berfelben; 
nufe glett^ ber ®umme ber Quabrate 




33 lemma 1. £ii{f« SaQ tsitb Uni HitciS ^ec 



64 Stierte« Sßnä^, Planimetrie. 

gCädj^c jiM6f, ti)ei( fie iltiöf unb äl^nöd^ finb (§. 5, 1), atfo l^afcen 
ba« Ouabrat üon AC unb baö 9iectangcl au« AB unb AD gteid^e 

2)a« Quabrat bon AB ift bie ©uramc Don gtoei JRcctangeln, bcrcn 
crftc« auö ^5 unb -4D, bereu gtoeite« auö ^^B unb DB gcbilbet ift. 
3ene^ ift bem Quabrat bon AC, bicfc« bcm Quabrat Don CB g(ei<^. 

!Dad Quabrat Don CD n)trb gefunben, tt)enn man bad Quabrat Don 
AC um ba^ Quabrat Don AD Dernjinbert, weif ba« SDreied ACD xtä)U 
lotntetig ift. 5Run ift ba« Quabrat Don AC bem «cctanget ABTÖZ) gtei^ 
unb toenn man babon ba« Quabrat Don AD fufttral^irt, fo bleibt ba^ 
«ectanget JEGK, in toeld^em JH=AH — AJ===AB— AD = DB, 
HG =-- AD ift. Sltfo ift ba« Quabrat Don CD bem JRectangel an^ AD 
unb DB gleid^. 

6. 3)ic Slufgaben, ein Quabrat gu conftruiren, beffen gläd^c ber 
©umme ober ber 5Differenj gegebener Quabrate, ober einem gegebenen 
Siectangel, ober einem SSietfad^en ober einem Zl)e\U eine^ gegebenen 
Quabrat^ gteid^ ift, finben jufolge be^ ^i^tl^agoreifd^en gel^rfafee« i^re 
Söfungen burd^ Sonftruction beftimmter red^ttt)infeliger 35reie(Ie. 

Um bie ©umme Don groei Quabraten in ein Quabrat gu Derioan= 
beln, conftruirt man baö red^tminfetige DreiecE, beffen Satl^eten bie @ci* 
ten ber gegebenen Quabrate finb; bie $)^potenufe ift bie ©eite be« ge^^ 
fud^ten Quabratö. 

Um bie ÜDiffereng Don gtoei Quabraten in ein Quabrat gu Der^ 
roanbeln, conftruirt man ba^ red^tminfelige ^nkd, beffen erfte Satl^ete 
unb §9})otenufe bie ©eiten ber gegebenen Quabrate finb; bie gleite 
Satl^ete ift bie Seite bc« gefud^ten Quabrat«. 

Um bad atectangel ABCD in ein Quabrat gu Dertoanbeln, mad^t 
man auf AB bie ©trede AE = AD, conftruirt ben ^aCblrei«, beffen 

®egent)uncte A unb B finb, unb bie 9?or* 
male gu AB burd^ E, meldte ben f)albfrei« 
in F fd^neibet ; bann ift AF bie Btite be« 
gefud^ten Quabrate* 2)enn ber SHJinlet 
AFB ift red^t (§. 4, 2) unb EF normal 
gu AB, folglid^ ba« Quabrat Don AF bem 
Siectanget aM AB unb AE ober AD gleid^. 
Ober man mad^t auf ber aSerlängerun, 
Don BA bie ©tredc AG = AD, couftruii 
ben ^atbfrei«, beffen ®egen})uncte B unb G finb, unb bie 3?ormaIe gi 
GB burd^ A , micfyt ben ^atblrei« in H f^neibet ; bann ift AH bie 
Seite be« gefud^ten Quabrat«. ÜDenn ber SSJinlel GHB ift red^t un* 
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t gfü^tn bon ^aralltlogTaintntii unb ^xätSm. 65 
IgU($ ba« Quabiat Don AH bem Stectangd au« 

t ju conftruiten, ueti^e« ninal ober ben nten 
in gegebenes Ouabiat, &at man baS Stedanset, 
nten S^eil fo grog tft ale bad gegebene Qua^^ 
,u uerttianbeln. 

t einer gef^toffenen gigut (ann auf iioei bel- 
aufen »erben, ©er ^uabrad beS Perimeter« 
ieg Don A übet B bl« O, i), ^; bet SluSbiud 
eg Don A über D biö C, B, A. (Sin ^unct, ber 
tegt, ber ein ®tüd bee einen Sffiegee )urü<f(egt, 
en besjenigen, ber ben enfgegengefe^ten SBeg ju= 
(e ABCD, BCDA, u. f. ». finb gleic^bebeutenb. 
reied« ABC mitb Don ber ©eraben AB befc^rie= 
1 \xä} fo bre^t, bag B ben ^eg »on £ na^i C 
I bie burt^ Sre^ungen in einem beftiminten @inn 
gläc^n pofitiD, fo t)at man bie in bem entgegen- 
nen glätten negatto ju nehmen, $iernad^ ftnb bie 
ABC, BCA, GAB gleid^beb entert b unb »on einerlei 
ABC unb ACB, u. f. DJ. entgegengefefet fl[ei(^. 
:ebiger ^untt auf ber ebene bea ©reied« ABC 
' mit BO einerlei SRii^tung unb Sänge ^at, fo ift 
ABO 4- BGO = ACP 
fetben B***^" "^'^'^ ^'* entgegengefe^ten ^tidim 
Don einerlei ©inn finb ober nic^t (§. 7, l). 
bet man ba€ Koralle' 

bejeic^net bie Siurc^- a -i -p^f 

Ü bnrd^Ä unb S, \o T" W'' \ 

IBS, CPOB = CPSR \ \ 

Woa ABOQ,+BCPO \ \ „ 

[BO-\-BCO=ACP. 

ifel be« SBJinlel« CBA 

liede ABO unb BCO 

i unb 3ei^en6; in ber t^at ip ^CPÜ bie !Diffe= 

imen, bie ben *ßaraüeIo= 

BCPO gleich Pub. 

oei ©eilen einefl 35reiecf6 

rame conftruirt, unb ben 

, bie mit AB unb BC 

bejeic^net, fo ift tei ®e- q^' 




Sicttt« fBü^. Planimetrie. 

<et Seilten nac$ bet obigen Stegel bie @umme bei ^aiaOeto' 

lem ^ataQelosiamme qHtid), beffen auf etnanbei folgenbe 

AC unb BO einerlei SRid^tnng nnb Sönge ^aben. S!)enn 

ogtamme fmb 2nial fo grof al6 bie 'Ereieife ABO unb BCO, 



lenn ein beliebiger Sßund aiif ber (äbene be« 1ßaratlelo= 
•'CD ift, fo ^at man mit SRüdfit^t auf bie Äegel ber 3e'*^en (7) 

ABO + ADO = ACO.'*) 
18. J^aben BP, Cd, DB mit -40 einerlei SRit&tung unb 
,t, fo finb ABPO, BCQP, ACQO ^aroüetogrorame unb 

ABPO + BCQP = ACaO. 
■"^ 9Iun ift BCQ.P oon ADRO an ©röfic unb 

..yZ^ ©tnn nit^t »erfc^ieben, fotgli^ 
/* 4ßP0 + ilDJIO = Acao, 

ABO + ADO = ACO. 
ainmerfnng. gär jeben 5[3unct auf ber 
ebene be« Parallelogramme ABCD ift 
ABO 4- GDO = {ABCD. 
larallel mit AB buri^ gejogene ©erabe bie @eite BC in 
fo ift ABO + CZ>0 = ABS + Cß5 = JßC. 

ÜEBenn auf bet 3)iagonale AC liegt, fo 
ift ACO = 0, ABO = DAO. ©iee erglebt 
^.^f f"^ unmittelbar, njenn man buri^ bie ®e' 
."' / toben BP unb GH paraUei mit ßC unb CD 

— B jie^t. !Dann ift ABC=CDA,AmO=ORA, 

OOC = CFO, fotgli^ butd^ ©ubtroction 
FDHO {Eucl I, 43). ,5Dnr^ äbbition Bon AEOH finbet 
? = AiEfZ), ABO = DAO. 



9Benn ein betiebigei: ^unct auf bet föbeue bes S>reiect8 
' ^at man mit 3lüc(r«^t auf bie SRegel ber 3ei(^eu 

OAB + OBC -\~ OCA = ABC. '*') 
is. 2Benn O in bem 2>reiet{ ABC liegt, [o finb bie Etei- 
OBC, OCA Bon eineriei ©inn, unb ABC ift bie ©umnie 
ffienn in ben SaJlnfel BAC ienfett« BO liegt, fo ift Ol ' 

@a^ j|l uon i 
rbtn. £ic Stcae' 
■9). 
inon'S Se^a^. Mem. de Paris 1719 p. 66. »gl. SllBbtue ©tatit 3 

e J. de r^c. polft. Cah. 16 p. 6B. Sillübtue barvc. Sole. 18. 



[IS^en twn ^ataStteaniinincn unb ^titAn. 67 

, unt) man ^t nac^ ber {Resel 



CJ == OäB — OCB -f- OCJ = ABC. 
ic^eitetwinlel »on BJC liegt, [o finb bic Drei« 
:eied OBC entgegenflefe^t, unb tnait ^t mäf 

A^-~ OBA + OBC — 0-4C = ^BC. 
MNA lex ^rameter einer Beliebigen ge[(^Iof= 
t für jeben fieliebigen ^unct berfetben ffibene 
packen 
4- OBC + . . + OMN -\- ONA 

en anbetn ?nnrt F ber ebene ^at man 
= OAB + OBP -[- 0P4 
= OBC + OCP + OFB 



= OMN -\- ONF + OFM 
■- ONA 4- OAF + OPAT 



BO + . . 4- PJfÄ^ 4- FNA = 2 

gten ©ofonne ben ©liebern ber ücr^erge^enben 

lei^ finb, OBP + OFB = (7), u. f. vo. 

eines ^eritnetecS, befonberä wenn biefei fi(^ 
iutc^ lennttid^ getnad^t, ba^ man ben Perimeter 

(fein „Iin!eö Ufer" jur 8in!en beffen, ffietf^er 
Drud gemäß jurüälegt. SBergl. §. 2, 11). Sin 
leriweter t^eilt bie ©bene in mehrere nebeneinon» 
an Perimeter f\ä) felbft möjt fc^neiben, y^, rp^, 
fen 3eßen auflgefc^iloffenen unenbtit^en SC^eil <pa- 
enbti^ t(etned t^läc^enftücE ber ebene tcirb Don 
tl^renb A ben gegebenen Perimeter buic^lauft, im 
berftric^en, mmol linfeum, rnnat red^teum, unb 
©utnme 2 einen beftimmten goefflcienten m—n. 
ii$ Heine gläcffenftütfe berfetben ^ttit, jmifd^en 
imetet nid^t ^inburc^ge^t, buri^ w unb w' be= 
mn bet ttißtür(t($e $unrt auf ber oerlöiiger' 
;mmen ttirb, fo tonn bie ©treiJe OA nic^t a 
eid) m' ju überftreit^en. Sllfo ^aben o> unb w' 
nten, ben SDEffidenten ber ^eüe, in ber o> unb 



SitttcS S6a^. ^lauimettit. 

,wei unenbflc^ Heine glät^enftiicte benoi^bariet ^tüta, jmt» 
bet gegebene Perimeter einmal Bon F mä} G ^tnburt^ge^t, 
I m" bejeic^itet nterben, roenn a" auf bet fi^atttrlen, to auf 
Seite beS ^erimfterö FO liegt unb ouf ber oertängerten 
" aRgenontmen toirb, fo fann bie ©trede OA nit^t w ü6et' 
ne juglei(^ m" ju üGerftieii^en; bagegen roiib <o" etninal 
0) iibetfttiii^en, mö^renb A ba6 ©tüd FO beS *petimeter8 
l>af)«t tft in £ ber (Sotfficient bon w" ouf bet bunfetn 
'(? um 1 größer atfl bet Soefficient bon o» auf ber ließen 
uSgefegt bag bie fjofitioen gtäd^en butd^ Iinteum ge^enbe 
efti^tieben icetben. 

man nun auäge^enb von ber unenblti^n j^Iäi^e t'q, beten 
ift, nac^ unb aai) in bie einjelnen ^tütn eintritt, bilbet 
m Scefficienten ber Bertaffenen ^tUt ben Eoeffictenten ber 
ide burd^ Slbbiticn ober ©ubtiactioit von 1 , je nac^bem 
rimeter Don tec^t« nac^ (infd (ton ber Igelten ©eite nai^ 
ober entgegengefegt äbeifi^iitten ^atte. iSejeic^net mon bie 
bet 3ellen «p,, gjj, .. bur<^ c,, cj,. ., fo ^at man enb= 
'9 -2 = c,gi, -j- Cjqjj + . . . 

t ber 8oge be« ^uncte« O unabl^änglge ©amme £ bet 
^e bie ©trede OA überftteic^t , ivä^tenb bet $unct A ben 
rimeter buri$(äuft, ift ber Don bem ^etiraetet eingef($Ioffe- 
eii^, njenn bet ^«in'etet fti^ felbft nid)t fi^neibet unb ni^t 
te 3eüe bilbel (c, = \, £ = 9:,). ©iefelbe ©umme S 
auc^ jut Definition ber ^l&äft einet me^rjeCigeu )$t9u<^r 
ter ftd^ felbft fi^neibet.*) 

ata gläc^ be« Siiered« ABCD etgiebt fit^ 

bie ©umme ABC-\-ACDi,. uABC—ADC, 

roenn man ben tolMürllc^en Sßunrt mit A 

^ Bminißt. AI« giöc^e be« fflierect« EFOH 

etflieBt fic^ bie ©ifferenj bet äeflen 8F0 — 

SEH, mm man mäf bem Duii^fc^nitt S 

oon EF unb GH Dettegt. Siiefe g(ädje ift 

, SRutt, »enu EO unb /"/f paraßel finb (2). 

-^ 3ie^t man HI paraM mit EG, fo ift EHO 

" = EIG, alfo EFGH = EFJ (3). »U^ ift 

baS Sßiered E/'G'fl^ einem Dteied glei«^, in 

i glasen Bon giauren, btttn $erinttt« fic6 (tibj! (i^ntiben, jtnb bie 
: Bon SKtipet (Comm, Gott. I769_p. 148) ä*i^Ua loorben; qf 
erungtn finbtn fi* bei aeielt (Acta Petrop. 1781, I p. 125. 1782, 
"^luiliei de relatjone mntna p. 23. 9ut Stttcn bon $otingoiicn 



Kxt »on $aTat((losnimni(n unb 3)meclcn. 69 

Ell ©iogotialen E& unb FB einerlei Mtc^' 

'ftclent 2 ift, roitb Don 3*0«" umgeben, be» 
1 ^at, u- f. m. £iä^ei lann bie t^lä^e 

ite kxt burc^ einfalle 

n 1 ober —I) aue= 

rimeter biefer Seile« 

e bes gegeBenen ^e* 

!ite beö ^evimeter« 

ff ble fi^otttrte Seite 

« Perimeters, »eti^e 

machen. !Dafl Stern« 

ifu6) beftel&t au«iH)ei 

bbem äußern Be^nßJ- 

jÜen ^Bd, ADBCA, 

er bie f^attirte Seite 
Ift negatit). 

nen Streden 4jS, , JjBj, A^^, . . ber 
II eine« ^ol^gouS ücn gleichet fiänge unb 
jeben beliebigen $una ble Summe ber 
> + ^s^sO -H . . Bon berfetben ©rüge 
nl(^t erfiiUt loirb, fo ift blefelbe Summe 

Don einer 6efttmmten ®erabeu gleii^e W>' 
®r5§e."} 
lDiQIürli(^ ongenomme: 

BC, CD,.., FG ber 
inge unb 9?ii$tung mit 
\, AjB^, ^Bj, .. ,fo 

^aralletogramme finb 

BA + ABO 
CB + BCO 
tDG + CDO 





BiM^era Uebci[(^uiig Don fiotnot'a Geom. de pos. 
Sere^nung ttiter ^lä(^en. eingt^enbc Sebunblung 
nftanb iuxä) gnSbiuS «fealten (S9ar?c Sole. 185 
% Stf. b, aj. 1865 p. 42). 
I mätia^ bnn ^«rmcS mitQtt^eiltm SemcTtungea. 

i4 bfT tarnen Otxiti. Sctgl. Simfone Scorbeitung 



SUtteS Vaä). ^(aniinctru. 



> + A^B^O + . . = ^AjB,BA + ^A^B^CB + . . 

+ ABC . . FO -\- AOO. 
rt^ ift unab^nglfl ton O, tpenn G mit ^ iufammenfällt; er 
e @tB6e, fo lange aW baö Dreied AGO feine Olät^e, mithin 
Ibftanb ton bet ©trede AG behält. 

§. 10. gfä^cnmcffung. 

Benn jtvei ^retede (^ataUelogramme) gleite ^B^en ^a&en, 
Serl^ältniß i^rer gfäd^en bem Sßer^ällniS i^tei ©afen gleid^. 
1. 

Setveid. ^a8 äJet^ältnif bet gtäd^en 
:„„■''... ^S<^ ■■ ^DE ift betn ©er^ältnig ABC : ADC 
>?<In^ gleii^, mell nac^ ber Sßorauefefeung bie SMelede 
N^^ ADE, ABC, ADC gleiche §B^en, folglie^ ADE 
' unb ADC gleich S(ä*en i&aben (§. 0, 2). 3te^ 

Seraben Bon C na^ ben ^uncten, votiäft AD in m gtctc^ 
i(en, fo t^eilt man ADC in m '©reiede »on gleii^en Sofen 
^, alfo aud^ uon gleichen gtäi^en. ^enn nun AB ben mten 
ÄD nmat enthalt, \o entpit au$ ABC ben mten Ü£^ei( Don 
.t, b. ^. 

4BC ; ^DC = n -.m^ AB i AD. 
t AB ben raten S^ett »on ^D mel^r aW «mal unb weniger 
l)ma[ entölt b. %. 

n:m<AB:AD<n+\:m 

n \m < ABC : ADC < n + 1 ; ra 
etenj ber SJer'^änniffe {ABC -. ADC) — {AB -. AD) ift ge* 
ä ber beliebig Keine Smc^ 1 : m, alfo Don 3JuU ni^t \>tX' 
Mgebra §. 1, 2). 

üelogrammc »erhalten fic^ ju einanber, ajie 5Dreiede, »ett^e 
er ^arallelograninie finb. 

SJenn jUiei ©teiede (^flcaßelogramme) gleite Sofen ^aben, 
3ier^ältni§ i^rer glätten bem ajeröältnig i^rer §ö^en glei^. 
lei«. äiel^t mon bie Slormote jur ©ofiß AB buri^ B, u ) 
■en CE, DF parallel mit AB, \t> erholt man ABE = AL '■, 



Eatneret p. 92 ff, Eenfeften ©aß 6ot S'^uiütr polygonomötrie 1' 9 
■Et bettelt, er[$S):F(nb ab« »^ ältBbiue @tatil 46. 



BFA = BE : BF (1), 




g. 10. Slä^cnmcffung. 

2). S««n tft BEA 
■- BE : BF. 
9, 9 ^ot man 

CAD _ 

CAB ~ ' 
Kb^onbe ehieS be* 
■na @eiten eine« 
$ buic^ bte faX' 
\o ift bie Summe 



! -dßC, ilB£t bie Soft« ilß gemein ^oben, fo 
glätten bem aSet^ältniß gtei*, nat^ ttieK&em 
AB gell^eilt ttiirb. ©enn bie ©trede Co »cn 
tb, fo ift ABC : ABD ^ CO : DO jufolge 

>G) AGB, BOG = (CO : DG) BGD. 

= EB : FB, toie §. 8, 4 au« anbetn ®rün- 

Don einem ^uncte eine» Äreife« au«ge^enben 
1 einanber bet iRei^e na^ mie bie ©treifen, bie 
functe« »on ben Siotma* 
ber ©e^nen ofigefc^nitten 
AN ein 35iflmeter Ift, fo 
\GN, ADN te^tttinlelig 
B', CG, DD* normot iu 
[e OCn AB, AO, AD, AN 
®afi« AN gfeicb, beten 
, AN ftttb (§. 9, 5). Diefe Mectanflel l^aben 
fie unb Der^fllten fic^ ju einanber, Wie AB', 




ä bet gläcften ocn jwei ajteieden {^axaMö< 

rt bee aSer^äUniffe« i^rer S3afen mit bem SSef 

icl. VI, 23. 

nan baS ©teiei ADG ju 

lit ABC Qiti<S}i §a^e, mit 

finbet man 

^ AB :AD (0 

= FC: QE (2) 

ion catgebro %. l, 3) 

B ; AD) (FC: OE). 




SietIcS Su^. ^ 

^e. ffienn Bei ituei 3)1^1 
nc Safen unb btr $B^en ; 
ät^en ben aSret^ 1 , b. *. 
jtiKi l^mtdt (fatollelogi 
Sßer^ältnit i^rer gtäc^n b 
, bie jenen SBii 
©reiect« ju b 
ben @eUen b 
finbet mit ^j 
ABC: A. 
bem Ijceied A5C baS 5 
E.-^ bQgBD = « 

'^ \ [0 ift 

\b DBF: ABC 

ji Senn man l^ 

ABC= (ADE: ADC)(A 

ABC (l-p)y, 

ABC = (4FD : ABD)(A 

EF = ilD£ -h ^Ef -f 

>E^: vlBC= (1— ftO 

angegebene SBert^ ftimm 



We gtäii^e einer gigur ttit« .«.^ .,v ^..^^ p »-. „.-- 

■it angegeöcn. Sit« gläd&enein^ett wirb geroö^ntii^ bie Ouo = 
eit gebrauf^t, b. ^. ein Quabrat, beffen Seite bie Sängen» 
:£)enn ein Quabrat ift nti^t nur al9 reguläre Sigur buri$ 
beftimmt, [onbern e« gehört aud^ ju ben ^oralletogrommen, 
jältniffe ju einanber mdf (3) gefuuben »erben. 2)ie Angabe 
einet gigur Reifet bie Ouabrotur (Ttcfoyiavujftös) bergigur. 
fagt aMürjenb @ri^fte ftatt Sßer^ältnif ber ®iS§e jur @tn- 
in ^i^nx ftatt Sßer^öttnig i^rer gtät^e jur Ouabratein^eit, 
tt Sßer^ättnii betSSflftö jur gängenein^it, u. f. f. 3n biefer 
^at man (bergt. ^eron'S geobatifc^e ©duften) 
ogramm = SBofi« X ^Ül)t = 8Snge x SBteite- 
tanget = ^robuct tton 2 fotgenben ©eiten, 
Qnobrat = (©eite)^ 
SJreieä = ^8afi« x §b^e, 
Äreieftäc^e = ^^etitJ^etie x SRabiuS, 
Äreiafector = ^Sogen X SRabiu«. 



gfät^emneffniia. 73 

tnig eines ^ataöelDgtammö jut Quobtat« 
man Ui 3}ei^ättnit ber Sdafie bee $ar=> 
it mit bem aSer^ältniß bet ^tölje beö ^ar= 
eit multiplicirt (3). 93ei bem ^atalleto* 
je aui$ Sänge uub breite befletben genannt, 
ge unb Srette einanber gtei(^. ©in SSreied 
»n ^aralleUgramm Don gCeic^ei $afid unb 
^le i^läc^e bee tieifes ober eines Siiei9' 
Siteicia aufgefaßt »etben (§. 9, 4). 
Die JiBlfie be« ^aroÜeloßtommS in gu^en 
>ie glätte beffelben in Quabratfußen. Um 
mm« in Ouabtotjoßen ju finben, nimmt 
i beffetben in Bollen, u. f. w. 3>a ein 
n Quabratfug 12^ b. i. 144 Quabtatjotl. 



iWet ©treöen (§. 9, 5) wirb in ber an" 
cc^ bofl 5l!wbnd bet ©treten auögebrüät. 
rt oon jioei ©trecten, b. i. baS ^cobuct 
lein^eit, als glfi^ eine« ißectanaefö bot- 

3afi8 AB-^-BC unb beffen ^ij^e AD tft, 

I, Bon benen baS eine bie ©eiten AB unb 

BC unb AD ^at gotglic^ ift (4) 

[D= AB.ÄD -i- BC.AD 

n SRegeln bet attt^etif^en anutti^ilication 

91egeln louiben im 3Ilt^ert^um geometiifc^ 

jeleitet (Eucl. II). 

äc^e eine« '^otallelogranim« leljtt auS ber 

ilogtammS feine §B^e beret^nen. Sffienn 

n, bie löflfi« a Längeneinheiten ^at, fo §at 

ten. 

fa^ (§. d, 5) enthält bie @leic^ungen 

. AB, B(ß = DB . AB, 

■- (AD + DB) . AB = AB'', 

^^ = AD. DB, 

i gtünben (äffen. §aben bie gat^eten a, 

nfteiten, fo ift a* + 6* = c^, folglich 

labrate a Längeneinheiten, fp ^ot bie !Dia< 
»einbetten. !£)ae ißet^ä(tni| ber £)iagß> 



1] 



aSitttrt iSaä}. ipianimettif. 

'ite eine« Ouattatö Ift 1^2, mithin irtationot; bie 96= 
«ftn finb incominenfuvatiel (Stigebto §. 1, 1). 
©eite eines flieic&feitigeit !Dreiec(« a Sangenein^eiten , fo 
yai — (Ja)* = Uya «ängenein^etten, unb bie gtä^e 
bratein^eiten. 

glüi^e eine« ^of^flone wiib gefunben, inbem moH burc^ 
■te ^atatlelen oon beliebiger SRii^tunfl jie^t, baoon jebe 
nner^atb be« ^ct^gong liegt, mit bem Slbflanb bet fofgen= 
: bon ber Kor^erge^enben tnulti^dcirt, unb bie @utnme bet 
^roburte burc^ 2 biDibirt") ABCDEFG = 

+ FFi . J?jfl4 +- Diß . ffjÄ,). 

Settei«. 3)ie 35reiede ff, GÄ, GO, B^ 
an ber SSnfi« CG, , unb bie SJreiedc 
G3G2C, GjGjfi an ber Safi« Gjöj &a= 
ben bie $)ö^en ZTo-ffu ^i-Sj ; i^« ©umme 
ift (4) 

jCffG, + GiG3).HoÄ4. 
gtienfo finbet man für bte an ber 39aftS 
B, ßj {iegenben ©reiecfe bie Summe BB, Ö, 

ferner F^FB^ + J'PiOi = {FF^ .H^Hi, 

" ' " u. f. ro. 

jeben ißund ber ©bene finbet man, roenn man feine 3[b= 
en @eiten eine« ^olögon« ber SRei^e nat^ mit ben ©eiten 
nb bie «ßrobucte fummitt, biefelbe Summe, nämlidf bie bDp= 
De« ^cl^gonö, ocrauSgefelt baß bie 2A^^ ber ^robucte 
Jen ber £)reiec[e übereinftimmen, auf uelc^ bie ^robucte 

:§■ 9, 10). 

^ol^gon gleittjfeitig, fo finbet man für jeben ^unct ber 
man feine abftänbe Bon ben Seiten gewä^ ber obigen 
■X, biefetbe ©umme. 




K«. 



leilitng tiiter J^lüc^ie bnt^ ^ncflUeUn jum ^wtAi '\i)ux OunbtaUi' 
i Slr^imebee Bor. Süie obige em(tiri)' "^ml Wic6 inbtff«' in 3 
itazt ®(om. III, §. 2S0 «nb SFIticr ^tr)* flwm. Sufg. I, §. 2. 
1 bitfeä ^kobUme noift nittt angeltoffen ; fie ift aber auB bet gor: 
cdcftt ®au6 für bit'gtätfee eines ^ol^genS in ©d^unta^er« Uebtr- 
Dot'S geom. de pos. iTp. 362 gegeben feat 



§. 10. Siai^tnUKffuns. 
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1 aue einem $unct O ju ben Seiten eine« 
on etnent greife fleff^nitten toeiben, bie eifte 
e in /*2 unb Qj, . ., \o tft 
■j + .. = OQ, + 0(ij + . ., 
iäftn fotoo^l Don Op,, Op^, . ., ala ouc^ oon 
gelegen bet DreieJe (§. 9, 7) ii6etein[tiinmen, 
i bes ^(^gons bitbet.*) ©eflimmt man ben 
trum bee ftteifee bie JUIltte 
an burd^ R bte ©eftne Sr 
S unb y bie ©egenpunete 

Seinen gteie^e älbftönbe 
Eic^e Sänge unb gleiche SÖO' 
bie ©treden OP, OQ ben 
nb bie 3ßlnM QPT, PTS 
paroöefen ©e^nen normal ■ 
TP ein iRectanget unb UP, 

Siegen nun Uj unb F,, U^ unb F^, . . ouf 
tigen ?o(^gonfl, fo ift nac^ bem Obigen 
7, + ..= RV, + ÄF, + BF3 + .., 

r,, u. f. n>. 

3 + . . = AT-, + AT, -f ■ßJ'a + - . 
= OQ, -I- OG3 + OQa + . . . 

Zj, . . gegebene Oerabc, Cj, cj, cj, . . gegebene 
Hj, . . ©treiien oon i,, /j, ^3, . ., bie fit^ ber 
[en Ci, Cj, cg, . . Berl^aUen, Pi, p^, Ps, . ■ bie 

^unctea eon ben gegebenen ®eraben, bereu 
ber Drcierfe J,B,0, A^B^O, A^B^O, . . übets 

bie ©umme c,pj + <;,j>2 + <^3Ps 4- ■ - "ö" 
II, fo glebt e9 im Sllfgeineinen unenblic^ ölet 
net beftimmten ©eraben, mlüft ber Sorbeiung 

: gemari&teu SBctouefe^unge« i[i (4) cjp, + e^p^ . 
+ ijBjO + A^B^O-i- . .}, Die ©uinme 



i ©a^eS 5a6(ii 3aco6 ©reger? unb augufl 6t(annt 
nim. p, 166. 

. 9, 11). SSitgl. aJieiet C>iri* geom. aujfl. U, 251. 
(tm 3 ®erabe gtaeben, unb bie juge^örigen äi^l'n "äin" 
nna (®erg. ann. 18 p. 217) betroitet, unb S. 3 a. 
®rti((M, $riJ8(. fatt Sanbeäli^ule 5|Jfoita 1851 unb 1854) 



- . .) tann Inöbefonbete einen »on O «nott^fingigen fflertt) 
,11); bann ift bie gorbernnfl oon fo(c^en Runden 0, für 
Summe c,p, + ■ ■ ei"«« fceltebig gegebenen ?Berl^ er^^iettc, 
ffiibetfpre^enb. 3m ailigeineinen ^ot aBer bie ©umme 
|- , .) einen SSert^, ber bo8 »en O mit einet beftimmten 
T) ge6i(bete SJreiect um eine beftimmie ©rüge übertrifft, iöei 
: §S6e biefefl Dteiect« ^at atfo ou^ bie Summe Cjp, 4- . . 
:ten ffiert^, unb behält benfelben, wenn feinen ?lbftanb 
ftS (AG) beplt. 



§. U. Ste^nli^feit ber Uteietfe. 

;ntt jaei 5!)reiecfe jioei ©intet ber iReide na($ gleich ^abra, 
ä^nlic^, b. \ bie Seiten beS einen Siteieds ^ben ber 
ju ben Seiten bed anbecn ^reietts, tcelt^e ben gleit^en 
,enüberUegen, gleii^e Sßer^ättniffe, unb bae SSer^ältnig ber 
ba6 Ouübtat beä 35et^ä[tniffe8 »on Seiten bec 35reiede, 
en SBinteln gegenüberliegen. Euch VI, 4—7. 19, 
ber ^inlet A =^ D, B = E, \t, ift ABC «s» DEF fvergt. 
% 

EF gegenüber ben gleid&en SßJinletn A unb D 
FD * * . - B unb E 

DE . - = <■ C mi F 

DEF = {BC : EF)\ 

K SSemei». SKa^t man auf DE bie ©trecTe DO 

\ = AB unb jiel^t OH paraÜel mit EF, \o ift 
\ D0:DE=6H-.EF = HD: FD (§. 8, 2). »u« 

\ ber »eraertung, bog bie 2Bintel HOD unb FED 

F y flteii^ finb, folgt aber in ©etbinbung mit ben Sor- 

5i ausfeftungen, baß bie a)reiede .ASC unb DQH 

^ \ glei* unb ä^nli* finb (§. 5, 3}. Sitfo ift AB : DE 

_ \ = ßC : EF = CA : FD. !Cü« SSet^üHnife ber 

'"* 35reierfef(ä($en finbct mon aus §. 10, 3. 
clung. Set ä^nlif^en Sreteden uer^alten fic^ bie Seiten 
i einanber ber jReitje nac^ wie bie ben gleii^en Sißintelr 
lenben Seiten beö anbern. J)enn bie ^rotjortion 

AB : BC : CA = DE : EF : FD 
betoiefenen Proportionen (älgebra §. 1, 5 unb 6). Statt 
oportionen Wnnen aud& bie ©lei^ungen oon ^tobucten 
DE.BC, AB. FD = DE. CA, BC . FD = EF .CA 



■1 



3(t^nli*t(it itx ©ctirft. 77 

:^e bie ©lei^l^eit Don beftiramten glo^en 

e ba8 aSer^ättniß uon 2 ©eiten unb ben 
ben beiben Seiten eingefc^toffcn wirb, ob« 
©eilen gegenüfcerliegt, ober Kenn bie 5>ret= 
weiten gleich ^abeit, {o [inb fie ä^nlit^. 
3 ; EF unb bei SBinfet ^ 

iC = DE : EF, AB 
C == J", ober ttenn 
FD, fo ift ber Sßjinfef 
tlogen (in ber ¥tt>pi"c= 
nbenj ©eiten SC unb 

auf DE bie ©trede 
oraüet mit EF, fo ift 

HD = DE : EF : FD (\'). 

f unb ^B ; BC == DE : EF, fo ift auf^ 

it^iit BC = ö-ff, unb 4BC ^ DÖÄ 

1 = D, folglich ABC M Df/" (l). 

I unb AB : BC = DE: EF. fo ergiebt 

ib .4ß(7 ^ DGff (§. 5, 4), b. ^. ^ = D, 

CA ^ DE : EF : FD, fo etgiefct ftd^ 
' : HD, mithin BC = GH, CA == HD, 
i),t).\i.A = D,B=Q = E, folgti^l 




Ereied djitb burc^ bie Slormale ou8 bem 
'■ jur |)^i)ohnufe in iffiei S)reiede get^eilt, 
nb einanber ä^ntic^ finb. ©ine ßat^ete ift 
lebra §. 1, 9) jiijifi^en ber §^pofenufe unb 
en ©ttttf berfetben. 5)ie ^formale ift boS 
ben ©lüden ber ^^(lotenufe. 
iletiflen ©reiecfe 

aUintel A ge» 
eo ACB, b. ^. 
C^ = AB. AD. 
SDreierfen ADC _ 
')AC unb DGB a~ 
njitement ACD 




78 Sintti ßuä). ¥tanitn<tiic. 

^en; fotgtlii^ tp ADC eo CöB, b. f). AD : DC 
CD^ = AD . DB. 

S)ieie @ä^e tieffen na<$ i^rei geometrifi^eti 3 
mit bem ^^tl^asorctf^en Sel^tfa^ (§■ 9, 5) {ufamn 

3iifäöe. 3n bei Proportion ber ä^ntic^en ! 

ABC : ADC : DCB = ^B^ : AC- 

ift ABC = JD(7 + CDB, fotgÜ* migebra (§ 

+ CB\ In Uefecreinftimmunfl mit bem ^^tl^agote 

®enn bic redeten aSintet ^Cß, 4'CS', . . t 
CD begrenit tterben, fo ffat man tot^vx bei gleich 
A'D . DB', . . 

b. ^. bie ©trecfen DB, DB', . . »eri&olten pi^ j 
na(^ loie bie teciprolen Strecfen DA, DA', ... ; 
fatnmen^ange fte^it j. $. bie ^ß^en eine« !3)reied 
benen fie normal finb. 

ajon iebem Slreiede (ä|t [t(^ ein ä^nfi^e« 5> 

mit bem gegebenen ^reiccte dne ®eite unb einet 

3)ie gen 




aWan tann bo^er ba« geomettijdfre 3HitteI 
ouct baburt^ finben, baß man DB, DE, CE \ 
mad^t Seil bann BE = AE, fo ift ^EJ? cvs Ai 

4. Senn bie buri$ einen $unct ge^enber 
Sreife begrenjt »erben, fo finb bie *(!tobncte oon 
■©ifferenj ober beren ©umme eine ®e^ne \% einon' 
|(^aftli(^er äßert^ ift in bem erften SaKe baS J 
aud bem gegebenen '^nncte, im jioeiten ^aiiz bat 
Iletnften ®e^ne, meti^e bni(^ ben gegebenen ^ui 
gaQe bie Siifferenj beS Ouabial^ ber @trede j: 



•s^. 



.1 . at^lii^Itil b» 3>Ttitde. 
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n unb beö QuobrotS be« Mübiu«, unb ^t§t 
ts in Sejug auf ben ffireis.*} 
ie büxä) A ge^enben ®etaben bot ^etd in £ 
leiben, [o jinb bie üDteietfe ABC unb 40" B' 
1 XBinlel bei A 



B'^AC-.AC. 

au^er^alb be« 

bie ^uncte B 
oüen, ttü^renb 
Tangente mirb, 
AC . AC, iDie 
it bet Dreieife 
iebt. 

im ffreife liegt, unb bie ®erabe ADD' not» 
;nttum M ge^enben ®eraben AM gejogen wirb, 
00*, unb DD' bie Ileinfte unter ben ©e^nen, 

merben liJnnen (§. 6, 11). Iiann ^ot man 




Jen liteiect ADM ^at man nac^ bem ^^t^ago» 
5) in bem einen gaüe AD^ = AM'^ — MD\ 
>2 = — AW + MD\ 
im: 3Senn auf ben ©eraben AB unb AC bie 
}en, baß AB .AB' = AC.AC. fo üegt C" auf 
, biefer fireiö f^nitte bie ®erobe AC in E, fo märe 
lerfi^ieben oon AC. AC, gegen bie aSotauflfegung. 

geonietrifc^en änittel« 

'ann man bo« Dreied 
[ einen bon jtcei gege 
^e gteii^, bem anbern 
5). Um baß Dreied 
ABC, a^aliii} ADC m, 
ometrift^e ^Rittet AE 
inb jie^t EF paxaüei 

I ÜRamc be«. ^cobuctt Ifl i 




»"••» 
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»ierte« mö). ^latiiinetrie. 



mit na !Dann ift (§. 10, 3) 

ÄEF : ABC = (AE : AB)(AF : ACT) 

= (^jB : -4i?)(ilE : AD) = \ 

Um baö 2)rcic(f PQÄ buxd^ ^araBetcn t)on gegebener »«c^tung 
na(]& gegebenen SSer^ältniffen gu tl^eikn, j. 33. fo, bag bie 5C&eife fic^ 

berl^atten b)ie Qa: aßißy: yR, }ie]^e 
man PÄ in ber gegebenen Stid^tung, 
bie ^alblreife um QS unb AB, bie 
9?ormaten ju QR burd^ bie il^eit 
|)uncte a, ß, Yf toetd^c bie f)alblreifc 
in «', /3', y' fd^neiben, unb maäft QA 

^t^' = aa\ QB = qJj', CR = y'Ä 

enb(id& ^^'; BB\ CO ^)araQet mit 
PÄ Dann ift 
OAA*: QSP = (Qa' : tt^^ = O« : QS 
QSP : Qi2P == QiS : OB 
folglid^ QAA' : aiiP = Qa : OK. Sbenfo 

QBB' : GÄP = Qß : QR, OCR : POÄ = yÄ : QM, 
aCC'P : POß = Qy : QÄ, u. f. ö>. 
aWit^in ber^atten fic^ QAA' : A*ABB* : ß'^CC : OCR ju einanber 
ber 9tei^^e nad^ tt)ie Qa : aß: ßy : yR.*) 




6. 



eine ©trede l^eißt nad^ ftetiger 5ßroportion, ober in eine mitt* 

tere unb eine äufere ^xopottxo^ 
mit, ober golben getl^eitt, »enn 
ein Sl^eit (ber golbne Slbfd^nitt) 
ba« geometrifdf^e SÄittet ift itou 
fd^en bem anbern Jl^eil unb ber 
ganzen ©tredEe/*) 

Um bie ©tredte AB golben iu 
tl^eilen, jiel^t man BC normal ju 
AB unb l^alb fo groß, unb be* 
fd^reibt ben Ärei« um C mit bem 
9iabiuö CB, meCd&er bie ©erabc 
AC in D (unb E) fd^neibet 2)ann 




t) Sluf gaben btcfcr Strt l^abcn SWal^ommcb Sagbeb in uö 950 (de superficieru 
divisionibus 1570), ficonarbo t)on ^ifa 1220 (Practica geometriae fol. 86) ji 
fammengeficttl. SSergl. aKeiev ©irfd^ geom. Slufg. I, 14 ff. 3. ^. 2;. aKüU" 
^lantm. p. 266 ff. 

**) Eucl. VI, def. 3. «ergt. U, 11. IV, 10. VI. 30. Xm, 1 ff, 3)u 8enc 
nung sectio aurea s. divina iß neueren UrfprungS. 



ik. 



Bon b<n ä^nltc^di gigutcn. gi 

i SIbfdJnitt Don AB. S)tnn bie Oerobe AB 
) ^at man (4) 

: AB = AB : AD 

1, meit DE = AB, 

J-B : AD, AF^ = FB . AB. 
*en ©atje ift ^C^ = ^B^ + BC» = 4^5^, 
, unb 
AB == i(/5-l) 
4B = 4(3-/5) 
FB = K/5 + 
ber flolbne älbf^nitt bed Slabiue bie ©eite 
jnen ^e^netfs. 3ft -40 = AB, B6 = äF, 
. »eil biefe 3)teiectt ben ffiiiifet B gemein 
OB : BA. ©al^er ip bet SBintel FGB == 

= BO = AF, fotgit* au(^ ber Sffiinlef 

ÖBJ = WAG, bBAQ = 280*, XüBAG 



rt einer {Ütgur ein ^unct einer anbern ^gur 
erfe ABC, AB7>, ABB, . ., welche oon jtoei 
tit ben übrigen ^uncteit berfetben gigur ge^ 
:(wnben iCteieden ber anbern %\^vx A'B'C, 
^e m^ fi^nlti^ finb, unb babei ABD, ABB, . . 
■■ entflegengefe^tem ©inne, ie na^bem A'B'D', 
t einerlei ober.entgegengefetitem Sinne ftnb: 
OE . . unb A'B'CD-B' . . aJ^nfic^, b. ^. aüe 

Oigut finb ben ent[)>rec^nben X)reie(fen ber 
©(reden ber einen gigur Bertolten [läf jii 
tote bie entfpred^enben @trecfen bet anbern 

Perimeter ift baö ajer^aftnig entfiJrec&enber 
ber glüd^en ift ba« Quabrat bed Sitcffült' 
in.') 



tibifd^e Stflnition (bit «fte jum eten Cuc^) ig uw 
tinfi^lifßt, ttd^e eints «emtittB ttbflrftn. »«gl. 
m^anblnng btS Stif. 



;»ri«. "3Iq* ben aSotauefeeungen ift bei SBtnW ß-4Z) = ^A'D', 

-- B'A'C, folßlii^ CAD = CjI'ö'. Suftlcit^ ift AC:AB = A'O : 
AB', AB : AD = A'B" : A'D', folgßc^ AC : AD 
= A'C' : A'D-; mithin ACD e« ^'CD' (§. 11, 2). 
<&Ua]etiUmtmar[ACEK)A'CE',ADEe^iA'D'E;.., 
BCDc^B'CD', BCEkiB'G'E',BDEcoB'D'E',... 
3(ue bet aie^nlH^f ooneit BCD unb B'CD', SCE 
unb B-OE' folgt ebenfo bie %e^nli(^Itit »on Ci>£ 
unb CD'i', B. f. m. 

®ie ®lei(^ungen AB : A'B' = AC : A'O 
= . . =^ BC : B'C = BD : B'D' = . . = 
CD : CD' — CE^ : Cfi* = . . flnb in b« ^tO" 
yoctton 

0:..:BC:BD:..:CD:..=A'B':A'a:..:B'a:B'D':..iCD':.. 

cn, aus bet auc^ 
SC + Co + . . : AB = ^'B* + CC + CD' + . . : A'B' 

BC + CD + ..: A'B' + B'C + CD' + . . = AB : A'B' 
aifflebra §. 1, 7). ebenfo fd^Ue^t man ou6 b«n ©teii^iwgen 

1) 
A'B'C = ACD : A'CD- = ADE : A'D'^ = >. = {AB: A'B')^ 
ir^ältnii bet glasen 

ABCDE . . : A'B'CD'E' . . = (AB : A'B')\ 

SBenn 3 ^uncte bet einen giflut auf einet ®etoben liegen, fo 
bie entft>te<^enben $unde bei ä^n(i<$en gigui au^ auf einet 
m; entffjiet^enbe ©tiecten bet ä^nlii^n S'Sui^ n>etben in ent< 
nben ^uncten na^ bemfelben SSet^Sltnil get^eift. SSienn iaibf 
eine ^gut ein <Sentium l^at (§. 7, 6), fo ^at aü6) bte ä^nlit^c 
ein gentium, unb bie Sentten finb eiitf)}te(^enbe $uncte bei 
giguren. ■ 

egen bie ^uncte ber einen gigut auf einet Sutbe, fo liegen bie 
i^enben ^unde ber ä^nli^en gigut auf einer ä^nli^n Surbe. 
©e^ne bet einen Sutbe entf))rt4t eine @e^ne ber anbetn €ur»e, 
enn eine @e^ne ber einen Suvoe oetfc^minbet, fo cerfc^totnbet 
ie entfijrec^eHbe ®e^ne ber anbern Surte, b. Ij. ber langente *"t 
iurbe burd^ einen ißunct entfprtt^t bie iTangente ber anbetn (Su: e 
3en entfpre^enben $unct (§. 3, 5). @inem bet einen @utDe e • 
benen ober umgef^tiebenen ^ol^gon entf))rt<^t ein bet anb n 
eingef^riebeueö ober umgefi^tiebenee ^ol^go", nnb tnenn boB e e 
^ol^gone mit bei <£urbe bei unenblic^er Slnja^l ber gemeinf<$c > 



San btn ti^nri^tn ^gmta. 

(t, fo fSUt au(^ ba« entf^jred^etibe ^ 
ttve pfammen. ICa^er tft ba8 !Bei 
S^nlt^en Sutven betn SBet^aitniß etitf) 
rffältiitß entfptei^enbei gläi^en bem C 
^nbet ©treden glei^. 

le »on beifelben Slnja^t bec @eiten n 
:b S4n(ic!te Siguren; juti fotgenbe @ 
1 atö tigenb jioet folgenben Qid|}uncl 
nb angenommen tverben. 
en(e oon Streifen (§. 3, 6), ftreistoj 
ö^n(i(^e )$tsuten; einem @nb)}unct bt 
jpunct be« anbern SBogen«. 3e j»ei 
I SBoflen beS einen SheifeS tonn als 
e8 anbern Ätetfea ent(i)tec^enb angei 
bei Jtreidpeiipljtrien ober ä^nüt^er 
iltnit entfpied^enber @treden ). :SB. b< 
lig ber ^eie^ä^en ober Sl^ntic^ ®i 
irat be« äJer^ättniffe« entf))ie(^ber ^ 




»on bem ftteia (B) in C elnerfeitt 
■erü^rt wirb, unb oon bem Ärei? (B'] 
mt\ta AC~BC ift, in C einetfc 
gröSer ober Heiner ol9 BC, unb wenn 
) Ift D ein gemeinfc^aftlii^er ^unct be 
i^ntngsfe^ne OO, unb ber öogen CO 
ber iöcgen CD unb DC. ißenn jufi 
=■ BC. B'D = ÄB = B'C liegt P 
^ ouf (ßO. S3ie Sogen CO, OD, DC 
nb S^nli^, bie iSogen unb i^ie ©e^t 
> i^re Slabien. 3!)a^er ift Sogen unt 



ZitfinJtini ftflatiCdIt (UI, d^. II). 
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IBierted 8u4. $Iammetcie. 




ca in bcm crftcn gatt CD + DO, in bcnt 
anbcrn gaü CD— DG. 3ft bcr «ogen Cm 
be« Äreifc« (^) f o tong ate ber ©ogen CZ>^ 
fo ift bcr ®ogen EO in bem erften gatt. fo 
lang ate Z^C, in bem anbem %a\i fo lang 
att OD. SBcnn bcr Ärciö (J5) anf bem 
ftreid {A) roDenb ol^ne 2U gleiten ben Sogen 
EC jurücf gelegt l^at, fo l^at ber ?unct D 
bed Greife« {B) einen S)>icl^ctoibenbogen ED 
befd^rieben. !^enfe(ben (S)>ic^c(oibenbogeti 
l^at ber ^nnct D be« Äreife« {&) befd&rie*» 
ben, tt>enn ber 8rei« {B*) in gteid^cr SBcife 
ben Sogen EO jnrüdgelegt l^at.*) 

35ie {Ringfläd^e jtt)if(i^en jtoei concentrifd^en Sret^ 
fen ift ber gtäd&e be^ ftreife« gteid^, beffen !Diamc= 
ter eine burd^ ben augem ftreid begrenjte 2;angente 
bc« innern Äreife« ift. 35enn bie Äreiöftad^en oer*^ 
l^aften fid^ tDie bie Ouabrate il^rer 9iabien; nun ift 
ber SBinlet CBA red^t m\>AC^—AB^ == BC^ nacä^ 
bcm ^^tl^agoreifd^en ©afee, folglid^ u. f. ö). 

5Dic bon ben ^alblreifen AC, CB, BA eingefd^Ioffene Städte («r* 

belo«, ArcWm. lemma 4) ift ber ^Vkijt be« 
ftreife« gteid^, bcffcn !Diameter bad geometrifd^e 
aWittct CD jtoifd^en ben 5Diametem AC unb 
CB ift. !©enn (AC + CB)^ — AC^ — CB^ 
r= 2AC.CB = 2CD\ 

aSon ben ^albheifcn AB, BC, CD DA, unter benen ber erfte unb 

britte gteid^, ber jtocite unb »)icrte concenttifd^ 
flnb, toirb eine gtäd^e cingefdjitoffcn (©aünon, 
Archim. lemma 14), bie ber gläd^c be« Sret* 
f e^ gteid^ ift, beffen !Diameter bie ©ummc FG 
ber 9{abien bon ben beiben concentrifd^en $a(b^ 
Ireifen ift ©enn AD^ — 2AB^ + BC^ = 

(2AB+BC)^—2AB^+BC^ = 2{AB'tßO)^ 
= 2FG\ 

3Son ben ^atblreifen ftber ben ©eiten eine« red^ttoinleligen S)re » 
edC« toerben gtt)ei fid^ctförmige gtäd^cn (fii^vtoxo*, lunulae) eingefd^Ioffe , 






^) (Sutet Acta Petrop. 1781, I p. 48 De duplici genesi epicyeloidam et . 



ik.. 



Scn bw a^nli^ g'atten. 




t boS rechts 

: 2)reittf ABD einf^teftt, unb um ba« gen» 

3F bef^reibt, [o bog EF mit AB püxaMt 




ABD gteic^ ba glfi^ be» JjalbtretfeS AB. 
m Duabrontm ^IB unb bem ^otblfrei« BA 
)« ftwief(ä(^e AB unb ucn ber ^atblreie* 
ibem mon bae ©esment AB Bon bet ^atb« 
m ©ector Z>^S fubtro^irt, erhält man bie 



(nöroert^: toenn eine bwr^ D gejogene ®e» 
en Ärei« in H f^neibet, unb toenn bie Stör* 
®etabe in J f^neibet, fo ift bie Bon ben 
ptwde 6H eingeft^Ioftene gtäc^e ber gläc^e 
!Benn bet ©ector CAS ift bem boppellen 
bem einfachen ®ectct DAQ g(ei($, ireil bet 
b DA^ = 2CA^. 9iun ift AHO + DAG 
1, folgll^ bie 8*fu<^'e S'ö'i&e ABG glei^ 
CjD,* ~ CDi? = DAJ, »eil Cüfl^ = CDJ 
lan bie glätte .4^0' gtei^ ber gtä^e beä 



tB »on KSieS, eines 3eit9enof((n öon ißericIeB, Kit 
;n 3uw9 5« if(6ini6aureii gtmait Acta Ernd. 
natv. SD, III p. 591. Unterfuc^ungcn übet bie ^S<^en 
bet man iingefltBTt !Reug Bepeit. commentt. p. 45. 
laulen'e in SttOe 3. 21 p. 375. 



Sßititc« 8u4. Vlanittlttric 



1 



3u juei gegebnen ©tieden ..IB, -^iBt 8"^' ^ fDloit^t einen 
mit beut bie ©tredtn ä^nlit^e ^reietfe »on etneilei ©inn 
i möf einen ^uiict N, mit bem fie ü^nlit^e ^eie<fe tm ent> 
tem ©iim bitben.*) 

n ble ©treten AB, A,B^ pmaM flnb, fo ift 5 her SJurc^ 
nd bei ®noben AA, , BB, (§. 8, 2). ffienn ferner bie ®e. 
t unb A,Bi in R fi^ fi^neiben, unb bie Oeiaben AA,, BB^ 
inb, fo faßt 8 mit B jufttmraen, unb bh ftretfe AA^B, BB^R 
einanber, tueit i^re Zentren auf einer buT<$ B ge^enben @e> 
> beftnben (§. 8, 3). 3n Jebem onbern gaüe ift S bet anbete 
S)ur(^f4)nitte))unctberaret{e 
AAiB, BS,B. S)enn t» 
finb ntd^t nut bie JSogen 
SA unb AB, 8A^ unbSB,, 
unb bie 3:)reie(fe SAA, unb 
SBBi, fonbern auc^ bie 
iDteiede SAB unb 5^4, ß, 
äi^nlii^ unb Wn einerlei 
©inn (§. 4, 7). S)em 6en. 
trum « be8 jhreifee ^A^ 
eiiEf))ttt$t bae (Eenttum ß 
be« Steifes Äßßi fo, bog 
bie Siauten <S.Aija unb 
SBB,ß ö^nli^ finb unb 
Bon einerlei ©itm (2). 9uS 
bec Sle^ntic^Ieit »du SAa 
unb SBß folgt aber bie 
!it Bon Saß unb S^ »eil bet SBiinlel oSp — «SB + BSß 
\-aSB=ASB unb Sa 1 Sß = SA : SB (§. II, 2). !Die gtei* 
lel ASB, Aj8B„ aSß finb bem Sffiinlet ber ä^nttt^en »ofloi 
SB gtei^; bie ßUiä)ta Sffiinlef AS^i, BSBj pnb bem Sßinlel 
fen AB unb J,S, gtei^. 
in ^Bin C, A,B^ in C, na$ bemfetben Sßer^fißnit get^riB 

fle^t ber Äreie CG, R, beff en Eenttum y fd, ebenfaüe buni^ 

1 aus bet ae^nltc^teit bet X)reiede S4<7 unb :5^ C^ folgt bit 
ber ffiinM CSCt. ASA„ AC^AtC,. ^ieraufl ergiebt P4 

:i^feU ber S)reiecfe SAi, unb SCC^ , bet ißogen ÄJ unb ; , 
cen SAAitt unb SCC^y, enblicfi bet I)teiede SAC, SA, C„ Ä . 




rflf. Wt §. 7. citittt attauMung p. 43. 



Bon ben a^vli&tn ^snreti. g? 

B, in Bk, CC, in C» nacSf bemfelbeu fle= 
n>eibeii, fo liegen ^», 5ji, C» auf einer @e» 
!8r)iau8fe%ung finb bie gigUTen SAAfAk, 
unb Bon elnertei ©inn. ^ieraud fctiCiegt 
:U(^ bie giguten ÄABC, SÄ^B^C,, SAkBuCk 
iinn finb. 

if elfter ©etaben s bie SJuncte A^, B^, G^, 
ie ^uncte Ä^, B^, C^. in benen bie ©tteden 
D angen nai$ bem 3SeT^ä(tni$ AB : ^,£1 
Etben, »eld^ bfe SKHnfel .4S.i„ B8B^, CSC, 
liten c§. 8, 6). Die ©eraben s unb n finb 
meiere ben bon AB unb '4,£, gebitbeten 
)inlef ^aCbiien. 3)enn aus ber Se^nli^Teit 
in« 5^5, Ä<4,-B„ Ä-lsBi, Ä^s^s folgt loie 

j, Jj£iM,B, = J^Ä^,, AB'-A^B^-^ASA^, 

nn »itb ber Sinlei ASA, unb fein Sieben-^ 

Ifltbitt, alfo bitbet * mit AB unb AjB, ent- 

n mit benfetben iSeraben (u|)ptement5re 

ßund N bec @>eiaben « unb n liegt auf ben 

IC^, fo ba§ bie ijiguren JV4BC unb NAiB, Ci 

Eltern Sinn finb. Xienn bie aSinlel A^NA^, 

, ipie ^2-8^3, B^SB-j, C^SC^, folglich ge^n 

welche bie ©tiedcn ^^1, BB,, CC,, innen 

öltnig .<1£ : '41^1 normal f^neiben. äuä 

n (§. 8, 6), baß AN : A,N = BN : B^N 

B„ unb bat b« Sffiinfel ^iV^ -= -^s-^'-^j, 

= C^Na,. 3)emno(^ rmb bie Stnfel ^iVß 

unb AiNBi, ANC unb AjNC^ gfeid^ unb entgegeugefegt, alfo bie 'iDrei* 

ede iVMB unb W^^iSi, iMC unb A"^, C, ü^nttt^ unb oon entgegen- 

aefeitem Sinn (§. 11, 2). 

3)ie ©trecEen AB unb A, S, metben bon ber ®eraben n in G unb 
öl, ton ber ©craben s in B unb H, fo get^eilt, bog AG : BG ^ 
A^Gf-. BiO,, An:BS= ^,ff, : B,J?,, mithin 5^0 unb SA,G„ 
SAA, mb SGGu SAB unb SA^B^, SAA^ unb SHH, ä^nlic^ unb 
Bon (inertet @inn finb. ©enn wegen ber gleiten 5ffiin!el p"*' b« 
ceietfe Ai^ff unb ^^,G,, NBG unb iVS,Gi, A'AS unb if^H,, 
5ö unb iVÄ,.ff, ä^nli*, folglich u. f. ». 



*) S>t([e iSunbe If^ntibet bie Sttcdtcn AB unb .d,£i r 
, tcit man mit @Utfe be9 SRutelaif^tn &a^tS {Xiigonom. 



88 S^tttte« 8tt(i^. Panimetrie. 

3)ic ©crabcn RS unb 8N finb normal ju ctnanber. ©cnti btc 
©trede ^^^ toirb burd^ bie ®eti)fbe ^/Sf in ZT^ na<j^ bent SSer^ttnig 
gcfdjfnittcn, loetd^c« blc äbftänbc be« ^nncte« -^2 *>^« *^«^ (BttaitnAB 
unb ilj ^1 l^afcen, mit bcncn bic ®erabe s cntgcgcngcfcfet glcid^c WSivM 
bitbct. Daffclbc SBer^ätaiß l^abcn bie äbftänbe bc^ ^uncte« S ton ben 
®erabcn ^ß unb A^B^, mmiiä) SH : 8H^ z=: AB : AiB^. Bugfetd^ 
l^at man HN : H^N ^ AB : A^B^; alfo toirb bcr SBtnlcI HSH^ 
unb fein 5Rebentoinfct löon ben ®eraben RS unb SN l^atbirt (§. 8, 6), 
unb ber SOginlel ÄÄiV^ ift xtäft 

ffienn man bie ßentren ber fireife A^SA^, B^SB^, C^SC^ burd^ 
«if /^if n bejeid^net, fo finb bie gigurcn ^«iftyi, Saßy, SABO , . . 
ä^nttd^ unb ))on einerlei ®inn, tote and ber Sel^nlid^Ieit t>onSAA^A^a^^ 
SBB^B^ß^, SCC^C^y^ \xäf ergiebt. Sugtei* finb bie®erabcn «ft^nnb 
^ißiYx normal ju einanber, toei( fie bie normalen ©treden RS unb 
SN normal l^atbircn (§. 6, 7). äilfo finb ondfi bie ©inicl aSa^, ßSß^, 
ySy^ xtd)t, b. 1^. bieÄreifeiläjÄ, BB^R, CC^R toerben bon beuÄrci* 
Jen -42^^.43, B^SB^, C^SC^ bcr {Reil^e na<Sf notmal gcfd^nitten. 5)tc 
®eraben aßy unb «iftyi fd^neiben fid^ aber auf ber SRitte ber 
©tredc NR. 

5. 3« Jtoei al^ntid^en giguren bon einerlei ©inn^ ABC . . unb 
A^B^C^.,, giebt eö einen fid^ fclbft fo entfpred^enbenjßunct S, ba§ 
i^-4i5C . . unb SA^ B^C^. . affnliäft giguren einerlei ©inneö finb. 3ft 
nämlid^ S ber ^unct, mit toeldj^em AB unb ^, B^ ä^fulid^e ©reietf e bon 
einerlei ©inn bilbcn (4), fo folgt an^ ben ©ebingungen ABSqo A^B^S, 
ABC ess A^B^C^, . . bie Slel^ulic^leit tjon SABC . . unb SA^B^C^ . . (l). 

^kWmMASA^, BSBi, CSC^, . ,,AB^A^Bi,AO'A^ C^, BC^B^C^,.. 

finb bon berfetben ©röge. !Die entf^^red^enben ©eraben AB unb A^B^, 
AC unb A^C^, . , fd^neiben fid& auf bem Steife AA^S; bie entf^^red^cm 
ben ©eraben BA unb BiA^, BC unb B^C^, , . fd&neiben fld^ auf bau 
greife BB^S, u. f. to. Sßergl. §. 7, 3. 

Die Sreife, toeld^e bie aSerbinbung^llnien iLli , BB^, C^Ci/ . . Innen 
neu in A^, B^, Gj, .., au^en in -^3, B^, O3, . . nad^ bem Sßerl^aft* 
ni§ ber entf^jrec^enben ©tredEen i4J? : A^B^ red^ttoinlelig t^eilen (§. 8, 6> 
ge^n burd^ S (4). ^ng^iziäf liegen bie ßentren a,ß,y, . , ber firelfc 
AA^S, BB^S, CC^S, . ., bie inneren 2i^eil^)uncte ilj, ^3, C3, . . , bie 
äußeren 2;i^eilj)uncte A^, B^, C3, .,, unb bie Sentren «1/ ft, yi, - 
ber greife A^A^S, B^B^S, C^C^S, . . fo bag bie giguren SABC . ., 

SA^B^C^ , . ,, SA2B2C2 f . .f SA^B^C^f . . , Sußy . . , Sa^ß^y^ , . äl^n* 

lid^ unb einerlei ©inne^ finb (4). 

SBirb bie gigur SABC . . in i^rer ebene um S gebrel&t, bi« bic 



Ib. 



IS. Sen btit a^nli^tn gigurctt. g9 

Rti^Iung SA, ober mit bei entgegengefe^ten SRt4> 

' erl^aöen bie giguren ijerfisectUlf^e Sage, 

ien ber enttptei^enben^nnrte A4,, Sß,, CCj,.. 

>ft eitt[))iect>ettben ^unct 8. 2>ann {inb je juiet 

atallel; Im etflen ^afle ^ben je jtDe! entfiire^ 

Stiftung, unb bie SBeibinbungSltnien A^„ ££,, 

e(&ft entfpte^enben $un{t au«, Uetci^er ängetei 

^elgt; im anbtm So^^ W^'i t' i^ entf|]t&> 

c^e Streden entgegengefe^te 9iic^tuag, unb bie aSeiHnbungetinien 

AA^, BBj, CCj, . . fcffliegen bew ji^ [el6ft entfijtec^enben ^Junct S ein, 

melier innerer äe^ntic^leitatjunct genannt wirb.") 

6. 3" V^ ä^nli^en giguren Bon entgegcngefefetem ©inn, ABC . . 
unb AjBi O, , . . , giebt e« einen ^äf fefbft \o entj^irec^enben $unct N, 
bag NABC . . unb NAiBjO, . . ä^nli(!^e giguien entgegengefe^ten 
Sinne« finb. 3ft nämlid^ JV ber ^unct, mit welchem AB unb A^B^ 
af)tiüa)t SDreiede tton entgegengefe^tem ®inn bitten (4), fo folgt au« ben 
»ebingungtn ABN eo AyB^N, ABC w A^B^Ct, . . bie Ste^nlit^lctt 
Don NABC . . unb NA^BjC, . . (l). 

X)ie ©eiabtn s unb n, totläjt buic^ ben $nnct iV^ ge^n unb mit 
AB unb AfBi entgegengefe^t gleiti^e unb fu))))Iementäre Sintet bi(ben, 
titbcn outi^ mit AC unb 4,C,, mit BC unb SiC,, . . fotd^e SßinM 
anb entf))ce<i^en fi($ felbft beigeftatt, bag s bon entfiite^enben ©eraben 
in entffirec^enben Runden gefc^nitten totib, bie ben $unct N auefi^ltt- 
6en, ttäl^renb n »on entfpred^enben ©eraben in entfprec^enben ^uneten 
gef^nitten wirb, bie ben $und N einfi^Iiefeen. t>\t S3etbinbung«(inien 
ber entfprec^enben ^«nrte AAj, BB^, CC„ . . toerben Don ben fic^ felbft 
entftirec^enben @eraben » unb n innen unb äugen na($ bem Sßerpitnig 
entfpted^enbet ®treäen {AB ; ^jS,) gefc^nitten (4). 3n petfpectiDifc^e 

age tünnen a^nüc^e giguren bon entgegengefe^tem @intt nii^t gelangen, 

^ne ba§ bie eine im {Räume umgemenbet tsirb. 

7. ^toü Steife »on beliebiger Sage Wnnen al« ä^nti^e gigureu 
1 ))erft)ecti))tf<$ei Sage auf )«et ^rten betrautet tverben. 9Ia($ bei 



•) ®« 6ti atnli^tn giguv« fl^ felSfl entfpticSenbt ^unct ift öon (guter 1777 
■. Act. Petrop. 9 p, 154) iüia^iiltt unb Setinti4tittej)inict (centmm eiiuilitn- 
i) ^tnannt »Dtitn. ©erldM ^ä^ BtiSBaoiiue {Stufg.b, anal. ®eom. I. p. 59) 
attonäljunct. StJolIoniuS rai et(l(ii IBuÄ b« tSentn Detter (Betfil. Eo- 
t'e UtBttf. ber ©imfon'Wm S5(at6(ituita p. 36) tatte benfelben 5|Junct jnr Son- 
.tion äBnliier gigurtn gebwui^. ®tt aMSbrud „tJetfBectiuiWt Eage" iü6tt Bon 
iner bet (@ljfe_i5ntni. p, 29), nnb tft bejeicbntnb« als btr oltt Suebtucf „l'q-a-. 
Saflt" {Eucl. VI, 18. XI, 27). .^ 



SSintte fßnäi. $bimnacit. 

ffaffung iiaittt fie einen äugnen, na$ bcr anbetn einen inttern 
eitepunct (5); bie ae^n{tc^{ette;)uncte tl^etlett ben äbftitnb bec 
innen unb äugen vaäf lern äJer^Üttnig ber jßabien. Xmrd^ bie 
eitötiuncte ge^n bie gemeinfc^aftlit^en Siangcnten bei jtreife.*) 
t man ben StabiuS MA, ber in bei bui<$ bie Sentien M unb 
iben ®txahm Qegt, bem ^Eetc^geik^teten Sabine M^A^ entfpie« 
I entffiiid^t einem anbein 9tabtu8 MB bei gleicl^geiii^tete 9ta< 
B, fo, baß bie SÖo^m AB anb ÄiB^ h\}tAi6f ftnb (3). IKitb 
be MAff Bon bei ©erann BB^ in 8 gefc^nitten, fo ftnb bie 
SMB unb Sl^iBi fi^nlic^ unb Bon einerlei @inn, ba^er 
,5 = -Sfß : 3f,S,. SBJenn femer C unb cr, entfprei^enbt 
er ^eife, mithin MC unb M^ C, SRabien Bon einerlei SRit^tung 
je^ bie ®eiabe CC, buic^ ben ^unct Ä, »eil fie bie ©trecfe 
gen naH) bem Sei^^nig bei {Rabien t^eiU. äBenn inSBefon* 
@eiabe SC ben ftiei« (M) beruht, fo berß^rt fte aiit^ ben 
teie (Mi). 

t man bagegen ben JRabiuS MA bem entsegeng'efegten 9tabiuä 
tff)reil^enb, fo entf)>rid^ einem onbent iRabiuä MB ber ))araQete 
efeftte SRabiu« M^B^, fo bag bie Sogen AB im'bA^Bj ä^nliiif 
liib bie ®eiabe MM, tjon bei ©etoben BB^ in r gcf^ttitten, 
tie ^ätdt TMB unb TAfj^j ä^nlitt unb uon einerlei ©inn, 
T : TM, = MB : M,B^, u. f. H). 
©eftinunung ber ae^ntid^feitaiiunete 5 unb T bei Äieife, bereu 
)un^ r unb p fiejeic^net iveiben, tfat man 

MS : M,8 : MM, = r : f : r — n 

MT : TM, : MM, = r -. ^ : r + q 
älei^nng Bon MS unb MT mit r, oon M,S unb TM, mit p 
i ber Serglei($ung Bon MM, mit r — p unb r+p, Bon ttett^i 
ifeitifle gage bei beiben ftieife afeljängt (§. 3, 3). Sffienn bie 
ißer einanber liegen, fo ftnb T unb S oon ben Äretfen auSge^ 
unb e3 giebt jtoei ^aare gemeinf^aftlic^er longeWen ber 
öenn bie ffreife fi(^ außen berühren, fo ift T i^r gemeinfi^aft* 
inct, »Düi^ienb 3 Bon beiben Reifen ouSgefc^toffen bleibt, unb 
3 gemeinfi^aftli^ Tangenten ber Äreife. 9Benn bie Äretfe 
iben, fo fc^iießen beibe ben ?unct T ein nnb ben $unct S au8, 
giebt nut ein ißaai gemeinfc^aftlif^e Slangenten. 2Benn ein 
n ättberii innen beiü^rt, fo fd^liegen beibe ben $unct T ein ur 
trt $unct S gemein, »S^renb eine gemeinf^aftli^e 3:angen 
;ibt. Senn ein IhetS Bon bem anbem eingeft^loffen roiib, ' 

:tgl. $a)>pua TU, 110. 118. Snlcr a. a. O. SßonceUt propr. pic 
imv gtata. Sonjto. p. 42. 



e T uRb £ ein unb ^akti leine gemeinfc^oft' 
roncentrifd^en Reifen faQen bie Slei^nlii^feitec 
[d^aftUc^tt i^ntiuni jufammen. Sei gUii^en 
: Sle^nltf^teitöpunct ouf MMi uneubfic^ fern, 
nli4Iett«))unct mit bei 3JIitte Bon W3f, ju- 

t S^nlid^eR Stguceii ^"^ einerlei ©inn au8 je 
i^en Si^eiten ton einerlei ®inn befte^n unb fe 
, 6), wenn fetner ein ^aat enifpre^enbe Seiten 
bie )$iguten auf ^toet 9(rten al6 per^pectiuifcib 
ber einen Kuffoffnng }}ttbtn fie einen äußeren, 
nern 3[f^n(i(^feit«))und; bie Se^nti^Ieitäpunde 
Seutren innen unb au§en no^ bem ©er^äitniß 
®inb AB . . ^,B, . . unb r(J . . a,(J, . . bie 
ti i^re Zentren , AB unb aß (jarallel, fo fann 
bie ©tiecte ^a als ou^ tie entgegengefe^te 
gefetzt werben, unb M^ toirb von Au unb Att^ 
ui gef{!^nitten. 

ceied ABC liegen ber ^a^eupunct H (§. 6, 9), 
, 4) unb ba6 Zentrum M beä umgeft^riebenen 
n*}, fo bog HS: SM = 2. SBenu A^, 5„ 
n BC, CA, AB be« Ikeied« dßC ftnb, fo 
ede ß, (7,Af mit ben Seiten be« 2)reied« BCH 
S)a^ put' t'ie S>«ie(fe B^CiM unb BCff 

©inn, unb jwar in )3erf))ectlbifcl&er Sage mit 
tsipuitct, njeiV 5,Ci unb BC entgegengefefete 

^tctdtBM ge^t but^ ben ^ri^fi^nittepunct 
\ unb »irb Bon i^m innen nai^ bem ©erl^ält* 

8, 3) get^eilt. 

:'f(^en ©eraben BSJf liegt an* baö Seutrum 
teife« A^B^C^, fo baß Jf^, innen In S, oußen 
[ 2 get^fiC »itb.*b SÖenn man 5, C, jV, eo ßC;tf 
:ntrum bes ÄreifeS ^|ßiC,, bie iRabien MA 



iblin. Sitded 1822. 55 ff. 2)a6 b« Steia .^^aüjC^ bie 
unb bit ©Ictdtn ÄA, BB. HG ^tümt, baten auc6 
1810 btlannt gemaiit (<9eig. Ann, XI p. 215). Slitft 
nti: 1833 ©um. (£pii|it. p. 50 bux4 ^cttai^tuns btc 



^. ^tatitmetift. 

lOel im SSerWVtnlS 2, JfJtf, unt> 
r^ältnig 2, alfo in 8, bem %e^n> 
{ii${eU«4)unct unb gemeinfi^aftli^ 
Sd^meitiuncl bei ^etette ABC unb 
^iB,C,, bem innern 8le^nIi[^!eU8' 
puKct ttx Stiti\t ABC unb ^i^tOi 
(7). SJabei ift (I) ATff = 3MS 
— 2MS + 25«", = 2ilfJ/, = 
2itf,Ä, MS : 3f,H = 2, olfo ff 
ber äugert He^nlic^teit^uncl bei 
»reife J^C unb A,BiC,. 

Senn 4^ unb A, ®egen)»uncU 
bts t$enei6a$'f(^en Jtceiftft ftnb, fo 
^a6en bte Labien MA unb K,^, 
btefet&e Eßt^titng, bei ^unet H liegt 
ouf bec ®eraben AA^, MA : HA^ 
cbad^'f^e $ttä& ge^t buii$ bie SRif 

tten »ttb, folft betSäJinteM,-43^ 
auf bem Streifl, beffen fflegenijunctc 
f^e fftet« fle^t but^ bie gugjjunctc 

ABC. 

»hb »on ben bie ®eiten beö 'SxtU 
et, 'bon bem etngef<$netienen innen, 
■) 

btö aSoflen« SC ift, fo ^albirt AJ 
ou^ ben Sffiintel MAA^, roeil AfAT 
bon bem um J mit bem iRabiu« 
V, bon ßC in E gefc^nitten rotrb, 
: ACB, b. ^. Z> bas Eenttum be8 
ÄteifeS, ly ba« ßentrura eine« bie 
itetfe«. S>iefe Streife beril^ren BC 

Dabei ift BCJ = BAJ = JAC, 
= JK . JA, fotgli^ au^ ^,i' = 

ngefi^tiebenen Steife« bie iRi^tuni 



.... _ ,. __ _^ r ßrttli 

^a \\ix stgt^ttu StuciS i|l wn Sin* 
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bie äöintel Q.DL unb MAA^ flleic^, bie Dteiede 
iUläf unb Stfaü^. SSitb bec ttngef^ebtne Srei« 
äfü in A 

ff . ^1^,, \ . 

liefien auf 
ift2^,Ä^s 
KiKAf = 

bem SeueC' 
aSegen bet 




§. 13. 



Qclometite. 



1. Sdti allen Jtietfen ift fßlvol^( baS Ser^öltnig bei gläd^e jum 
QuabratiabinS, als au(^ bae SSei^ältnig ber ^erlp^ie jum 3)iametei 
oon uneeränberOc^et ©rSfe. !Ciefe Reiben aSer^ältniJfe finb einonbet 
giri* nnb ^oben einen irrationalen ©ert^ jwlfc&en 3 unb 4, ber bur^ 
X bejeitl^net wirb, fo bag 

Ärelfljtä^e ==. nQJRablen 
^etip^eti? == «S)iameter*) 
Setoeis. ®inb r nnb r, bie SRabien, k unb k^ bie gtöc^en, p 
nnb pi bie ^etipl^ien Bon iwei ftreifen, fo ^ot man jufolge ber ae^n» 
li^fett Don fttetfen (§. 12, 3) 

jfc : fc, = r^ : r/ 
p : p, = 2r : 2r, 



*) Stt hl bitftm @<4{ ent^alttnc äufammcn^ns ber 9ttctiflC(ttii>n (SDItfTung 
SSnge) bcS ArttfcB mit b« jOnabratur bcfftibut ift lucift Don Siri^tiiltbte gt- 
m tDotbtn; bie Ouabratur bcS Sieifes unb ber Wim toar btints ^rit^cr gtfun- 
Seigl. 8Tc(iintbtS Ouabr. b. !patabel, in bei SinleilunQ. 



States 8114. Planimetrie. 



p:2r = p, : 2r, 
xem Steife ffobtn bie SSei^älttiifft ber glä^ jum Ouabcat* 

ber ^txip^exit jum IQiametei biefelben ffiett^e, nie bei 
n anbern Äreife. Sßirb nun bafi S8er^ältnt| ber ^erip^erie 
ter hüxäf n bejeii^net, mithin p = 2jw ^t\t%t, fo ^t mon 
= ir= (§. 10, 4). SÜO^ ift anc^ t : r^ = n. 
ettfj^erie beS j^eifed ift länger als ber Perimeter bes regu< 
c^riettenen ®e(^€eiid, axil ein iStogen länger ift als feine 
\ 2). 33er Perimeter be« regulären eingef^riebenen ©e^fl* 

3 Diometer, fotfllit^ ift jt > 3. ®ie glätte beß areife» 
te bie gläc^e be« regulären umgefd^rtebenen aSteredS, ttet«^ 
abien beträgt; alfo ift « < 4. 
E irrational ift, ^at man auS ber anal^ttft^en ^ebeutung 

ertannt. SSeigl. ^Cg. älrit^m. §. 31, 5. Obgleii^ man bie 

jeber Derlangten @enauigteit begrenzen lann, fo ift eS bo(^ 
feinem Sege gelungen, bur(^ elementar'geometrifc^e Sonftruc 
)nrd^ eine enbtt(^e anja^I öon ®eroben iinb Äteifen) ein 
i erhalten, ba« einem gegebenen ffreife on glücke, ober eine 
: bemfelben an Sänge genau gleid^Iäme. @9 ift aber aw!^ 
für bie Unmöglii^Ieit einer foti^en (Sanftruction nti^t be> 
gl. euter Introd. II, 540. auSfa^rltf^en ©eri^f über bie 
rOuabratur beSJheifee finbet man bei filügel mat:^. ;SB. 



ti bie 3a^I n onnä^erungömeife ju finben, berechnet man 
nig ber j^tS^e eines bem greife etn^ ober umgefi^iiebenen 
loa ^inreii^enb großer @eitenja^l jum Ouabiatrabtuä ober 
tnit beS Perimeter« eines folgen $olt^gonS jum 3)iometer. 
, ben man begebt, inbem man baS ^ol^gon anftatt beS 
achtet, berntinbert ft(^ bei tua^fenber ©eitenja^I beS ^ot^« 
gläi$e ober ber Umfang eineS bem greife ein» ober umge» 
^oi^gons tann in Öuabratrabten ober S]tametern einfach 
werben, toenn baS 1ßo%on regulär ift unb 4 ober 6 ober 
^at. 31u6 ber glätte (ober bem Umfang) bed bem Greife 
len unb be« bemfelbea amgefc^tiebenen regulären nSi« \a 
: bie glasen (ober bie Umfängt) ber bem ftreife eingefd&ri 
Der umgefti^rtebenen regulären 2n<£cte, 4n&de, SnSde, . . b,. 
folgt. 
äc^en ber regulären nSde, beS einem ftreife cingeft^riebenet 
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Uerbeti bun^ e utib », bte glätten bei legu' 
b tt„ bie t^lSc^en ber reguläTCR 4n@de buic^ 
,d^net. 3)ann rft «i ba6 geometrische 99ttttel - 
ii baS ^armmif^e anutel itviftj^en «, unb u 
:« gesmetcift^e SUlittet iWtfc^ «^ unb «i, unb 
;I jiDift^en «j unb u,, n. f. ».*) 

aßintel B.iC bei 2»te 
^ bie ®ätt .AD = AC 
Preist, fotft bie gtä(^e 




nm _"'-•• /--••' 1 


_J 


2» i^ J( 


J} 


n ABC : ADC — AB : AD (§. 10, 


I) = 


30 ; ADE, f ijljli(^ e : ^ —«,:«,«, > 


= <u. 


' ; DFG = fE ; Di? (§. 10, 1) — FEA 


UFA 


,«; = AÖE : ADO, foIjUc^ » — «,:» 


— 1« 



(^+^) 



iernits oR bie giS^e ob« bin Unfang bcB JtnifcS bicnt 
'. »on Stcgiomontan) unb ^tBcatte« untcnioinincnc 
nCds mit einem leauISicit 2»ed, 4n<Sif, . . bonglti^d 
ana. Snal. fitfiael ntat(. SB. IV p. 77 unb 67. 

Y am enbc. 

jtvifc^en ber gläc^e beS Sieifee unb e. obei 
■e„. dnfotoeit nun e unb u, «^ uub uj, e^ unb 
Eben yie bie gläi^ beS ftreije« annä^erung»» 
ga^l «, toenu man unter e, ej, ej, . . , w, mj, 
Der eiujelneu $o[t}j;one gum Quabiatrabtuä 

ie ©tiJSeu e, e„ ej, . . , u, u,, u,, . . finbet 
ilbeu, bie ber SRei^e nac^ bu«^ f, /,, /,, . . , 
Derben mSgen. SSla^ (2) l^at man nümlit^ 



asSfliB ifl in Mtfet gwm Jiietft oon ®inlttu* (Cy- 
}n 3ac. @tegeiQ (veia circnli et byperbolae qua- 
12) aufgefttllt upitien. ®C;^n4'e @c$nft ift an« in 
entölten. 2)tt iinalogtn ©S^c fUr bie Umfange (5) 
ber SvclcmeRit gcbiauQt- 



in /■ wnb «« fo ttenifl »etfi^ieben finb, bog a'*'" *"* 
)er tRet^nuKaegtenjen oerf{^tt)inbet, fe !ünn mon fftr /.,i ben 
^-^ fe^m (3l(flebra §. 1, 10), unb finbet afö ©renjc, mit 
äSIieber ber Mei^e /.ti, l^.+i, /«^j, »■»2, . . me^ uitb me^ 
ifaQen, 

/- — «^. 






.«. +^- 



2 



/. 


— 




2 


A 


— «■ 




4 


/. 


— »■ 



\x6) Sbbttion bet Sotonnen 



_fm — V, 



- (1 - 4 + i - 

g. »rtt^m. §. 12, 5). 



fpUl. -SBon ben regutären ajieretfen ^at bo« bem Sfreife ein« 
le 2, ba« umgefii^riebene 4 Ouabrattobieii. Mu« ben SSJett^tn 
1 = 4 finbet man 



/ 


0,5 


ff 


0,26 


/l 


0,353553 


ff, 


0,301776 


/, 


0,326640 


». 


0,314208 


/» 


0,320364 


"3 


0,317286 


/< 


0,318821 


«. 


0,318054 



/,—»,— 0,000 767 
^''' ~ ''' = 0,0060002 

-^ = ff, + ■ ^' ~ "' = 0,318 310 
ii = 3,14159. 
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[tiei ^at but(!^ !Sttca^a$ fcer Umf finge 
kcnjcn 34t i^"^ ^I fi^' " gefunbm. 9Iuf 
tetl^um 3())i)ltoniu0, ntiter beit Steuern 
>^ Vflit Seulen (1596) toeltei ootgebtuni 
:b n l)Suftg bie Subolp^'fi^e ^o^t genannt. 
ii R ^atäßetiue, ein B^itgenoffe (£euten'e 
it^. 3ß. I p. 644. 

. , u, u„ uj, . . bie oben (2) ansegegene 
n man bie ÄreleflSt^e biir^ fe bejeti^net, 



tor D4C bei 2nte a;£>nt be« »reife«, finb 
A ttäft, unb 0^ bie SRitte bee SogenS i>C, 




: DC = ^ wnb dC:BO 1. golflßi* 



■ 1, b. ^. ej - ^ > ^ 

< FE, fDlgli^ 

= {FE ; CE)* > 1 (§. 11, 1) 
= BE : BD = CE : CF'^2 



ignitndine inventa 1654, prop. 1—4. (Opera varia 
aymata flnb arit^mctift^ auS bm in (2) geg.(beiitn 
cij atgelcittt ttetbtn. Snst- ftn»}' ^loitiinttrit 



Stntee «ui$. Planimetrie. 
i) äKultiplicatbn folgt 

EF : BDC > ^, -b. ^. « - «, > ^*~=-^. 
X, unb U(^ oon it nit^t oeifi^ieben ftnb, fo et^üU man aaS 



«4 - «s > -IC^a - ej) > t".(«i - «) 

on bet ©olonneii 

-«>(«.- «){1 + * + -Ar + A + . .) 
- < > 1(«i - «)- ätUg. arü^ra. §. 12, 5. 
tt giebt ba8 @^ftetit 

« - «1 > i(«, - e) 
«1 - «ä > 4(«2 - «.) 

»i ~ »3 > 3(«S — «l) 

oit bei Solennen 

« - fc > 4(fc - e), 
^ 3lbbition Don k — e 
« - e > |(fc - «J, fc - « < i(w - e) 

bet öegreniuttg 

^(e, - e)< i - « < 3{« _ «) 
ge S9e^aut)tun8 burc^ Sttbition »on e abflclettet. 
;(uHg. T)k öegreniwnfl 

^2« ^ 2n ^ ^ 2n 
nnen, ba| ba6 ©egmcnt CZ)© me^ ot« | beß einflefc^e« 
IS CDG unb aieniger ol« J beö nmgeMrtebenen JJreiot« 



lei^net man t>nxäf r ben 9?abin8 be« ftreifeS, unb bu«^ 
. . , t/, ü,, üj, . . , Ä^ bie Perimeter, mlüft bie glätten 

, u, w,, «2, . ., fc (4) elnfi^Heßen, fo ^at'man 

«2 = ^Er, u = \Ur, h = ^^Kr. 
Hered ADQC = OAD + ^GC = \AG . DC (§. 10, 4" 
= {E^r, u. f. to. aKittetft biefet ©lelc^ungen finbet mc 
& (/i büö ^armoniji^e SKittel jiotfc^en E unb ü, unb E, 
jc^e aWittel jn)if(^en C, unb E i(t, — ®äfte eon triflone 
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)el<$e bie &on älri^tmebee untentommene 
I gr&nbet. &>tn\e er^Stt man aM (4) 

gen« (a. a. O. prop. 9) £H =^ fle= 

c ¥«lp^«le beä ÄreifeS ober eines Soflcne 
i^rlft Cyclometricns 1621 mitgetl&eiß, Don 
(ouS tSufanu« (1450) Oortommt SßetflI. 
0. ajen ©erod« fftr ©neltiuä' iöegren^ 

0. prop. 15 unb 16) geßefett 

;ti bet 31^1 'i fi°t> odk ^u^gens a.a.O. 
^i(« in bet angeführten @^rift, t^eild in 
tionea geometricae 1668 angejeigt Uorben. 
net^obenift fclgenbe oon Segenbie (6Um. 
te buri$ t^re Xragloette (emertendtDert^. 

1, /,, . . unb », »,, t>j, . . baburc^ geliitbet 






_/, +v 



u.;f. w. 



einet beftiramten ©renje, »eil ?/", — 2», 
/i — "1 < iC/" - "), u- f- ». 
(Srenje fefct jnan/= f(l + ä) unb bie 
), toorin A,_ B nü^er ju beftimmenbe Soeffi> 
m fetner /, = v, (i -J- *,), fo wiirb bie 
- BS^^, weil biefefbe burt^ ben botflefd^rie» 
len fo woi&l au« /, unb v^, ots au« / unb 
6et (Stils, ärit^m. §. 32, 2) 

T~S = v(i + ^*_lö^ 

■h") =«(1 +1Ä-A*=) 

enjen Den S al6 unbetrSt^tlii^ Rein weglägt. 
^ = » + i« - iä* = 1 + «I 






100 



^■A\ 



if't* 









"%> 



r- 



1'.*' 



it.';' 

» V. 






Siertce Su^. ^lantmttiie. 



S)ie 3bentitat ber ®icenien 
1 + iW 4- J54i = (1 + iS 






l^d« + ^B«») 



1 + i 


«-A 


+ i^ 


+ tV^ 


- i^l 




+ iVJ» 



(e^it (äHgefira §. 4, l), bag 

ift unb mithin bic gcfu^fte ©rcnjc t?(l + J« — A*^). 
öcifi)ict. 8lu^ bcn «Berthen (3) 

/3 = 0,320364 t?3 = 0,317286 
finbet man für bie ©renje 

0,317286 
+ 0,001026 
— 0,0000025 

0,3183095 

älnmerlung. 3)ic anat^tifc^c Scrcd^nung bcr 3<^^t ^ (3lög-. 
Slrit^m. §. 31 unb 32) rourbc Dorbcrcttct burc^ SBtc ta (fttügcl raatl^. 
335. II p. 606), SBalli« unb ©rounder, DoOenbct burd^ 3ac 
OtegorJ?, ?Rcö)ton unb gcibnij («lügcl mati^. SB. I p. 654). 

7. IDad SSerl^ä(tni§ t^on Sogen eine^ ftreifed ift bem ä^er^altntg 
i^rct Scntritoinlcl gteid^. Eucl. VI, 33. 

II ^ 93eu)ci$. 33er aßintel JB-4C enthält ben mim 

fi J^eil Don BAD cnttoebcr nmat, ober mel&r ate nmal 
unb weniger ate (n + l)mal, b. l&. BAC : jBAD = 
n : m, ober 

n : w < J5ilC : BAD < n + 1 : «i. 

S)ie ©eraben, toeld^ie ben S93inlet ^ilZ> in m gleid^e Xl^eite fl^eiten, tl^et^ 
ten aud^ ben $ogen BD in m glei(!^e Xl^eile, n)ei( ju gleid^n (^entri^^ 
toinfeln gteid(ie Sogen be$ greifet gehören (§. 1, 6). SBenn nun ber 
SaSinlel JB^C ben mten SCl^eU Don J5ili) nmal cntl^ätt, fo cnt^äö aud(^ 
ber Sogen BC ben wten Sl^eU beö ©ogen^ BD nva^Xf b. 1^. 

BC : BD = n : m ^ BAC : ^AD. 

SaSenn aber 




fo ift aud^ 



n : w < BAC : JBilZ> < n + 1 



m, 



n : m <^ BC : BD < n + l : m. 



' mfüifiii 



ßer^Üniffe {BC : BD) — (BÄC : BAD) tarn »on 
en fein, Ktil fle neiner tft aÜ itx ^eiig Keine 



Sinlel concentiift!^ etngefi$rle6enen AieiS'bosen finb 
jebet Don tönen ju (einem SRabiu« boffelb« Ket^oltmg 
bes SDtnlelS l^eigt. 3)et älicu« Don 180" ifl Jt 
ift « : 180 (7), ber Ärcu« »on «» tft «» : 180 = 

eine« SinMe ift bas SSec^üItnig bee üOSintete jum 



fct, beffen Sos'« fo touR if »^^ ^^ 9{abiufi, ^at 

SO : « ®rab b. l 

?",2958 = 3437',75 = 206265" 

I ju bem Sinlet non(180 : n)a ®cab. 'Demna^ ift 

I = Streu« be« Sentri». X SRabiu« 

^artu« beS @entrtiD. x. iQuabrat'9tabiu« 

{§. 10, 4) 
jHrjenb fefet für i^c ajer^ältniß jur einl^eit, fo fefet 
ine« ätcu«, inbem man ben «ten S^ell uott 180" 
inttnt. 

en. 9Qenn 
l, ■» 2BA,, 

ben ftreifen, 

A^, . . unb 
?, A^B, . . 

ber ®eraben A^C in C,, ber jweite oon bet ©ero« 

. . eeft^nitten lolrb, fo ftnb bie »cgen BC, BC^, 

?er Sänge. a)enn ber aölntel BA^C^ = BA^C ift 

C (§. 4, 2), u. f. K., fotgiii* 

=- 4,S.B4,C, = AtB.BA^C^ «...■■ 

! $ö^e eine« Dbiect« ift bem ©er^attntß feiner Der' 

^Mijontalen »fiftanb Born Singe um fo me'^r glei^, 

T^ttniS, b. ^. je weniflet bie ^ölje beB Obiect« »on 

erf^ieben ift, beffen 6entriwjinlel bie fd&eln6are ^ai&e 

)t. 3ft j. ». v*ß = 

1859 gu6, ber ©inlel , 

tan 45 :0J =0,0147 

^Ö^e AOB = 0,0147.3438' = 50',5. 

ift^e «ere^nung Jofrb SUßebro %. 8, 3 s,m¥- 



-A, 



Siertce Sn^. ^lanimctrit. 

■ einer (Suroe tj^etle mon »on einem i^rer SPuncte au9 00= 
^er Sänge ob, jie^e bie longenten ber Eurte in ben ^iiU 
3, 5), unb beftimme ben SSintef tebei: Siangente mit ber 
!n. 9Benn nun biefe SiSintel einiinber gleich finb, mie Hein 
i^en iSogen genommen tseiben m5gen, fo änbert ft^ bie ff^^ 
ve Don bent gewählten Slnfange an gleichförmig, bie Sitcot 
leii^fBrntig geltümmt unb l^at eine unberSnbertic^e 
cnrvatura, coarbure). SBenn otw biefe SBinM ungtei^ 
ert ft^ bie 9}i(!^tung ber Surbe ungleic^f Srmig , bie Surbt 
förmig getrimmt unb ^at beränberlic^e Aiftmntung. 
i& ift gleic^filrmig getrüramt, ueit bei ^infel ber 
n ben iSnben eine« Sogen« bent fSentriminlet gleic!^ ift 
b ju g(ei^ Sogen gleite Sentiiwintet ge^Sren. 
»er flrümmung eine« Greifes b. ^. einer glel^f&imig 
üinie ift ber SBinfel ju oerfte^n, »et^n bie langenten an 
nee Sogen« Bilben, beffen Sänge einer Sängenein^eit 8tei(^ 
itic^ ^ot man 

arümmung be« ftceife« ^^^i^ 

(intet bem (Sentriloinlel beö S9ogen8 glei^ ift, ber au« (8) 
b. Sliefe ©leid^ung (e^tt, bag bei einem »reife, beffen 
n^eiten ^at, bie 91ic^tung um ben rten 5^eil bon 180" : « 
Denn ber 3ogen um eine @int)ett fi($ änbert Sßau fd^Iiegt 
liefer ftrei« ben rten I^eil fo ftarl gebümmt ift , als ein 

StabiuS eine @in^eit ift; bag bie jMmmung be« ^ife« 
:b, »enn bec SRobiu« »erfc^roinbet unb ber Srei« mit fei« 
t iufammenföQt; baß bie Srümmung be« ^etfe« veifd^min^^ 
er iftabiu« unenbti^ mirb unb ber ^ei« mit einer fetner 
tfammeuffiUt. 

bung. tßie @umme ber Dämmungen ber ftreife, metd^ 
ten eine« ^reieä« je eine ougen, bie beiben aubern innen 

bec Krümmung be« eingefc^riebenen ^eife« gtei^. äSenn 
e« itireied« BC, CA, AB ber %ei^e nac^ a, b, c Sinket' 
enn D, F, Q, H bie Zentren ber bem SJreted eingefc^rie« 
bebeuten, unter benen ber erfte Don bem S!)reieif eingefc^tof' 
n)eite bie Seite BG äugen 6erä^, u. f. bi., nenn fentei 
tiefer jh:eife ber 9!et^e na$ d, f, g, h @in^eiten betragen 
^e be« ©reieij« A Ouabratein^eiten ^at, fo fi$tieft man 
d^ungeu ABC = + BÜD + CAD + ABD = — CBl 

ABF =.., 2A = C« + fi + ':)<i=-,»'flt 



1 
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a + b + c 
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-a+b+c 






/ 

l_ _ 


2A 

a — b+c 






9 
l 


2A 
, +b—c 






T = 


2A 






} = ^-' 


, ttiotin bie obige 


SBeJantitunj 
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i^fümttg gdcümmte Sfitie ^at in iebrat $uncte eine 
, in Derfd^iebenen ^uncten im Mllgemeinen Der» 
I. Um ble ffrüuimung ber Surce in einem i^rer 
bilbe man bcn ffiinlet ber langenteti be6 gegebe- 
!8 in [einer 910^6 bedebig gewählten puncto, ober 
nlet ber 9ionnaIen biefer 5ßuncte C§. 3, 6), Der 
anbenen aüöinfels („EontinsenjiDinfet" bei ben 
.»ifc^en ben ©erü^ungspuncten li^enben Sogen 
'fintmung infotoeit genau aus, alä ber Sogen für 
t gelten barf (9). SDiefe SBorausfefeung wirb um 
iner ber ©ogen. aifo ift bie gefud^te SEtümmung 
ti ^a\it ju 6eret$nenbe ®renje, totidfe jener Quo' 
ler Sogen Ber^winbet. 

igebene ^unct ber (Suroc, B ein beliebiger ^unct 
i^e oon A ift; toenn ble Siormaten ber Surte in 
tben unb bie erftere »on ber leßtem in C gefi$nit> 
r bei Sreie, beffen Zentrum C unb beffen Stabiuä 
CB in D fd&neibet, fo ift ber 9Bin!eI ACB bem 
HS AD imöf ben 9{abiu« 
iid) ift ber Quotient ton 
nAB \o bie( aU hai '^tc 
1 ber Sogen AD : AB mit ^ 
heifee (C). SBell ober bie 
normal ju AC finb, fo berühren {le einanber unb 
lufammen, je Fleiner ber Sogen AB unb babur($ 
'b. X)a6ei i^&Ü C eine enblii^e Entfernung Don 

. <l'iutftl;se geom. et algäbi. p. 224. 



a)t hk <iant in A bie Arfimmung l^at. SnU^in i^ bte 
bei SuTOe in j1 ber Krümmung einee beftimmten StTÜ\t» 
<ei unter ben bie Surce in ^ beia^ienben Steifen am tneiften 
titDe jufatnmenfäat, \o bag jU)tf<$en i^m unb bet f^toc 
.m eejogen roetben tann. S)tefer fireis ^eigt bei Siüm* 
is (OdcuIationetieiS) füi ben gegebenen $nnct ber <Sutt>e, 
m bad jltlimmungecentrum, fein {RabiuS bet Aräm* 
»iuä. ^eil ein bie (SuiDe in A beifll^ber Stcüi, bei 
)t, in ben jhämmungeheift Übergebt, a>enn B mit A {ufanif 
fagt man, bat ^^ ftrümraung«fiei8 mit bet fSutbe 3 un« 
t $uncte gemein ^at, beten Sßeietn bei JSerü^iungättunct ift, 
feine Seia^rung (bie jugteit^ 2)ui($fi^eitiung tft) 3))uncttg. 
ife, loetc^e bie Suttie in bemfclben ^und bts&fftai, ifabta 
bie geiabe Tangente 2punctigc 93ecü^ngen (§. 3, 5). 

:t Den bei Arüminung bei Suil)en uucbt angettgt bnr^ ßni^acnS' 
:t^afetcictclung bei Surben (HotoL oscilL 1673. 3tci Xbfi^ii.), unc fn* 
:bilb(t b« 9}ttDton in mdfxtxn ©tdleii bet Frincjpia (IGST), fitjenber« 
OB floiionnin, probl. 5 unb 6 ()ii(iil 1736 gebnidt). @f(i(^)Uttg ^t 
genftanb Scitnii bclcut^tu (Acta Enid. 1686), Don b<nt bu luebmd 
{(itt^n, itiAt D^nt 3nimscn, Küä}t 3ac. ecingulli Acta Erad. 
|te. Suflt filüstl tnat^. S. lU p. 39B. 



$robucte unb Duabcate tion ^tteden."*") 

lie ©tiede AB einet gegebenen ©eiaben \)ait x 8Sngenetn> 
enn bie ^ai)l x um y fteigt obei fSQt, fo bewegt ft($ bet 
B ber Stiede AB auf bet gegebenen @eraben botiBättS in 
ng bpn A naä) B obet tütficättä in bet entgegengefe^ten 
Sienn in bem jueiten gälte bie 3)ifferenj x — y nuQ ober 
cb , fo fäUt ber (Snbftunct B mit bem Anfang A jufammen 
benfelben ^inauS auf bie anbere ©eite ber gegebenen ©eiaben, 
ttätüAB unb ^Ce inet ©eiaben^aben a(fo {Seltne 
!^en obei bon entgegengefe^ten ^ti^en, ie nat^o 
9}ii$tuug bon A rta^ C mit bei Stii^tung Don A 
beteinftimmt ober ni(^t.**) 



a Wi\ä}tätt ifl'tifltnai^ tiigunoiiKtiif^; bit tn !6taaä)t gqtguiMi m» 

tionen finb tolc^e, bie uebet SSinlel tio^ SÜnttlfunttioneii ttäicätm. 
^e Sttcdcit fuib feit bem 9nffmg beS ITtcn Sati^unbetH^ namentlu 
:b, 2)tScatte8 it. % in ffiebrau^ gebrnmcn. t>it fnlgett^tige Ilntti 
' etctittt AB unb BA i|) aber eift ccn aRüBiue 1837 (Snri^c. ^Sah 
geomUtilt^ui Saicul einscfO^ tDOtbett. 



budt ttnb Oudbcatt Mit @truttii. 105 

inb BÄ |inb cntgegengefe^t gleich, b. ^. 

— AB, AB -\- BA = <i 

. C auf einer ©etaben liegen niBflen, immer tp 
B~\- BC= AG, BC= ÄC — AB, u. f. W. 
erfotge bex brei $unete Ift eine bet ©tteden 
: ber beiben anbem entflegengefeftt ^tiü). 
iner ©treife MN ift etft bann tvj'tinnnt, xotm 
oben a(« tjofitiu gege6en ift, beren {Richtung 
ber @)eraben l^etgt. :@ei )>arat(elen ©e« 
Bog {l^re pcfittuen aii^tungen iißereinftimmen; 
B unb CD ^abtn bonn gfeid&e ober entgegen» 
n bie 9}i(^tnns »on A na$ B mit ber 9{t^ 
nftimmt ober ni^t. 3n bem ^oraQeEpgramtn 

- CD = ßC -\- DA = a. 

©ttede AB, unb ein beliebiger ?unct ber 
hobud ber Streden 

CO ~CB)=- CO' — CB^ ^00^^ \AB^ 
laäftiaa ble ©tretfe AB äugen ober innen 

: tiAC^ + 2C02 = i^fls + 200* 

)i = 4AC . CO = 2AB . CO 

)ber negatio, te nac^bem nä^r an ß ober 

9 unb AB gleite 3^^^ ^o^^f vber nit^t. 

einer Slormate in AB ift bie ©ifferenj ber 
»on A unb ß Bon berfelben 
r Sftormate in gefc^nitten, 
ber 9torma(e no(^> §. 10, 5 
02 s= Bpa _ BO* 



ÄO^ — BO^ = 2AB . CO J ' 

B(l). 

(I, bag bie ^uncte, für loelt^e 

fe il^rer abpoube Don 2 ge> 

bener @röge ift, auf einer beftimmten (^a= 

tat ber gegebenen $uncte rec^tmintelig fd^tnei' 

pi = jQi — BQi ift, fo ift PÜ normol 

3u4 bcT cb(iitn 0»t(t. EGcrgl. ©ünfon'e Qcatbttluns 
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Siettei 8tt4. ^(amineirie. 




ju AB. ®cfc|t, bie Jiormalen ju AB burd^ P utib a fci^ittcrt -45 
In O unb O', fo roäre AP2 — 5p2 ^ 2AB . CO, ^Q2 _ bq? 
= 2ilö . CO'; folfltid^ bic eine ©iffcrcnj bon bcr anbcm bcrfd^tcbcn. 

SBcnn P ein bcßctiflcr 5ßunct bcr ebene beö 3)re{e(f« -45C ift, 
unb toenn bie ©eiten AB, BO^ CA bon bcn 9?ormaIen auö P in ^, 
P, ö gefti^nitten toerben, fo l^ot man 

AH^ — Bm = ilP2 — BP^ 
BF^ — CF^ = J?P2 — CP2 
Cö2 — AG^ = CP^ — AP^ 

fclglid^ burd^ Slbbttion 

AB^—BH^ + BF^—CF^ + CG^—AO^ = 0. 

©Inb C,, ^1, J?i bie SÖHttcn bon AB, Bö, CA, 
fo ift (1) AIP — -ßJl2 «, 2-45 . qjB, u. f. tD., 
mitiin 

AB.C^H + BC.A^F + CA. 5^0 = 

toobei bie ^robucte pofitii) ober ncgatiiö pnb, je nöd^bcm -45 unb C^H, 
BC unb iljP, CA unb P^ö cinerfei ober entgcgcngefeftte 9U(^tang 
l^aben. 

Umgelel^rt fd^tiegt man avi^ ber ©leid^ung AJEP — BJEP + BP^ . 

— CF^ + CG^ — AG^ = ober ^P . C^ Ä + PC . .1, P + C^ . P^ ö 
= 0, baß bie ©eraben, toetdjie PC in F, CA in ö, -AP in IT normal 
fc^neibeU; burd^ einen $unct gel^n. 

3. SBenn eine burd^ ben gegebenen $unct A gezogene ®erabe 
mit einem gegebenen Äreiß bie ^uncte P unb G gemein i)at, fo ift (l) 

JB AP.AQ^ A(P — PC^, 

roenn C bie SWitte bon PCL ift, unb (2) 
-4C2 — PC^ ^ AB'^ — PB^, 

^a toenn P baö Sentrum be« Srcife« ift. 
2Da]&er l&at ba« ^robuct AP.Ad^ AB"^ 

— PB^ für iebe burd& A gel^enbe unb ben trci^ in P unb Q \äfnu^ 
benbe ®erabe benfelben SBertl^ unb itoax <)ofitib ober negatib, Je nod^^ 
bem bie iStreden AP unb AQ einerlei ober entgegengefeftte JRid&tung 
l^abeU; b. 1^. )e nad^bem ber gegebene $unct^ Dom ftreife audgefd^tof« 
fen ober eingefd^toffen ift. ©iefe« burd^ ben ^unct unb ben Sreiö be=» 
jtimmte $robuct l^eißt bie ^otenj bed $uncte^ in ^ejug au 
ben fireiß (§. 11, 4), loetd^e enttoeber pofiti» unb bem Quabrat bei 
au« bem ^uncte an bcn Ärci« fidj) erftredenben Tangente gteid^ ift 
ober negatib unb gleid^ bem Quobrat bcr l^atben Seltne, toetd^e untev 
b?n inx6) ben ?unct gcl^cnben ©eignen am Meinften ift. 




k 



abnclt irab Ouabiatc b 
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Uta man in bem gleii;^f<$enfeligen 3)tt\ed pQB 

°Q bur^ A begei^net, jo ^at man 

B' = PSI + AP.Aa, 

a negatiDen fBtttif i)at, totxm A oon PQ ein< 




n, bog bae Quabiat ber 
fede bet @unnne bei Oua» 
ilüitn ^^ntäe unb @ec(£> 
i lÜlflnren bemfelkn finife 
. XIII, 10). (Se fei AE = 
C = BD gtei^ bem flolb« 

fo baß ^C = JS.CB ' 

BD, AE, BE bie leiten 

A mit bem SMobiuS AB geiogen ift, eiiigefdjirie' 
S, ®ed^$edd, i^ünfeife, unb man ^at 

B.CB -\- AE^ = 5£|2 -|- AE\ 

B StntTume eined bem £>reiect eingefi$iiebenen 
len bem S^retetf nmgefc^itebenen Srei^ tft baS 
nbien tiefet Steife.*) 
'a» Zentrum 
t SKttte beS 
bie ®ecabe ^ 
>n man um ' 
<em iRabiue 
< F gef^nit- 
iit bet Wm> 
; ACE, bog 
)em 3>ie(ed 
Äreifeö ift 
\DBFxt^\ 
n bea £iei< 
/ eingefc^tie' 
C äugen be> 
\ 'Ciametet 
ifl ber SSinlel NAO rec^t, unb AO wirb oon 




. Petiop. 11 p. 114. UcbcT bie Sitlatton i»iF<^(n bem 
n Slabitn Von Steifen, bet:«i einer einem ^ol^on um- 
anbtte bemfelben folMon einaefi^tieb«i tfi, »«sl- 91. 
p. 10 p. 103, 13 p, 166, ©teinet iEidfe 3. 2 p. 289, 



SitrttS Sut^. $(anhntttit. 

in ben^uncten O unb E sef^nitten, \ 
ben i(QinIe(n CBA unb ACB etngefd^itebi 
unb Jfi Qugtn haSftiea. 
'tt ben steigen Stnteln BON, BAN a%' 
Sreletfe OBiV, AKD, ALF pnb ä^nli* b. 
ON-.BN = AD:KD = AF-.LF 
AD.DN = KD.ON, AF.NF = LF. 
D.DN = AM^ — MD^ (3) u. f. U)., fp 
ber um 3/, D, F, G, S ßefd&tiebenen ffrei 
let »etbeu, 

MD^ —r^ = — 2* 

JtfF' — r" = 2A 

Af Ö* — r2 = 2ffr 

Mm — r* = 2Ar 

pofitib ift, fo lanu 2(1 ni^t greger al« r | 
f. iDie SJinlet CCff, GS^ flnb rec^t, o 
liueai Äreife, fflc ttelt^en ö unb ^ ©egenp 
B)lrb Dpn Ji/iv in ^, normal ^albtrt, fo 
8 ftteifrt BCOH, unb bie SWitte »on Ol 
on DF, unb ^ bie SKitte »on NO, folgli^ 
Berpund bet Sentten D, F, G, H.*) 3iel 
bie etreden DD,, FF„ GGy, HEy, fc \\\ 
Htte Bon ö,ff, unb X),F„ foIaKd^ (§. 8, 

y + A = 204, 

/— d = 24iA' 
tton finbct man 

f + g-^k — d= 4r") 
Afß* + JW^ + MQ^ + JfH^ = i; 
i(^ für olle bemfelben Jtteife etngef^riebenen 
pnbet man 

— /+? + A + d = iMA, 
/_y + A + d = 4itfB, 
/ + i? — Ä + <i = 4KC, 
7, bie 50Htten Bon C4, AS bebenten. 3ft 
triit — A,M an bie ©teile Bon iW-i,. $ierau8 ergie''* 



rami 1S63 (Stunm ar^io 43 p. 356). einbci KB&rttemb. eomfl 
. 96. 
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MP^ — Mm == {PS + )9iV)(PÄ — SN) = P/S2 — Äi^2 

Sluf bcmfclben Sßege finbct man 

MN^ + Jlf02 -- 2r2 = NO^ 
MO^ 4- ^^^ — 2r2 = 0P2 

mitl^in burd^ @u(tractton 

Mm — MP^ = NO'^ — 0P2 

5Raci^ (2) crlcnnt man and biefcn ®tci(i^ungen , baß fctool^t ^3/, att 
and^ GM normal jn PiV flnb, n. f. »• 

Slnmcrlnng. SBcnn man bem Ärcifc bcticMg biete SSterecte ein* 
fd^reibt, bcn benen ie ein $aar gegenüberliegenbe Reiten bnrd^ einen 
gegebenen $unct N gel^n, fo fd^neiben fid^ bie anbern gegenäberUegenben 
Seiten anf einer beftimmten ©eraben OP*) 5Denn Pm — MP^ ffot 
ben nnt)eranberlidi)en SSertl^ Mm — 7^r^, alfo liegen bie Dnrd^fd^nittc 
P auf einer ®erabcn, bie MJV normal in T fd^neibet ©ie ^uncte N 
unb T tl^cUen ben hnxä) N gel^enben Diameter ^armonifd^, »eil Tm 

— MT- = Pm — MP\ (MN — MT)^ — MT^ = Mm — 2r\ 
MN . MT = r% iJfiV^ + r : ilfiV^ — r == r + Jf^T : r — MT 

(§• 8, 6). gäßt AB mit C-D jufammen, fo toerbcn BC unb AD Sangen* 
tcn bed fireifc« in C unb D, beren Durd^fc^nitt atfo aud^ auf ber ®e^ 
raben OP liegt. iJäüt C mit D jufammen, fo toirb CD eine burc^ N 
gel^cnbc Tangente be6 Äreifed, beren Serül^mngöjjnnct auf bcrfeften 
®eraben OP liegt. 

Die ®erabe OP ffti^t bie polare be« ^uncteö N^ in »cjng 
auf ben Ärciö, ber ^unct N ber $ot ber ®eraben. @ben fo ift 
PN bie polare bon 0, ber ^ol bon PN, NO bie Notare bon P, 
P ber ^ol bon NO, 

6. 3eber $unct, ber in SSejug auf jtoei gegebene ftreife gleid^e 
^otenjen l^at, (iegt auf einer Beftimmten ®eraben, toeU^ ben äibftanb 
ber Sentren AA^ normal in fo t^eitt, baS AO^ — A^ 0^ ber Diffe^ 
renj ber Quabrate ber 9tabien gteidji ift, unb burd^ bie gemeinfd^aft^ 
lid^en $uncte ber Greife gel^t.**) ©cfefet, bie $uncte B unb B^ l^aben 
in Sejug auf bie Äreife (-4) unb (^i ) , beren Stabien r .unb r^ jtnb, 
gteid^e ^otenjen, fo l^at man (3) 



*) 2)tefe Oerabe fommt mä) xf^xta metTtf($en @igenf(!^aften int ^metten k 4 
ber ebenen Oerter »on Sl^oUoniu« toor (@imfon*« Bearbeitung überf. »on (5a tf 
rer p. 325). 3)te gra^J^iWcn ©eiie^iungen be« ©reied« NOP ju bem Ärei« ( 
l^at iBrianci^on (l^es du 2. ordre 20) angegeben. Uebet $ol unb polare i>e \l 
@tereom. §. 1, 9. xrigon. §. 7 am ©nbe. 

*♦) ©auUier 1812 (J. de Pec. polyt. Cah. 16 p. 139) ^t biefe aerobe t* 



,V 



'^^m 



$iDbuctt unb Ouabrate uon ^trcdtn. 
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Äi — 5,4,2 = 0^3 _ o,^i = r* — r,2 
(2), baf 44, Bon »», nor=. 
iDitb. 3ft Z> ein genieinf(^ft< 
fe, fo Ift D4S — D4,2 = 
ein ^un« ber ©eiaben BS,. . 

©eroben £ß, , toetd^e Bon 
(en Uerben, Ijabm bie (Sigen:: 
efeI6en Keinfte ©e^nen ber 
lanbei glei«^ finb. X)ie Bon 
offenen $uncte ber @eioben 
fd^aft, ba% buTc^ biefeltien Sangenten bei ftreife 

fltet* finb; biefe ^ßuncte finb mithin bie Senlren 
genten finb bie SRabien »on Äreifen, metc^e bie 
Binletig ft^neiben, unb beren Ortl^oflonallreife 
^ftli^en Songenten bet beiben ffireife meiben Don 
Iblrt 

ten Steife einanber f^neiben, fo ge^t bie ®eiabe 
fd^nittS)>uncte ber Jtreife. ^enn bie jtreife einan^ 
[lie ©erabe £ß, bie jangente ber ftreife, toeidft 
ttic^n ^erä^rungepuntt ge^t äSenn bie ftreife 
<m no(^ betfl^ren, fo finbet man einen ^punet ber 
ilfe eines beliebigen britten ffreifes, ber ben ffirei« 
fireis (Ä, ) in E^ unb Fj fc^neibet. . Der gemein* 
Seraben EF unb EjF, ift bet gefud^te ^Junrt B, 
,.BF^ t3). 




genannt. 2>itf(f6t i(i Bon Sonett et (propr. proj. 77) 
u («att ober ibtalt), Bon MaanuS (aufgabni I §. 45} 
leife bejei^ntt reorten, unb ^eigt bei ©teiner (KreÜe 3.1 
äjOL ^ottnjtn, bei ^lütter (anai, atora. @ntlB. §.93) bit 
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Vierte« 8u4. ^(atthnetne. 



unb E2 F2 f d^neibcn fid^ in einem ?unct B, ber in Sejug auf bie ge^» 
gebenen Steife gteid^e ^otenjen l^at. 5Denn c« ift ber SBinfet 2EFF2 
= 2E^F^F.2, toeil JE/?' unb £,i^, Jjaraöel ftnb, lE^F^F^ = lEE^F^, 
»eil JE2 auf bem^eife ^i 2^1/^2 ß^gt, alfo 2EFF^ = 2EE^F^. SDo^ 
j^er liegt JS^ auf beut Srcife EFF^, unb man l^at BE.BF = -BEj .^i^'j. 
Senn man a(fo burd^ einen 9lel^nlici^Iett^)}unct ber ^eife (Ä) unb 
(^1) ®erabe jieH ^ic i^i^ ^«f^ i« ^ »nb JS2, -F unb F^, G unb ffj, . . 
fd^nelbcn, unb bie giguren EFO . . unb E^F^ G^ . . |)crf}>ectit>if(i& cibtt 
nid^t äl^nßci^ finb, fo fd^neiben fid^ bie entf})red^enben @^nen EF unb 
E^F^f.. auf ber ©eraben, bereu $uncte in Sejugauf bie Äreife glcid^e 
^otenjen ^aben.*) 

7. @d giebt im älQgemeinen nur einen $unct, ber in Sejug auf 
3 gegebene Streife gleid^e ^otenjen l^at. Durd^ biefen $unct gcl^n bie 
(Seraben (6;, bereu ^uncte in Scjug auf jebe« $aar bon ben gegeben 
neu Äreifen glcid^e ^Potenjen l^aben; burc^ benfelben $unct gel^n alfo 
bie öorl^anbenen gemeinfd^aftlid^en ©eignen ober 2!angenten ber Ärcife.**) 
S33enn biefer ^unct bon ben Greifen au«gefd^Ioffen ift, fo ift er ba« 
Sentrum be« Sreife«, Der bie gegebenen greife red^ttoinlefig fd^neibct. 
3)iefer ^unct ift im 9lügcmeinen (bergl. 8) unenblid^ fern, ttenn bie 
Sentren ber Sreife auf einer ©eraben liegen. 

3n Segug auf bie Äreifc, bereu ©iameter 
bie ©eiten eine^ ©reicdfö ftnb, l^at ber 
!Durd^fd^nitt6})unct ber $8^en bc« JDreicdt« 
glcid^c ^otenjen. 6inb AD, BE, CF bie 
^öl^cn beö ©reierfö Ä)3C, mtäft \idf in H 
fd^neiben , fo Hegt E auf bem ^eife ABD, 
F auf bem Äreife BCE, D auf bem Äreife 
CAF, unb e« ift (3) 

AH. HD = BH, HE = CH, HF 

!Der gemeinfd^aftlid^e aßertl^ ber "^oteng beö ^uncteö H in ©ejug 
auf bie ertoäl^ntert Greife ift baö $robuct ber !J)iameter ber ^cifc, öon 
benen ber eine bem $Dreiedt DEF umgefd^rieben ift, ber anbere bie ©ei* 
ten beffetben 5)reiedtö berührt unb ba« (Zentrum H i^ht (§. 6, 9). ©ie 
SBinlet 2DFC unb 2DAC finb gleid^, toe« C, A, F, D auf einem 
Äreife liegen. Sffienn aber M ba« ßentrum be« greife« ABC unb C^ 
bie a»itte öon AB ift, fo ift 2ACB ober 2ACD bem Sentriioin! 
2AMC^ gteid^, unb ba^ red^tioinlelige ©reicdt, toeld^eö ber Slbftanb bi 




*) $oncclct propr. proj. 249. 

**) SWongc nac^ ber Sängobc toon ^oncclet propr. proj. 71. (Sarnot g6oii 
de pos. 305. 



bi. 
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t FC unb FD btlbet, tft ben liirndta ACD 
ejeii^net man b(ii SRobiu« fcefl Streifes, »etd&er 
m lireteil DEF eingefi^tietten ift, burt^ u, fo 
W : itfC,. 9Iun ift MÄ bem iCiametei: be« 
n: bur{^ 2f bejeic^iiet Wirb, unb MC, ift l^atb 
8). *Sa^er ^at man CH.HF = 4wt>.*) 

itten fion me^ieieit Reifen auf einer @ecaben 

inct in enbUc^ Entfernung gie6t, ter in SSejud 

iotenjen ^at, fo gie6t ed unetibli^ viel $uncte 

t. älUe biefe ^uncte liegen auf einer befttntnt 

umol ift ju ber ©eraben, auf ber bie Sentren 

aneinfd&oftii^eit $unrte ber ftreife enthält ©inb 

;en, r, r^, rj, . , bie Mobien ber ftreife oon fol* 

a| für einen beftimmten ?unct ber ©eraben 

ien OA^ — r\ 0^1^ — r,^ 0^* — r^^, . 

^at in Sejug auf bie j^ife gteii!^e ^Dtenjen 

lal in OA, fo ^at man (2) 

iB'i = ÄO^ — A^O^ = r"^ — r^^ 

-r«= Aiß! — cj^, u.f.U). 

anf biefelben ^eife gteit^e $ctenjen. 

Reifen, in Sejug auf tDel^e e« ^ncte ton 

, fagt man, baß fte einen ^tifc^el (faisceau) 

:ft[ic^en Runden, bie getrennt (real ober nic^t 

eieint fuib, ie nac^bem bie ^eife fii$ f($neiben 

äl^uen.") 

iunde unb P in ©ejug auf bie ffreife {A), 
:jen ^afcen, fo liegen bie Zentren A, ^,, A^, auf 
ie Äreife (-1), {A^), (4j) bitben einen Söffet 

■ä = P!^,ä — r,* = P^2 _^^2 
= 0^, ^ — P4, 2 = 0^2^ — P-äj^ 

abt. Sltdut 36. Seral. p. GO beifelttn @4iift. 
[abtn, bie «ntn (amä) ober unenbliA fcvntn) $unct 
eatflutfl! 1639 BroTÜllon projet (^. Pondra j 104) 
anttt aoibcn. 2>ic eetrac^tung bei euf^cl bon ©erabtn 
aeü in bie ©(omdric cmaefü^it uwiben (Softem. Snttc 
Son imuginaitn ^uncttn Ipn^t man in golgc b« cont° 
naten tti anaivttpei; St^nblnng bei @eomctiit. 
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8tette9 ^näf. ^tammetrie. 



VDt\äft gu erfenncn geben, bog AA^ unk AÄ2 noxmol ju OP finb, mit* 
l^ln -4, A^, A2 o«f einer ©eraben liegen. !j)abei l^ot man, tnbem man 
bcn SDut^fd^nitt ber ©eraben AA^ nnb OP bnrd^ ö bejcid^net, bie 
©(eid^^ungen 

^2 _ ^^2 ^ (^Q _ A^ Q){AQ + A^ Q) 
r2 — r^^ == (^Q — QA2){AQ + Q^la) 

nnb flnbet baran« nad^ aWnIti})Ilcation ber crftem mit AA2f ber anbern 
mit — AA^ bie Oleid^ung 

{AA2 — AA^y^ -^ AA^.r^^ + AA^. r^^ 
= AA^ . AA^ {AQ + ^1 Q — -4Q + QA^) — AA^.AA^ . A^A^ 

ober inbem man — AA^ burd^ A^A erfefet (1), 

Umgelel^rt fd^Iiegt man: SQScnn bie ^nncte A^ ^1, A^ anf einer 
@eraben liegen unb bie JRabien r, rj, r^ ber Sreife (-4), (^j), {A^) 
ber eben anfgefteüten (Sleid^nng genügen, fo bitben bie Äreife (^), {A{), 
{A^ einen ©üfd^el. 3nöbefonbere bilben concentrifd^e ^eife einen SBü«^ 
fd^e(, jeber nnenblid^ ferne ^nnct l&at in ©ejug auf biefelben glcid^e 
^Potenjcn, il^re Drtl^ogonatlreife finb gerabe. 

10* SaScnn 3 Sreife, beren Zentren auf einer ©eraben liegen, Don 
einem vierten Äreife red^ttoinletig gefd^nitten töerben, fo bilben fie einen 
©üfd^et. !J)enn ba« Gentrnm be^ bierten Greife« l^at in SBejug auf 
bie 3 Äreife gteid^e ^otenjen. 

Sie Äreife {B\ {B^\ 
(B2), . . , toeldj^e bie gu einem 
Süfd^el gel^örigen Sreifc 
(^), (^i), (^2),..fämmtlid^ 
red^tminfelig fd^neiben, ge* 
i^iJren ebenfaüö gu einem 
©üfd^el. SBenn bie gemein^ 
fd^afttid^en ^uncte be6 einen 
«üf^ete reat ftnb, fo ftnb 
bie gemeinfd^aftlid^en ^uncte 
be« anbern «üfdS^efö imagi* 
när. ©efefet, (-4) tolrb t?on 
(B)lxn E, unb bie ©erabe 
AA^ i)on ber ©eraben BB^ 
in gefd^nitten, fo l^at mar 

AB^ c= AE'^ + EB^ = AO^ + OB^, EB^ — OB^ = ^402 — AE'^ 




') SBcrgl. unten 22. 
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, mithin ouger^alb beS firelfe« (A), fo 
t). Bon bem Ärei(e (B) eingefc^Ioffen. 
Ärelfen bei einen Süf^ela ouSgef^Ioffen, 
etngefc^(i}ffen, weil naiff bei SBoiauefe^unfl 
,Ei= a. f. w. Raffte ift ble ®erobe 
), C^,),.. flUSflefc^toflen, n)%enb bie ©e» 
en (B), (Bi), . . fleft^nitten ailrb. 5Die 
ber ©etoben OA unb be6 fireifeS (S) 
(Bj), (Bj), . . , »eil jebet $unct liet ©e* 
(B|), . . gteii^e f oteiiien ^at, beten 3öe«^ 



e, bie Don iebedmat 3 unter 4 gegebenen 
ABC, 



5im^ 




glÖ^eu ber 'Dxeiede ABC, 4B, q bwri^ 
\Fi bejei^net, (0 ift ^4. SD bie^oteni 
f jebcn buri^ A unb D ge^enben ' ^t\9, 
;n Sejug auf bie Steife ABD unb ^D 
e BCE unb BB, E, enblid^ in Sejug auf 

3!un ^at n gleite ^otenjen in 99e)ug 
AF (7), alfo auc^ in SSejug auf bie greife 
erfennt man, bafe Hj gleite ^otenjen 
dJjDi, SB,E,, CCiJ*!, ffietd&e bon beu 

nl^t berfc^ieben finb, u. f. n». ©eil je* 
, Äj, fls gleite ^otenjen in Sejug ouf 
\) ^at, fo liegen bie $untte auf einet 
itben einen m\^\ {8}. 



, rtaii »eli^nn H, Hi, . . au[ dn« ©erahn 

3. 2 p. 97) gtaefeen werben; ber onbere S^tit, 
«ntn auiitf Slben, rll^it con SBobenniilUr 
iann'8 (onallft. ©p(iäxi( p. 138). aJergl. §, 8, 5 
^iö 46 p. 328. 47 p. 1. 

8* 
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12. Stoei Srcifc unb bcr ftrei«, bon bcm bic Sld&nUi^IciWt^ttnctc 

bcr bcibcn Ärcife ®c* 
itnpnndt ftnb, btiben 
einen ©üfc^et.*) ©inb 
M unb 3f, bie Scntrcn 
ber Äreife, S unb T 
t^re «el^nlid&Ieitöputictc 
(§. 12, 7), unb l^at O 
auf-ÄOf, gleid&e ^otai«* 
jen in ©egug auf bic 
Äreife, bereu SRabien 




burd^ r unb r^ begetd^net toerben, fo ^at man 

r r 



MS = 



MMj^, MT = 



r '\' r 



MM, 



1 



3f02 _ ^2 = 03fi2 — rj 2^ (ilfO — OM^) MM^ = r'^ — r^^ 

^^- 2m]ö;^ 

SKun ift 08, OT = (3fÄ — MO){MT — JfefO) 

== 3f02 — ilfB (IfÄ + MT) +MS.MT 



= i/02 — 



r2 _ . . r^ 



(^2 _ ^^2 ^ MM^^) + 



r^ — rJ^' '^ ' *"^^ ' ' r2 — n 



-2^^i' 



b. 1^. O^at in ©ejug auf ben Srei«, bcffen ®egenj3uncte S unb T 
finb, unb beffeu ßentrum auf ber ®eraben MM^ liegt, biefelbe ^oteng, 
lote in Seiug auf bie «reife {M) unb {M{), «(fo bitben biefe 3 «reife 
einen »üfd^cl (8). 

ajon iebem $uncte beö britten Äreife« erfd^eint ber erfte «reiö fo 
grofe afö ber jtoeite. 3)er Sreiö, beffeu ©cgenpuncte Äf unb T flnb, 
fd^neibet bie ©tredfe MM^ normal äugen unb innen nad^ bem Sßttf^cAU 
xa% ber JRabien. SUfo l&at man für Jeben $unct ü beff elben Mü : My ü 
= r:r^ (§. 8, 6). Dal^er finb bie SDreiedEe äl&nlidfi, bie bon Mü unb 
M^ ü, öon ben auö ö" an bie Äreife gel^enben Siangentcn, unb bon ben 
SRabien ber ©erü]^rung«t)uncte gebilbet toerben (§. 11, 2). 

13. S)ie ®eraben, loetd^e burd^ einen $unct N gei^n, bi(ben einen 
Süfd^cl, beffeu Sentrum ber gemeinfdf^afttid^e $unct N ift (»ergL I 
SBenn nun jebem ^unct einer ©eraben beö 33üfd^etö ein ^unct berf 
ben ©eraben fo entf})rid^t, ba§ für aüe $aare entfjjred^enber ^uncte 



©erg. Ann. X{, p. 364, XX p. 305. (Sl^aSted g^m. sup. 747. 



"M. 



^robucte unb OuabtaU »on 6tctilw. 

unb Gl, ,. bie ^robucte NA.NA^■, NB.NBf, 
gUi^ fmb unb ben SBett^ p ^aben , fo (legen 
nber gurtete 




ielig ae[c^tiitten (6). 

X wirb ber entfpred^enbe ^unct 2C^ mit ^ütfe 
' befl ftreifes 44, J gefunben. 35ie *lJuncte beö 
m -W unb beffen Mabiu« ■/> ift , enttprei^en \xä} 
a Äreife ein9ef($(i>0enen Runden entfprei^e« auS« 
b umgele^tt. 3ebem unenbliei^ fernen $unct ent* 

W unb iV5,4|, JV4C unb iVCi^,, ÄSC unb 
e^i, . . r«ib ä^nlic^ unb entgegengefefeten Sinne« 
man 
AB A,Bj _ AB 
'^ NA' NB. NB, ~ NA. NB 



NA. NC 
AB 



" NA. NB' NA.NC NA.NC 



A,Ci A^D^ _AG AD 

BjCi'ßiD, ~ BC' BD 

AC, BAi CB, 

BC, CA, AB, ' 

luelle fließen ble ©lei^ungen bet SBinlel 

— BjAjN, CDN = — D,CiN 

— NCjB,, NDA = — NA,Dt 



. !,•) U. f. W. 



lä) ©ubmnann'e Sßitfttilunfl, nicb. ©(j^atit p. 236. 
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wltl^in burd^ abbttton 

ABO + CDA ^ - (B,A,D, + D,C,B,) 
mm ift ABC^ BCD + CDA + 2)^5 = o (§. 2, 9), alfo ABC 

+ CZ>^ «= — (BCD + Z>^^), unb man erl^olt mäf aSertaufd^ung 
\)pn DilJ? mit — BAD «. f. to. 

B(7Z> — -BilZ) = — (B^C^P^ ^ B.A^D,) 

SBcun inöbcfonbcre C mit iv gufommcnfaüt, fo toirb C^ unenblid^ fern, 
B^C^D^ bcrfd^toinbct, unb man l^at 



BND — BAD 



B,A,D, 



14 Ucber bic SSertoanbtfd^aft bcr nad^ bcm angegebenen Ocfefe 
fid^ entfpred^enben giguren -45C© . . unb A^B^C^D^.. ergicbt ftd^ got 
genbed : 

®nem ßreife entfprid^t im Slßgcmeinen ein Ärei«. ©ic entft>rc- 
d^enben «reife liegen }3erf}3ectit)ifd^, fo baß N ein Sle^nlid^Ieit^punct bet^ 
felben ift. 2Benn A, B, C, D auf einem Greife liegen, unb bic ®era^ 
ben NA, NB, . . benf erben in A^, B^, . , fd^neiben, fo l^at man 

ß. NA.NA^ = NB.NB^ = .,= q, SKuti ift 
NA, NA, = NB,NB^ =..= P, folgtid^ 
NA^ ^ NB^ _ _p 
NA^ NB^ ~ q 

AU^L= U \A, $ierau6jotgt, baß bie glguren NA^B^C^ . . 

unb.iV^^2^2^2 . . ä^ntid^ unb einerlei ©in^^ 
ne^ finb.^SKun ift ^2-^2^2 • • «« Ärctö, 
fo^tid&Tift aud^ A^B^C^ . . ein Sreie, unb 
N ein 8le]^nKd^Ieit«))unct biefer Greife, 
einem Äreife bcr burdj^ N gel^t, cntf})rid&t eine ©crabe (ein un= 

cnbtid^ großer Srei«), bie mit ber burd& N gel&enben Tangente beö Srei:* 

fc« })araOet ift, unb umgelel^rt. 3ft A ber 
®egcn})Ujict bon N, fo ift ber aBinlel NBA 
red^t, unb jufolge ber Slel^nlid^Ieit Don NAB 
unb NB^A^ aud^ ber iffiinlel B^A^N red^t, 
u. f. ü>.*) 

$Da§^nem greife ein ^ciö (ober eine 
®erabe) cntf})rid^t, erlennt man aud^ burd& 





*) SMefe @Sfee lommen perfl im erflcn S5u$ ber eBeuen Oerter i)on %)pt{U 
ning i)or. S5erg(. @tmfon'« ©earBcitung üBerf. i)on (Samerer p. 47, 2)ie oBtt 
SBertt)anbtf4aft ijon giguren, in ber au* eine jpl^ärifd^e gigur m il^em fiereogrc 
^)W<3^en STBBilb flc^t, ifl an« allgemeinen @erid^tS|)uncten öon Sltagnue (StufgaB«' 
I p. 236 unb 290, Greife'« 3. 8 p. 52) Betrad^tet, Don SBomfon angetoanbt m 



k. 



.\*. 
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njen. aBenn A anf faem Äreife SCO 

S.4D) =. (§. 4, 3)j bann aber ift 
t), b. 6- -^i liegt ouf bem Steife ß,C,öi. 
liegt, fo l&at man 2(£^D— J5-4D) = o; 
% A^ liegt auf bei: ®erüben B^D^. 
iguc unb bie eutfpre^enben gtnlen bet 
ie(ett gfeic^e SBinlel.*) Senn auf ber 
: D jufammenfößt, fo ge^t bet ©intet 
l^en bie SRtii&tung bet guioe t;t D mit 
i). Sffienn jugteld^ auf ber Surue BÄB 
\mx, fo ge^t bie Sßjinlelbif- 
SaJintel ADC bet in 7? fi^ 
enfo ge^t bie entfpted^enbe 
iö, in benSBinWJ, D,C, 

fc^neibenben SuiVen übet, 

aBintelbifferenj gtef^ anb '' 
m Satte, ba| bie in Z) flc^ 
tmeitenmale in B {i^ fi^nei> 
intet mit bem Sinlel bei entft>tec^enben 
1, na($bem man für bie @urbtn jh^ife 
>en in D unb D^ berühren, 
erabtinlge 'Dteieil ADC bem entfprec^en* 
jenn AD «nb CD öerfi^minbeu (jangen* 
:rben). SJobei Detfc^winbeii nömtid^ AG, 

NA, NC, ND einonber gtei$ maben, 

\Ai =AD:DG: CA**) 

B, C, D auf einem Itteife liegen, fo ift 
l.DB \ AD.BC = 
bie 3eit$en ber ©reiede ACD, ADB, 



3. 12 p. 265), tnbli^ bon "SUWwxt Jtttxi- 
dlTcnb (e^nbelt uoibtn (S^CDttc bet SteiSVci- 
rü^ien bit Stelaticnen ber ©trcden unb SSinlel- 
'i nit^t jigrlDtnint. SinSCetisanblc (^Dmoci^clir^t} 
m. S- 5, 6. 

(u^ttfffitn gigiinn unb i^ien fttTugioti^tli^cit 
: Demertt roorbtn (^atlci; in Philos. Trans. 19 

p, 172. 

tnfiifi^e Sc^iifat, totil ftin ^t^waS) jur S3t= 




!Giet:tc« SSuä). ^lauimetnc. 

Setueie. gleist mon i)avallel mit ber 
^Eangente bes Greife? -4E eine ©erabe, tätigt 
AB, AC, AD ber Mei^e nac& in S,, C^, D, 
f^neibet, fo ip ber ü&mUl EAB folüo^t ben 
aßinfeln C,ß,^, A-BiA «ts out^ ben 3Bin* 
It(n ^CB, JOB a(eid&, fi)l9lid& finb bie a^rei« 
eäe ABC, ÄBD ben 2)teieaen ^Ciß,, AD^B^ 
S^nlic^, unb man ^at 

AB.ABf = AC.AC, = ÄD.AD, 
mUl&in (13) 

c^-JöZAB:Äi%- ^'^' = ^'^^ = ^'^i 

jD, + I>,B, + BjC, = 0, weil bie $uncte B,, Cj, D, 

©etabeti liegen (l); folglii^ (!l(ge6ra §. 1, 7) bie ©umme 

^C.4Z)^ ^2>.-4B^.lB.JC 

©tieber ber SRei^e no^ bie 3eid&en ber ©ttecten C,D,, D,B,, 
aucl& bet iDteiede ACD, ABB, ABC ^aten. gjur^ SPiuI= 
mit ^B.^C.^D flnbet mon 

AB.CD + ^C.DB + AD.BC = 
' ber gegeBcnen ^uncte eom Sreted ber üfcrigen $uncte quo» 

ift, fo muffen ton ben 3 paaren gegenübertiegenbet ©trerfen 
7Z>, AO unb DB, AI) unb BC, ein ^aax unBerfangert fit^ 

toä^tenb bie anbern *ßflare unBertänßert Ri^ f'c^t fi^neiben. 
)Utt ber fti^ fi^neibenben ©treden ift negatic jii nehmen, loenn 
Probucte ber fic^ nii^t ft^neibenben @treden j^ofitit} genont" 



iinem bem greife eingefc^riebenen SSiered, beffen ^eiimetei fi^ 
: ft^neibet, ift bofl ^robuct ber SDiagonaten ber ©umme ber 
oer geflenitberliegenben Seiten gteit^. 
eilung. gür 5 $uncte eines Sreifeö A, B, C, D, E '^at 
eic^er SBeife') 

BC CD DE EB 

AB.AC "^ AC.AD '^ AD.AE + AE.AB ~ 



t lu ben Sentdtoinfdn Bon Vi% 180" ge^iirigen ©e^nen eines fflieift 
JIOUB (Almagest I, 9) Beric6tet worben ifl. Kit un6(jirärfte auffle 
iagC füi irgcnb 4 ^unctc bee ffieifeS Til^tt tson 3}16eiiiB ^t (Sireie 
ib 44). 
:nijt geom. de pos. 315. 



a< uiib OuabiDte ecn ©ttedcn. 

begatten i^re Sltt^ltßteit, wenn bet 

unb bet ftreiä in eine ©träte i 

C, u. f. öj., fotflli^ 

^AC. DB-^-AD.BC 

T{AB — AD) + AD{AC — AS, 

Runden A, B, C, D uerl^Iten 
f, AD . BC ju einanber ber SRet^e 

S)reied8.**) 

i« BCD toivb Bon -4B, -4C, -iz: 

13} 

= AC.ACi = AD.ADi 

AD.BC= CiD, : D,S| : ß,i 



— CBD 

— DCB 

— Bpd 

nmme ber^infet^ 



lan bo« 2)teied ABE einerlei ©in 

^C = BE : CD. D 

= B^Cr, toetr B^E = C^D fk^,^ 

i} bte 3)reiecfe 4ED unb y^ 

Dinneß (§. ii,2), b. ^. V 

= AD : A0. X 

CD = AC.BE, AD.BC /^ 

eglöffunfl be8 aemein[^oft= a 

B : AD.BC = BE : DB : ED 



uitx Stnußt tDDtbtn (Nov. Comm. Petrop 
i^aft 16 unb 45. 3)uv^ dte^nung ^a 
lititiite gefiutbtit <@xmtxt 9T$i» 2 p. 341 
beB SJttf. in KreUe 3. 54 p. 167. 




Siertee Su^. $Iaumictik. 

Fei be^ S)vetect$ BED fiiibet man bie ©leic^unseii 

BDE = AGB — ADB = C.dö — CB/> 

DES = CS^ — CD4 = DÄB — DOS 

£BD = BAC — BDC = BAC — BDC 

= 5D^ + ADE = BDA + ACB. $ieröon fubtra= 
©leic^ung 5D^ + DAC + ^CS + CBD = o, unb 
Oll bie ©tette Bon BDA, CAD an bie ©teße Bon — DAC. 

'ung. Sffienn ^ auf ben Steis BCD fällt, fu ftrilen B,, 
l iufammen. SJie unenblie^ ria^en ^uiicte B^, C„ Z), 
er ©eraben, fo bofe C^Di + D^B, + B^C, = in ber 
getenen S3ebeutung. 

te Seireie iui)t auf benfeiten ©tänben, wie bet atte Sßi^ 
icmäifi^en ®a^ed. ^enn A auf bem fiveife BCD liegt, 

— CBD) = 0, fDlglit^ 2BDE = 0, b. ^. E (legt auf 
BD, u. f. ». 
t fc^Itegt man au$ bei ©teid^ung 

AB. CD + AG. DB + ^D.SC= 
de ^, ß, C, D auf einem greife liegen. SBenn A nüt 
fe BCD läge, fo »tttben bie ^cobucte AB.CD, AC.DB, 
ju einonber »ei^alten Kie bie ©eiten eines Dreied«; alfo 

bie ©umme nD(^ bie ÜJifferenj Don jffieien unter bfefeu 
Ji brüten g(eti$ fein. 

tsBefonbere A, B, C auf einer ©etaben liegen, fo fc^Uegt 
: obigen ©feic^ung, bag D auf bcrfelSen ©eraben liegt. . 

auf ber ©eraben AB, fo würbe E auf bei ©erabett AD, 

BD Hegen, u. f. to. 

nn gmet ©e^iien ab, cd eines Sreifeft (Af) in fic^ 
c^nelben, fo ift*) 

AO^ + BO^ 4- CO^ + DO^ = 4AM^ 
, AB^ + CD'^ = 8^J/^ — 40.M2 

.^ ©etDCi«. 9}a* bem ^Vt^agoreif^en ßel^rfüfe tft 

I ^0* + CO^ = ^(7*, ß02 + DOä = BD^. 

_j/ ^ie Summe ber Sogen AC, BD ift ein §atblreig 
/^ (§. 4, 5). SKac^t man nun ben Sogen CE = B. 
fo ift ber SSogen AE ein ^albtrets, mithin -It 



unb Oa()b?att von ®tnatn. 
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+ Bö* = AASP. gernet ift AO.OB 
P (3), AB2 = {ÄO + 0B)5 = AO^ + 

folg»« 

Ol + cros + D02 + 4.iif' — iom 

ctgiefct. 

:g unb fein ^eteeie belüften i^xe dtic^tig* 
aü) bee Sreife« p* Mnefben. !E)te ©umme 
9* tft uno&^ngig oon bet Sänge b« nor= 
JDie ©umme AB^ + CD' bleibt unoef 
ilen ©e^nen XB, CD bet Äbpanb il^reß 
Sentintn fii$ gleid^ bleibt. 

e uon Ä unb £, unb ein beliebiger 




beffen Ouabtatabflänbe con jtoei gegebe' 
umme ^aben, liegt auf einem Jheife, beffen 
ebenen ^uncte ift.*) SEenn AO^ -f BO^ 
ift 24C^ + 2C0', folgti* oue^ CO tton 



elen SJiametet, fo 
iS Sentrum N bie 


bed 


ffteifeS (AO (inb, 


ibiuS NM normal 


\^ 






* = . . = 20M^ . 
ENA unb OJy^, 
= 0^,, u. f. ». 


{ 


jv yj» 



ji$bir tkntn Oerler: ©imfon'ä aStörBeitung fitert- 

inttn 22. 

'aris Tome 9 p. 341 LemmA 1. . 



1 24 Stierte« ©ud^. «ßfanimctric. 

35er ffvei« (M) mcrbc öon beu ©d^cnlcfa eine« redeten 2Binlcfö, 
beffen ©d^cltel A ift, in B unb C gefd^uitten. 3Benn bcr redete äBinfet 

um feinen ©d^eitel A ftd^ brel^t, fo beioegt fid^ ble 

aKitte O bcr eingefc^toffenen ©cl^ne BC auf einem 

beftimmtcn Äreife, beffen. Sentrum bie SKitte »cn 

AM ift.*) ©cnn man ffat AO = BO (§, 6, 7), 

unb MOB = 900, ^olglid^ ^0^ + MO^ = ^O^ 

+ MO^ = 3fß2^ toorau« bie Scl&aulJtutig fid^ 

ergiebt. J)er Ärei«, »eld^cn O burd^Iäuft, fäüt mit 

^ feinem Scntrum gufammen, ober l^ört auf reat ju 

fein, »enn AM fo groß ober größer toirb, ate bie l^atte SDiagonate be« 

bcm Sreie (M) umgefc^riebenen Quabrat«. 

19* ©enn ABCD ein Parallelogramm unb M baß gentrum bef** 
^ fetten ift, fo f)at man (18) AB'^ + BC^ =- 2AM^ 

+ 2MB\ 5Run ift AAM'^ = AC\ . . , folgtid^ 
2AB^ + 2BC2 = ^C2 + Bn\ 

SBenn man ferner einen beliebigen ^unct burd^ 
O bejeid^net, fo ift 

B02 + Z>02 = 2^M2 + 2A/02 
folgtid^ 

i402 + BO^ + 002 4_ 2)02 = ^jic^ ^ iBD^ + iMO^ 

gür atte ^uncte eine« Greife«, ber mit bem 5)JaratteIogramm ba« 
ßentrum gemein ^at, ift bie ©umme ^02 + ^02 + C02 + dO'^ 
bon berfetten Oröße. 

aSSenn inßbefonbcre ABCD ein Äectanget ift, fo ift toegen ber 
©leid^l^ett ber diagonalen 

^02 + CO^ = 502 + J)Q2 

20» SBenn man in einem gemeinen aSiered ABCD bie aWittett 
üon AB, BC, CA burd^ O, E, F, unb bie aKitten bon CD, AD, Bn 
Wxäf Gi, E, , Fi bejeid^net, f ift EFE^ F^ ein ^aroßetogramm (§. 




*) ?(nonj?m in Stelle 3. 9 p. 102. SSergl. (Stelle % 19 p. 205 unb ^eine 
(Stelle 3. 18 p. J81. 



-|- 2FE^ ^ = 




ift baß Duabrol 6et einen Seite, je nac^= 
jer ftumpfen ffiintel flegEtiüfcetttegt, Heiner 

bet Quobrate ber teiben onbern ©elten. 
te ^fobuct Bon einet biefet Seiten mit 

buTi$ bie StonnaU 

Seite aigefd^nttlen 

I ÄE nottnal gu AB 

1 -1- z>B* — AD^ 
•i \. BCfi — CE\ 
BC = BE + EC 

= lAB.DB 

= 2BC.JBE 

fo ^ot DB mit AB. BE mit SC einerlei 
24C . DB, WC . BE finb pofitiö. Senn 
t, fo [tnb bie ©treden AB unb OB, BC 
bie ^Jrobncte 2^S.Z>£, tlBCBE negatib 
bncte ^ß . öS unb BC . BE wirb bur^ 
BDC unb BE^ beftatigt. 

ileraben AB fo liegt, bo^ AC:AB== m, 
^unrt bebeniet, fo ^at man**') 

. Petrop. I p. 66). Siie ttiatcrbiMten ©leii^un- 




L theorem. generalibna . . . Edinbnrg. 1746. 
! b. Uttttf. 



»itrtrt eu(^. $((mlmttri(. 

= (1 — m)AD^ -\- mBD^ — (1 — vi)mAB^ 
)* + CA.BD^ 4- AB. CD-' + AB.BC. CA = 

Semel«. Die gonnetn ^C" + AD^ 

— CD^ unb AB^ + -dD^ — BD^ l)ü6en bie 

\.^^ aßert^e 2AC,AD, unb 2AB.^, toenti 

^^ DDj normal ja AB (21), unb bo« ffier^äfts 

* nif m. Äu« bei ©teii^ung 
f AD^ — Cß' = fa{ABi + AD^—BD^) 

t CD* bic etfte ber otfßen gormein, no^bem man w'iB' 
t ^at 3)fe anbete entffjiingt oue ber erften, nenn man 
AB, i ~ m bun$ CB : AB erfeftt unb kacktet, bofe 
) CD u. f. tt. 

53te ^uncte D, toelc^e in Seiug ouf jtoei gegebene Sßunctc 
iegen, bog AD^ + kBD^ einen gegebenen SBett^ §at, be= 
einem beftimmten S&cetfe.*) ©e^t man m = ä;(1 — m), 

i+fc' i+i 

g AB, fo erhalt man 

^^ I + t (1 + t)^^ 

aSorauSfetung ift biefet 2Bert^ ton CD^ unDetänberlic^. 
= 1 ift oben (18) betrac&tet »ptben. 3n bem gölte k = 
Seutium ttS ^ifes unenbU^ fem, unb ber RtäS bon 
, ttet^e AB ttotmal fc^netbet, nii^t berfc&ieben (2). 



tjl&äfc eine« ;^eied8 lann butd^ bie leiten beffelben 
irben. äie^t •"on tai ©reied ABC bic §ß^e C, C normal 
^ot bie glitte bee 3)reied£ A Ouflbrotein^eiten, fo ift 



itiuC im 2teti a3u0 btt eignen Oett« (©imfon'e Senttitung Ü(ti 
!63 ff.) M temeitt, bog O auf einetn beßitnmlen jtrafe liegt, icen 
jefiene ^uncte, et, jff, y. . . oegeBeiK 3i»6t'n fint, unb bit giKini 
-}- yCO» + . . dntn flegewueti SBettt M- ^"6 ^o» ßentniii 
S^ferpun« ber $uncle «J, (?B, yC, . . tp, ^ot germat (opp 
igt. Scrsl. eteieom. g. 11, S. 



Hitb Ouabialt tau 


©tretftn. 


= iAB'.C,C 




. iASKC,B' 


/ 


BC 


A./^ 



iC2 — Cy2)2 =, \AB-i.B(? 
i ber Steige no^ a, h, e Sänge 

^M 

(jI\S 

Zc^a^ _ (,4 _ ji _ 5* 
ftipticotion Iff 4a'6' — (a' + 
5)*, iPft(^e wieberum ^obucte 

1 + 6+ e)(a _6 + c)Ca- 

b. ^. ben Ratten Perimeter 

. + c = 2« — 2a 
. + c = 2a — 2S 
- — c = 2j — 2c 

^ält man') 

-«)(» -i)(«- c) 

f(^ ju beueifen, bejet^ne mai 

n beö Sääinfels ^ 

welche bie ©fiten ^ 

nb bie dlormaten /\ 

fo bog A =• sd / ' 

unb AJ'^i^, D'ßö />^^ 

= D'B.BF' *■ " 



»iiKlnf^eii SSsrod! Icmnit juevB i 
»or. 3)cv folijenbe fltem(tri(4e 93« 
norbo Practica geowetriae (122i 
ttn aiiftnö bc6 a}sr(. in btn Seipjij 



eieitce fduäi. $faniiiittrie. 

(tfilicatton finbet man 

AD'.D'B.BF' 

^'- jFi 

4, 8) 

iÄiy + BC =: CA -\- AB, Aiy = s — a 
2D'B ■}- CA = AB -{- BC, D'B -^ s — b 
2AF' — BC = CA + AB, Af = s 
= s — c, folgtii^ 

g. "Sias $iobuct ber Siabten von ben ^ifen, totläft bie 
Dreied« beiiJ^ren, ^ot ben SBJett^ A^.*) Sejel^net man 
in bur* d, f, g, h, fo ^ot man (§. 13, 9) 

+ 6 + c)d = 2A, (- a + J + c}/ = 2A 
— J 4- ")? = 2A, (a + 6 — c)A = 2A 

c) (— o + 6 + c)(a - t + c)Ca + 6 — c) d/<?A = 16A' 

dfgh = A= 
bfl« aSiereÄ ABCD, beffen ©eiten AB, CD in E fic^ f^nei' 
JhreiS mit bem !Rabiu8 r umgeft^iieben ift, fo l^at man bei 
gegebenen fflejei^nung 
EB(? = T\e-\-l'\-cy>- = ebc{e-\-b-i-c) 
EAD^ =r2(e — d— fl)* = edaie—d—a) 
ie—d—a)bc = («+6+c)(to 
cd-i-cda-i-dab+abc ^ (a+6 + e + rf)6c 

6c — da I "T ~r j^ — j^ 

j 6cd-j-cÄa-^-da6 -|-«^c 

'" "" a + 6 + c + d ; 

= rUa + 6 + c+d)^ = {6cd+..)(«+ö + <!+«^)") 

Dos ^robnct Bon jaei ©eilen eine« iJreieciS ift bem $«' 
em Diameter be8 umgefc^ieBenen ÄretfeS mit bei §ö^e jur 
,te glel^.**') 3ft AD nonnol ju BC, nnb 4E ein ®ia= 
cm !DreleiJ ABC umgefd^riebenen Steife«, fo finb bie red^l' 



itu 1807 nnb S'^uilitt 1809. »«gl. &ag. flun. ) p. 150. 
tor «tief ©rtSbtn 1871. 

)Beni(r[ung ift in itx inbil^n Äfhonomw »im ©ra^maflupta i n- 
1 Sa^ii. a. efr.) titt&amn. 'SJtrgl, (Sftoatefl ap. hiat p.476b.ll( if. 

btT iiibij(!^cn ffilai^cmatiltt ntibm m\ gritt^ifc^e Ocigtniilc jurfldgtf u- 




)bucte unb Ounbratt bon ^tttätn. 129 

1D unb AEC äl^nli^, nett bie Stnte( 2DBA unb 
KEA g(ei<$ finb. ^a^et ffat man 

AB: AD = AE:AG, AB.AC = AD.AE 

£)affelbe ^lobuct tann auf anbete ^ 

Seife auSgebriidt werben, inbem man 

bie ben SBinlel BAC unb feinen 9ie» 

''— inlel .ginlbitenben jie^t, tuelt^e bie 

De BC in F unb G, ben Äteiö 

, unb ff, fi^neiben.*) ©ann 

)ie 5)reiecfe ^Ci^unb ^5 ü^n. 

Bjell bie SaSinlel ^CJ- unb AF^B, 

unb jPAFi glei^ finb. 2>a]&« 

wn 4C:4F = AFi'.AB, fol9Ü(^ 

AB. -iC = AP. 4F, = AF(AF + /•/■,} 
= BJ^.fC + AJ'* 
AF.FF^ = BF. FC (3). ßtenfo finb bie "^xiMt ACQ unb 
3 ä^nli^ mithin 

.iS.4(7= OjA.AO = (.0,0 ~ AÖ)äO 
= BO. CO — AG^ 
iie man W\t%t, baß 

FG' = AG"^ + APS = BG.CG — BF.FC 

25. 3^ei gefunbene SiuSbiud für bae ^robuct von jmei ©etten 
l&ieiede (24) enthält m^\6i ben $lu«biud für ben ißabiue befl 
iCreied umgefc^Tiebenen SreifeS butd) bie leiten beS 3)ieied9, . 
BC.Z)^ bie bopvelte glad^e be9 iDteiedS ift, fo ift ba8 $iobnct 

irei Seiten be$ :£iieiec(S g(eid^ bem ^robuct bei eieifai$en ^{iä^ 

i)ieiecf8 mit bem {RabiuS be« umgefd^riebeneu jhretfee. ^ejetc^net 
wie oben bie ©eiten befl lyttxv&i, bie glä(i^e beffelben unb ben 

uS bed umgefc^tiebenen SreifeS buic^ a, h, c, A, r, fo ^at man 
abc , 
'4Ä 

gieroue fctgt, ba§ bie SlÜd^en uon Sieteden, uelt^e bemfelben 
e eingef($iieben finb, fiti^ »ermatten Ute bie ^lobucte iJ^rer ©eiten. 
Seil r grabet aSü ber !Ciameter %d bes bem !3^ieied einflef(^Tie' 
I ftielfe« ift (4), fo ^at man"*) 



@4iotctt eiercit. math. 1657 p. 65. 
»ratmagiUJtü. ®. I56«8lea a. a. D. p. 470. 
I Selbmue Samnilnng 1820 p. 27. Srdk mal^. 9uff% I p. )62. 



;[30 Viertes ^ud^. Planimetrie. 

dbc _ 4A 




4 A a + 6 + c 
ahc > ( — a + i + <?)(« — ^ + c)ra + ^ — 

3n ber 23^at ergicbt fid^ eine })optiöe 2)ifferenj ber beibcn iJrobucte 
für irgenb toetd^e })ofitiöe Qa^tn a, b, c, totm man bie ©ifferettjcn 
biefer 3<^^t^« i^ ^^^ 9ted^nung ctefül^rt. 

26* SSter ?ßuncte A, B, C, D beftlmmen 4 ÜDreiede. ©erni man 

Don ben ^^täd^en biefer iDreiede eine jiebe mit 
ber ^oteng bed umgcfd^rtcbenen Äreife« in 
©eing anf ben fibrig gebliebenen SJJunct vxaU 
tij)ttcirt, fo erl^ätt man gtcid^c ^robucte ; i^r 
gemcinfd^aftßc^er SBcrt^ ift bie gläd^e bc« 
©reied«, beffcn ©eiten bie ^robuctcZ>il. J5C, 
DB. CA, DO. AB pnb. Sejeid^net man bie 
^otengen bon D, A, B, C in Sejug anf bie greife ABC, BCD, 
CDA, DAB burd^ p, p^, p^, p^, nnb bie nad^ (23) jn bcred^nenbe 
gtäd^e be« S)reiedE«, beffcn ©eiten bie ^robnctc DA.BC, . . finb, bnrd^ 
«, fo ift*) 

p,ABC=zp^,BCD^p^.CDA = p^.DAB = b 

Sern ei«. S33erben DA, DB, DC Don bem Äreife ABC in A^, 
^u ^1 gefd^nitten, fo l^at man (13) 

DA.DAj^ = DB.DB^ = DC.DC^ = p 

n. f. tt). SBejeid^net man DA.DB.DG burd^ ^, fo ift 
iliÄ =^i)C. AB, BsC.^^DA.BC, C.A.=^DB.CA 

»eil bie ©eiten i)on ^i^iC^ ju ben ©eiten, »eld^e bie gtäd^e s ein* 
f daliegen, ba« SBerptni^ p:q l^aben (§. 11, 2). 5«ttn finb bie ©rei*« 
ede ABC nnb -4^ 5^ Cj bemf elben greife eingef d^rieben, folgtid^ (25) 

ABC ^ AB.BC.CA _ q^ 
A^B^ Cj ~ A^Bi .B^C^. Cj^i ~ p^ 

p.ABC=s 

2)nrd^ gegenfeitige SSertaufd^nng tjon A, B, C, D erleibet b feine SSex 
änberung, fotglid^ erl^ätt man anf gleid^e SBeife Px . BCD = b, n. f. n> 



') Staubt iSrettc 3. 57 p. 88. 



o'v: 




§. 14. ^robttcte nnh Cmabtatc Do« ^ttzätn. t3i 

27. au« bctt ©eiten eine« bcm «reife eingefd^ricbencn SJlcrcd« * 
ii5CZ) hm man nod& itpei anbete bcmfelben Steife cingefd^tiebcne SBict* 
erfc bifben, ÄBC^D, ABOD^, inbem man einet Seite bet jRell^ nad& 
jebc t)on ben übtigen Seiten gegenilbctfieat. 
Die glod^en bet 3 SSietede ftnb^ gleid^, toett 
fic t>on bet gtäci^c bcö ttctfc« bntd^ bic* 
fetten ©egmente fid^ untetfd^eibcn. 3e jtoei 
bott bicfen aSieteden l^aben eine diagonale 
öon betfetten @t8§e. @inb nSmlid^ a, l, 
c, d bie ©citen, fo giebt c« in ben 3 SSiet* 
eden bie S)iagonatcn f, g, h, bon benen bie 
etftc (DB) mit b mb c, bie anbete {AC^, 
D^B) mit c nnb a, bie btittc {AC) mit a nnb h ein ©teied bilbct. 

aSenn nun ba« SSieted ABCD concab ift, fo finb aud^ ABCiD 
mh ABGD^ concab, nnb man l^at nad^ bem ^totcmfiifd^en gel^tfafe (15) 

Ä/ = ca + 5(f 
/^ = oft -|- cd 

gh ^=s hc -{- ad 

$)ietatt« folgt 

111 

f 9 h • ^ 

^ (cg + bd)(ab -{- cd) 

bc -^ ad 

2 (a^ + cd[)(5c + ad) 

ca '{^ bd 
■^, _^ (6c + ad)(ca + 6d) ^ 
ab -\- cd 

SBcnn bagegen bet ^etimctet be« SSieted« ABCD fid^ felbft fd^nei* 
bet, fo ift bie« and^ bei ben S5ieteden ABC^D nnb ABCD^ bet gaü. 
®ie llcinftc]|®eite j. SB. AB toitb in feinem biefet S5ietede oon bet 
gegenäbetliegenben ©eite innen gefd^nitten. ÜDann l^at man abet nad^ 
bem ^totemäifd^en ßel^tfafe ca + ä^/, = bd, n. f. to., inbem man 
bie ÜDiagonafen auf gleid^e 5ltt toie oben butd^/^, g^, ä, bejeid^net. 
JKitl^in etgeben fid^ »iebetum bie obigen fjotmeln, nut mit bem Un* 
t id^iebe, bag bie Keinfte ©eite (a) negatib ju nel^men ift. 3n ben <A= 
f rfteten gotmeln füt /j^, g^'^, ä^^ ift e« gteid^gültig, toeld^e öon ben 
X i ©eiten negatib genommen u>itb. 



*) löraljiniaguiJta. ®. (£^aU« ap. bist. p. 485 b. UcBer|. 2)ie brttte 
pönale fomwt bei ®irarb toor. S5g(. unten (30). 

9* 



ISiciteS SßwS}. i^aititnetrte. 

Sßjenn in einem bem Äreiö eingef^viebenen SSietecf ABCD 
l&erliegenben ©eifcn DA, BC in E,. F con ben ©eraben ges 
merben, bie bur^ C, D pataltet mit be« Siiogonalen DB, AC 
:nb, fo ift baö aiiere* CDEF äl^nti^ 4BCD unb entflegem 
Sinnes. 3Bit §ülfe be« 93iereiJ« -Ißi^E, beffen etfte ©eite ntlf 
n f flwMet ift, !ann baS SJieved ^BCD conftruirt tuetben, bef= 
n gefleßen finb mib b«r^ beffen edpuncte ein Sreie ge^t.*) 
jei8. t)ie aBinlel 2CD£, 2CD4, 2CB^ finb glei^, weit D. 
\ einer ©eraben, C, Z>, ^, S auf einem Steife liegen, ©ie 
Sinfel 2D£C, 2^DB, 2^C5 finb glei^, 

-^ ttelt EO unb £0 ijaraßet finb, unb A, 

v^^ N. B, D, C auf einem Äreife liegen. So^er 

\. \ finb bie 35reicefe CDE unb ABC ä^nti^ 

^Op unb entgegengefeßteu ©inneö. iEoffelbe 

J\ij etgie6t fic^ auf gteit^e Seife fitr bie 

"'1^1/——'^ ©reietfe CDF unb ABD. §ietaus er=^ 

■_ — ^^ X^^^ ■*" ^^•"'* ""J" ^^* Sle^nlit^leit bet ©ieterfe 

CDEF unb ABCi) (§. 12, 1). !Da^ei 

entfpred&enbeu .HSinlel CD^EF unb ^B*CD cntgegengefefet 

[fo bie ©tteden EF unb ^fi paxaM unb oon einerlei 9li^' 

bet Sfe^ulic^leit bet jjiguren CDEF uub ABCD folgt, wenn 
©eiten AB, BC, CD, DA ber Äet^e nac^ butc^ «, J, c, d 



GF = -d, FE=-Q, ED = -b 

tfat baS Sßiered A5f£ bte @eiten 

= a, BF = b + -d, FE = ~c, EA = d X. -b 
' a ' a ~ a 

e untern 3"<*™ für baS concaöe Sßiered ABCD gelten, mä^> 
obren 3«i^e" i« nehmen finb, wenn bie ©eilen BC unb DA 
ctedä fld^ unDerlängett f^neiben. gie^t man noe^ unter ber 
feung c < a bie ISerabe EG paxaM mit FB, fo ^at baö 
.EG bie Seiten 

t? = a — -c, ffß = ft + '' (i, EA = d^i-6 

i) iam6 esamen des diff. mäthotlea . . p. 16. Siieh flufgait ift 
>t» tettn Sa^tbunberte uielfaf^ (e^nbelt tnptbett. Siai. tt/aSUS ape- 
6 b. Utberl. Siinje ^lonim. 2te aiifl. p. 239. Eameitr na* fili, 
a in ber Utterf, bon ©inifon'8 »tarbetlung b« ttentu Otrttt befl a|ii 






§. 14. ^robucte unb Ouabrate bott Btttdm, 



@inb nun bie ©trctfen a, &, c, d gcgcBcn; fo taffen fiä) im Sftt* 
gemeinen itoei Sierede ^J5CZ) conftruiren/ beten ©etten a, h, c, d flnb, 
unb ym lüeld^e je ein Srei« befd&rieben »erben 
fann, baben baö eine concab ift, toäl^renb ber ^eti^ 
mctcr beö anbern pd^ felbft fd^neibet 3Kan con*« 
ftruirc gunäd^ft auÄ ben <Stredfen a, h, c, d, tt)o* 
»on c < a, ein beliebige« SBiered LMNO, baju in 
<)crfpectibif d^et Sage ba6 äl^ntid^e SSierect LM^N^ 0^ , 
toorin ZMj = c, fotgtid^ 






■"■■.«i^f'^'' 







iV^jOj = «c, O^L == ~c? 



a 



a 



i(t. ÜDann conftruire man, »cnn ed mögtid^ ift, bie 2>reiedEe AGE and 
ben ©eiten 

a — iV^Oj, Ä + Ol/// d q: JtfjiVi 

maä^t AB =^ a in ber JRid^tnng AO, üoüenbe bie ^araöelogramme 
EOBF, mad^e BG = h vx ber »Jid^tnng jBF unb AD = ^ in ber 
äiid^tung AE. Um iebeö ber gefunbenen SBieredte ABCD W^ pd^ ein 
Srciö befd^reiben, unb in jebem ift CD = c. 

®eäeid(^net man nämlidö ben S^urd^fd^nitt bon BC unb DA burd^ 
J?, [o l&at man EH : EF = AE : AG, FH : EF = BF : ^ö jur 
»ered&nung bon EH unb i^'ir, DH unb Ca 3Kit §ütfe ber obigen 
SBertl^e bon CF, . . , AG, . . finbet man DH : CH =^ BF : AE ^ 
BH : AH, unb DH : FH = AD: CF. !Cie ®(eid^ung DH . ^H = 
BH. CH U\^xt, ba§ ber Srei« ^^Cburd^ Z) gel^t. aBeilenbfld^ CDiEF 
= DHiFH = AD: CF, [o ift CD = c. 

29. SDie gläd^e eine« bem fireife eingefd^riebenen SSieredE« lann 
auf äl^nlid^e 2lrt toie bie g(a<i^e ein«« ©rciedE« 
(23) burd^ bie ©eiten auögebrüdCt »erben. ^kf)t 
mm CB^ unb CD^ normal ju AB unb AD, fo 
ftnb bie ©reiedEe CBB^ unb CDD^ äl^nlid^, »enn 
Ä,B,C,D auf einem Äreife liegen, mitl^in bie 
SBittfet 2ABC unb 2ADC gteid^ ftnb- SDemnad^ 
ffat man 

BB^ : ByO : CB = DD^ : D^C : CD 
b für bie gtäd^en 

2ABC ^ AB ,B^C = AB.BC. ^ 
2DAC =^DA. D^C ^ CD.DA.^ 










'l¥- ,< Ä 



;«• 












'/■■^^« 












■•»■■' 







Siitxtti Sud^. ^kmmetvie. 



!ßabei ^aitn bie gomeln AB^ + BC^ — CA^ unb CD"^ + DA^ — ^C» 
ble ttbfotutcn SSJett^e (21) 



2AB . BBi = 24S . BG.^- 
2DÄ . DD^ == 2CZ> . D^ . -^ 

3ft nun baö SBierctf ilßCD concat), unb l^at feine gtäd^e r Qua* 
brateittl^etten , fo finb bie ©reiede ABC unb DAC, bereu ©untnie « 
iji, bou einerlei ^tx(i)tn, fotglid^ < 

B 02 

ÜDie gormein 45^ -|. . . «tib CD^ -|- . . pnb jjon entgegcngefe^ten 
3eid^en, toeil bie SBinlel ABC unb CD^ ju 180<^ fid^ ergänjen (21), 
fjjtflU^ 

(^£2 + BC^ — CI>2 — 0^2)2 = 4(AB .BC+ CD. DA)^ . "^ 

5Run tft J9i C2 + J5jB, 2 == 5C2, alfo na* Sejeid^nunfl ber ©eiten be« 
35iere(f^ burd^ a, h, c, d 

16v2 = 4(a& + Cd)2 — (a2 4. 52 _ ^2 _ J2)2 

= Sabcd + 2^262 + 2a2c2 + 2a2d2 + 2ft2c2 4. 2b^d'^ + 2c2rf2 

_ «4 _ J4 _ c4 — ^4 

3nbem man bie !S)iffereni ber Ouabrate jerlegt, finbet man 

16v2===:(— a+& + c+d[)(a — 6+c+d)(a+fc — c+^(a-f &+C— ^ 

Sefet man nod^ a + & + c + d == 2«, fo erl^ält man*) 

©enn bagegen ber ^Perimeter bcö SBieretfö 
ABCD ^<Sf fetbft fd&ncibet, fo finb bie 2)reie(fc 
-4jB(7 unb DAC t)on entgegengefefeten 3^^^^ 
\c (§. 9, 7), tDäl^renb bie gormeln AB^ + . . unb 
CD^ + . . einerlei 3^*^^^ l^aben. Sejeid^net 
man bie %lSiä)t bed SSieredd burd^ v^ , fo l^at 




16i?i 



ma in biefem gatte 
^{^AB.BC — CD.DA)^. ^^ 



^2 ^i^ 



(^J52 + BC^ 



BB ' 

CD^ — DA^)^ = ÜAB.BC — CD. DA)^ . —^ 



*) 33ra]^magttJ)ta, @ncUiu8. SJflt. CEl^aöIc« apergu hißt p. 480 b. Uekrf, 



i 14. ißtcbucK nnb Oufibialc bon ®ttccTcn. 135 

= Hab ~ cd)2 — (flS + 61 - ci _ d^i 
%aH^ + 2o^c2 + 2aSd2 + 26'c2 + 2iW + ic^r- 

_ a* — S* — c* — d* 
c_rf)(a — 6+c— d)(a + 6 — c— Ä)(a+6 + c-|-d) 

bie !Cifferenj einei Seite unb bet ®umme ber äbrisen 
^. j -1- c — Ä = 2ffj, fo et^ült ntoti 
= (^j _a)C*, - 6)(.i ~ c)K + d) 
n für bie 3(Ä(^en v unb v, ber SSierede, ttel^ie bie 
l ^aUn unb um toetc^e ein Steig fic^ befc^ieiben lägt, 
le auä ber onbetn oMeitbor; au« ber einen entfjjtingt 
, eine ©eite itit 3''<i^*" iöe<^[elt. Siflbei ift unmlttet' 
m, baß*) 

w* — w, ^ i= aJcd 

inbet, fo ge^n w unb i", in bie Sormel für bie gtäi^e 
t, beffen ©eiteti a, b, e finb (23). 

SRabien ber greife, in üjttt^e flc^ SJietede 6e(c6rei6en 
;iten a, b, c, d finb, IBnnen ouf fil^nfii^e Slrt gefunben 
tRabiud bee JtieJfeS, in ben mit brei gegeiienen ©eilen 
äefc^reiben tagt (25). ^ejeii^net man bie gefüllten 9ta> 
r r,, {e nai^beni ba$ Siieied nur concaoe Sinfel ^at 
^el^ält man bie angenommenen Sejeii^nungen (27 ff.), 

irv = ir.ÄßC + ir.DAC 
^ abh + cdh 

d = f9, folflli* 

4v ' 
(a6 + cd)(ftc + a d )(cfl+id) 



-6-|-c+dl(a-6+c+d){a+i-c+d)(a-i-6+(^d) 
ereä ber jroeiten %xi ^at ntau 
= 4ri . ABC -~ 4ri . DAG = a6A, — cd\ 
eichen ift ab — cd = fiSi, folgUii 
, _ /ig.^i 

(«6 — cd) (6c — grf) (eg — id) 

■i+<v-d)(a-6+e-d)(«+J-c-d)(a+6+c+d) 



136 Stected $ud^. $(anüiietne. 

§. 15» ^Perimeter unb gldd^e ber gtgurcn.*) 

1. SBenn j»ci ifoj)crtmetrifd^e Drcicdc (b. ^. i)on glctd^cm Um* 
fang) gleid^e ©afcn l^abcn, fo l)at baöjenigc bte Heinere gläd^e, in ttjel* 
d&em an ber «apö ber größte SBinIcI liegt.**) 3ft .ID + D^B = 
ilC + CB, unb 1)5-4 ber gröftc unter ben an AB üegenben SBinfeln, 
ift bie gläd^e ABD < ABC, 

©etoei«. e« fei ber SBinlel 

DBA > CBA > 54C, fo tft BAC 

> J?4Z), fonft (öge C im ©reiecf 
^-» ABD, unb ^C + Cß »Sre Heiner 
ate 4D + DB (§. 3, 2) gegen bte 
SSotau^feftung. Dal^er fd^neiben fid^ 
AD unb CB innen in E, fo baß £5 
< AE (§. 3, 1). STOad^t man EF 
= EB in ber JRid^tung EA unb 
Eö = ED in ber 5Rid^tu«g EC, fo ift 2^0 = DB (§. 5, 1), foW 
AF + FG + GE + EB = AF + DB + ED + FE = AD 
+ DB = AC + CB, gZun ift AC <AF -]- FC, folglid^ ^C + 
CB < AF + FC '\' CE + EB, iafftx AF + FG + GE + EB 
<AF+FC-\' CE + EB, FG + GE < FC + CE. ^ierau« 
folgt (§. 3, 2), bag ba« JDreied FEG ein Jl&eit be« 3)rcie(f« AEC i\i, 
foIgHd^ DEB < ilEC, ABD < ^50. 

2. Unter ben ÜDreierfen auf berfelben SBafi« l^at baö gteid^fd&en^ 
letige bei gteid^em Perimeter bie gri5|te gtäcJ^e, bei gleid^er gläd^e ben 
Heinften Perimeter. 




dlabien bei ^eife, in tDcltibe {!$ mit mel^r gegebenen <Setten ^olt^gcne Befd^reiben 
taffen, nnb über bie glädpen feiger $olt?gonc f)at SWßbiu« (a. a. O.) affgcmctne 
Unterfut^ungen angefleut. 

*) 2)te erjlen @&öe über ifo^erimctrifci^e giguren, namentUdSf ber @a^ bom greife 
unb ber entf<)re^enbe »on ber Äugel, tocrbcn ber ^tbagoreif^en ^uU xttgcfd^rtcben. 
S)te jugebörige (Sigenfd&aft ber ^albfugel toirb öon Str^imebe« (Sph. et Cyl. H, 
10) benjiefen. 3enobor (früber mit 3enobot bcrtoecbfelt unb in« 5te 31^. i)or ©Jr. 
gefegt, toal^rf^einli^ aber na^ S(r$imebe9 p fe^en) ^ottt bie @Iementarfa^e über ifo« 
perimetrifd^e giguren in einer @4rift Vereint SSon berfelben bat Xbeon im (Som* 



mentar »um SImage|i (ed. Halma p. 33) einen Äu^jug gemalt, mit mlä^tm^^ap- 
(^u« (Collect. V) öielfacib jufammentrifft. SRatff bicfcn Ouellcn x^ Stnchox'^ %hiai' 
luna beutf($ miebergegeben toorben t>on vlotl im Programm be6 greiburger 2t)ttvi 
1860. (Sine neue ^egrünbung biefer Sebre unb beträd^tlid^e (irtDeiterungen ( 
S'^uilier de relatione mutua capacitatis et tenmnorum figuraram 171 
gegeben. 9lm grünblid^pen ip biefer ©egenjianb t)on @teiner in 2 tttb^anblungt 
iSrefle 3. 24 p. 93 unb 189) beleud^tet »orben. 
*♦) «ßa^^u« V. 5 unb @teiner p. 96. 



t bei giauren. 
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)B = äC +- CB, fo liegt D aa^eiffaib 
= CB, folgti^ ber ©infel CBA = BAC, 
unb BAD eiltet deiner,' bet anbete grö* 
gtflc^e ^BD < ^BC. 
SJteieä ABC bem S)teied .iflD gleid^, 
ed AZJE mit ABZ) »on gteii^em Umfoufl, 
ABC < AB£, njotauö man fc^Üeft, bog 
^at a(« 4SE ober ^BD. 

rifi^en SDreiecfen ^ot ba« gleii^feitige bie 
id&en 2)teierfen ^at baö gleii^feitige ben 




? unb /'S!) X 
bet Sinlel 
Stäche FBD < FBG (1). 9Jun ift ^DE 
tO, ABG < 4ßC (2); fcl9Uc& 4DE 
ian|)tHng wirb wie in (2) bemlefen mit 
ide, melc^eB mit bem gemeinen Xteietf 



welche bie Summe bon 2 ©eilen gleich 
t, in bem biefe Seiten einonber glei^ finb 
erliegen. 

BC, CBA = r. 

'=AF-\-FE, 
AFE (§. 9, 2), 
!C> ADE. 
ra SSiereden ^at 
grSgte Släd^e. 
l^at ba« Qua= ^^ 

Jen Äteiöfectoren Ijot berjenige bie giößte 




SicTUS Bu^. ^laiiimttric. 

logen bem ^inmeter gUiä) ift.*) 3^enn ttx @ectoT tft 
tai itäfta'mttligt 'Bttitä, beffen ßat^eten fo lang ftnb 
unb bei :3^iatneter (§. 10, 4). :93ei gegebener @UDtnte 
b baS IDieted am giSgtm, ffienn bte Sat^eten einanber 



lüen ifopetimettift^en giguren ^ot ber Ätei« bie größte 
[Qen gieit^en Figuren ^at ber Jtrei8 ben fleinften ^ert» 

giguren Bon gegebenem Perimeter tBnnen nid^t belietig 
m, loeil iebe Slagonote Keiner ift aI8 ber tjalit ^eri' 
:t}ie grSgten unter tiefen giguren lijnnen bon innen 
betrachtet nirgenb« conoef erf^einen; fonji 
tonnte man bie gigur DergrQßem, o^ne ben 
Perimeter ju BergröSern, inbem man j. 93. 
ftatt be» conoejen I^eifö FGH beS ^eriuie> 
^B teiö ben gleii^en unb äljnti^en concaben SE^U 
FJH Hte. ©inb A unb B $uncte, ttel^e 
ben Perimeter einer größten gigur ^atbiren, 
fo mug bie ®erabe AB bie glä(^e berfetten 
^albiren; fonft IBnnte man bie gigur Bergii= 
ßerimeter ju bergrögern, inbem man ben gr6gern 2^eil 
f) unb ä^nlii^ machte. @inb C, D, , . anbere $unde 
fo mfiffen bie SSintel ACB, ADB, . . re^t fein; fcnft 
e aenbening be« Perimeter« bie gigur »ergrößern, tn» 
Binlel ttdft ma^te (§. 9, 2). S)ie ©^eitel ber rechten 
■DB, . . liegen auf bem fiieife, beffen ©egentjuncte A 
4, 3). atlfo lonn eine gigur oon größter glücke bet 
:eter ton einem Sretfe nic^t cerfc^ieben fein. 
is K ber gigur L gtei^, unb L mit bem ^etfe M son 
, fo ift i < Jf, fclgti^ K <C M, mithin K Don Il«i= 
8 M ober L. 

ler ^IJerimcter einer gigur üu8 einer untegrenjten ©e* 
er U)itlfürltd)en Sinie l befte^t, unb.uenn entwebei bie 
c bie gläi^e ber gigur gegeben iff, fo ift bie glöi^e om 
Sänge bon l am fleinften, wenn bie gigur ein J'f"" 



,109. Sgi. ipotpue V, 17. 



j« Sigutcn. 139 

i onbere mit i^m j« tagUu 
Jebinpugen erfüllt ftnb, toeto 
:tn trgänjt, luelc^ mit i^nen 
.) 3Zun ift bei gfeit^m ^eti^ 
Perimeter »on 2P fleitt« ats 



r aus einer ®trecte a unb 
nn entmebcr bie Sänge eoit / 
io iß bie SlÖc^ am größten, 
e gigur ein fiietäfegment iß. 
[offene Äveiöfegment P toerbe 
ergSnjt, unb eine andere uon 
id^net. 




^eisfegment bie grBlte Stäche 
^bem ber ^ertöteter ober bie 

lud gegebenen Seiten ge6ilbe« 
eingeft^rieben finb unb beten 
gtä^en umfpamien.") 

n 6eitenja^l ffat bai gemeine 
e g(5($e, bei gtei^ glä^e 

gr5|eree ^ol^gon bon bei= 
etimetei bertoanbelt toerben, 
Xäd} finb (2). 2I(fo mu^ ba« 
men bon gleicher @eiteu)a^I 
ißl^gonen, bie bon gegebenen 



c Uem. de Berlin 



SitiUS Sdnäf. flanimetrit. 

fc^loff^ loetben fBnnen, tft ba«jenige, mldttm ein Stetig um^ 

toerben tarnt (7). 

ibere S9e^att)]tuns miib »ie oben (2) beuiefen. 

Me gtfii^en ber iföterimettifcten teguWten ^ol^gone »em 
bis jum 9ieie bilbeit eine fteigenbe 91et^e; bte ^eiimetei: 
regulären ¥o%one bom I)teie* an biß jum ffltei? ßHbcn 
e iRei^e.') 

ifi. ^as legulJire n€d lann a(8 tneguläre« (n -]- i)S(f 
werben, in melc^em ein 3Qinte( ISO'' beträgt. ^a6 irregu^ 
l)ISd ift Keiner al9 baS ifopertmetrifc^e reguläre (n -|- l)@tf 



puS V, ]. ©teintr p. 112. ®« ?(8tti( 6« btn räiMen SrtDei» 



1. Sur^fc^niit tjon Sbenen unb ©eral 



1. Sßenn jtDet Stienen einen $nnct gemein ifaitn, fo t) 
ne buit^ ben gemetnfc^aftlid^en $unct ge^enbe ©erabe gemein 

iBeUjel«. 3)urd& ben geuieinf($aftli(^eii 5punct A ber 
erben «nf ber etften ffibene bie ©etaben BC, DE gejogen, ic 
Deite S6ene fd^neiben, toeit fte bie buti^ Ä ge* 
aiben ©etaben ber jWeiten ebene fd&neiben (^JJton. 
. 1, 3). ©urt^ bie $nncte B unb E, »el^e 
nf Berfd^iebenen Seiten ber jtDeiten ßbene liegen, 
t eine ©erabe beftimmt, weli^e bie ätoeite ©bene /^\fi 

I F (c^nelbet. Sffieil bie ©ecobe BE mit ber '- -*" 

flen ebene iWei 5ßuncte gemein ^at, fo liegt fie 

if ber etften gtene (5ßIonim. §. 1, 4). iDa^ 

t F ein gemeinfi^aftlii^er $unct, nnb bie ©erobe 

F eine gemeinf^aftlii^e ©erabe ber fceiben ©be* 

ep, in ber jte fit^ f^neiben. Slnget^olB ber ©«oben -dP !öi 

Eiben gbenen einen H^unct ni^t gemein ^oben, o^ne gan; iufai 

lUen. 

2. @tne ©erabe unb eine <£bene ^aben einen $unct gemein, 
e im allgemeinen fi^ fi^neiben. 9Qenn bie ©erabe mit eine 
ai ber ®6ene jjotallel ift, fo ift fie mit ber ebene paroöel 
S>neibet fie nii^t unb ^t mit i^t einen unenblit^ 
rnen $unct gemein, iffte Stii^tung ift in bet Ebene 
iti)atten. 

ÖeioeiS. !Durri& bie ©erabe AB nnb einen 
liebigen $uuct C ber Ebene ift eine ebene beftimmt 
ßfanim. 1, 4), welche bie gegebene Ebene in ber 
oben CD f^neibet(l). !E)ie©etoben-4J9unbCD 
Sbene ABC ^aben im allgemeinen einen ^unct gemein, in 
j^neiben, in bem alfo auc^ bie gegebene ebene bon'ber • 

*) EneL XI, 3. Set oKge genaiiere auSbtüÄ tieJeS Smibamentolioj 
n Staubt'e @»m. b. Eage 20. 



nitteti nirb. 3lußei btefem $unct taan bie ®erabe mit ber 
neu anbein ^utict ntd^t gemein ^aben, o^ne ganj mit i^c iu:= 
itfaden. 

nn bie ®etabe 4B itgenb eine ©etabe CD ber ©beiie, bie iu= 
[ @bene ABC ange^Ött, nlc^t fc^neibet ober mit i^r paraüti ift, 
fie mit bei @bene einen enbli^ fernen $unct nic^t gemein 60= 
'. AB mit CD teinen enblid^ fernen $unct gemein ^at, iinb bie 
BC mit ber gegebenen @bene teinen $unct neben CD gemein 
r geuieinfc^aftlic^e unenbßc^ ferne $unct bon AB unb CD, t^re 
(^toniw. §. 2) ift bo8 ©emeiufd&aftiic^e ber ®eraben unb 



SBenn Bon ben brei ©eraben a, b, c je jioei auf einer Ebene 
^aben fie einen (enblic^ ober unenbtid^ fernen) ^uttct gemein, 
elnf^aftli^en ^untt ber brei Sbenen, unb Klben einen SSüft^el 
;raben (^tanim. §. 14, 8). SJenn ein gemeinfi^afttii^er ^punct 
[tb h (legt fotVD^I auf ber @bene ac, als auc^ auf ber @bene ho, 
Quf ber @eraben c, teelc^e biefe Ebenen gemein ^aben. Unb 
m unter ben brei @eraben ftd^ ntt^t fi^neicen, fo tünnen fte 
»t Dßn ber britten ®eraben gefi^niften werben. 
nn bie ©eraben AB unb CD parallel finb unb bie Ebenen ABE 
.-S' unb GDE in ber ©eraben ef fiij f($neiben, fo ift 
"^ EF mit AB unb CD jjaraltel, iebe ©erobe EG be9 
^ aSinlefö FEA fi^neibet AB. Senn bie (gbene GEC 
y \ fc^ueibet bie ebene DCA in einer ©eraben CH Ui 
-re aSinfelö DCA, uon »eitler AB gefc^nitten toirb (*l}ta= 

nim. §. 2, 6). Sltfo wirb AB m6) bon EQ ge- 

fd^nitten. 

nn Bon ben ©eraben CD, EF jebe mit ber ©eraben AB par» 
fo finb ou^ CD unb EF parollet*) ©efegt, bie ebenen ABC 
V fi^nitten fi^ in ber ©eraben CD', fo wäre CD* mit AB por» 
t^in CD ni($t mit AB tjaraßet gegen bie aSorauefefeung. 

Sffienn gwei ebenen «, (J mit einer ©eraben c paroüel finb, 
t ©erabe aß, meldte fte gemein ^aBen, mit ber ©eraben c par* 
'-oä) ber aSorauSfetsung giebt es auf ber gbene « eine ©erobe a 

ber ebene ß eine ©erabe i, bie beibe mit c paroßel ftnb (2 
iinb bie ©eraben- a unb b poroßet (3), unb »on ben brei ©i 



icl. XI, 9 ^at ben a9mcie mit $Ulfe eütei nnnnaten Stene eefü^it. IBo 
C<i6fltl4ciB8tif 6a6eu gejdat, baß t* ' ~ ' "" * '" ' '" 
let Säinfei (inea atwHiniatn Sowieilä. 
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Hbtn a, h, oß (tegen je jtoei auf einet Qitnt, ^otfjiiä) tft aß mit a, fi 
unb c fjaraüei. 

ißcid^ ber älnno^me, isel^e bet gemeinen ©eometrie ju ©lunbe 
liegt ($lanini. §. 2, 7), ft^Iiegt man: SBenn Bon jtoet Ebenen a, ß iebe 
mit iiuei ntc^t pataMtti ©ernben c, rf paxaÜei tft (loenn fie jli)ei"bet= 
ff^itbene SRii^tungen gemein ^aben), fo fmb fie :paxaM, b. §. fie fc^nei» 
Im fi^ nic^t, fie ^aben eine unenblic^ ferne ©eiabt gemein unb 
eiHEtiei ©teflung,') ^äütn bie Ebenen eine eublid^ ferne ©erabe 
aemein, fo müßte biefeCbe fotoo^t mit c al8 QUt$ mit d pataUci fein. 
81(0 mäten c unb d paiaiiti, gegen bie 9)orauefegung. 

3r btr gemeinen ©eometcie iDicb bie L'init bet unenblii^ ftmen $uncte einti 
Ebene als @erabe DOcgt^eUl, U>cil mit i^c jebe ®erabe berfelben (Sbene nur einen 
(nnenbli^ femen) $nnct gemein 1^. Q)ie von bem uneiibli<^ feilen $nRct einer 
Seiaben rädft bie Untiernung, tosbl aber bie JKic^Enng, in bet ec liegt, f"^ angeben 
lägt, |d tann Von ber nnenblic^ feinen ©ernben einer Qbene nii^t bie jülibtung, ^ow 
Um nur bie ©teflung, in ber fie fii^ befinbet, angegeben »erben, parallele ebenen 
^abtn einerlei ©teflnng, gleicb»ie ^amflele ©erabe einerlei Stii^tung IjaUn. 

Unter ber lifDiauefe^uDg, bag eine @eiabe ilcei gctreniile unenbliib ferne $uncte 
5«, liegt bie gemeinf^aftlitbe ®etflte bet Ebenen, bie einen untnbliifc fernen ipunct 
ter ©etoben c unb einen unenbli^ fernen Spund ber ©eioben d gemein ^ben, in 
enbliibei gerne unb if) einei:fcite mit c, aubceifeitg tnit d t^ntoflel, 

5. ^eun juei Ebenen a, ß pacallet finb unb mit einer brttten 
i^bene f je einen ^und gemein i^aben, fo werben fte Don i^r in fa-c 
aQelen @eraben gefc^nitten. £)enn bie 't)ur^fi^nitte (1) oy unb ßy liegen 
auf ber Ebene y unb ^aben einen enbü^ fernen $unct elien fo menig 
gemein, atö bie Ebenen «, ß. 

Senn gwei Ebenen a, ß pavaüü finb, unb eine berfelben bon 
(tner ©eiaben c ober Don einer Ebene y gefi^nitten uiirb, fo mtrb iüiä} 
bie anbere bon ber Oetaben ober uon ber Sbene gef^nitten. SÖirb ß 
im ber ©etaben c gefd^nitten, unb ift D ejn ^und »on a, ber ni^t 
äHgtei^ auf c tiegt, fo merben « unb ß uon bet Ebene De in paxaüs' 
len ©eraben gefi^nltten. I)ie ©etabe c, weli^e eine berfetben, bie auf 
ß liegenbe fi^netbet, fc^neibet au<^ bie anbete auf a Uegenbe, mitl^in bie 
Ebene a (^lanim. §. % 7). SBenn ß oon bei Ebene y gef^nitten toirb, 
unb c eine ®etabe uon y ift, ttelt^e bie Ebene ß fi^neibet, fo wirb k 
m c, atfo aud^ oon y gefi^nitten. 

^enn bie dbeuen a, ß parailel finb, unb eine berfelben mit einer 
'traben c ober mit einer Ebene y )>araltel ift, fo ift auc^ bie. anbere 

ber ©eraben ober mit ber Ebene paraQei. Sieb a con c nii^t 

nitten, fo wirb ß bon c nii^t gefc^nitten, u. f. w. 

ffienn 3 ©erabe a, h, c einen ^unct gemein ^aben unb mit einet 

') Encl. XI, 15. J)ie unenbli* ferne ®erabe ijl oon aJeSargueS mit bem Mfifiel 
«beiientf. ^lanim. |. 14, 8),neuerli(^i50n ^encelet (propr.proj. lOTJeingefüH 
". S)enauBbrmf„@tellun3einere6ent"Betbimltmon@louBltSeom. b.ÜageW. 
(n n. 4. Hup. 10 



günftte mal. StctMBirttk. . 

pataM ftitb, fo Itegeti fie auf einer ©bene, bie mit ber flege' 
lene fiaiallel ift. S)enn bie (Sbmt ber ©eraben a, h ift mit 
I (4). SSJilrbe bie gfcene ab oon ber ©eraben c flef^nitten, fo 
j^ S Don c gefi^nitten, gegen bie SSorouSfefeung. 

^toti @erabe a, b merben ton biei parallelen 
Ebenen j-, *, e ober Don brei ©eroben c, d, e 
bie mit einer (S&ene pmaütl finb, nai^ bemfeCben 
SBer^ältnif gefi^nitten, bie eine in C, D, E, bie 
onbere in C, D', E', (o baf) 

CD : DE : CE= CD- : D'E' : CE* 

3ie^t man nämlid^ bie ®erobe CE, toel^e »on 

ä in D" gefc^nftten wirb, fo frab CO nnb DD", 

D"D' «nb EEf paroHeL §teranfl ergiebt fit^ 

bie ^e^aufitung nai$ ^lanim. §. 8, % 

©ret ebenen «, ]3, j- ^aben einen $unct gemein, in bem bie 
, toeli$e fte i3aarn)eife gemein ^aben, T'^ fc&netben. Senn bie 

tselc^e jmei ber Ebenen gemein ^aben, ^at mit ber btitten 
nen ^unct gemein, ber ben brei Ebenen angel^ürt. 
nn bie brei Ebenen mit einer ®eraben poraßel pnb (einen un= 
:men ^unct, eine SRic^tung gemein ^oben), fo finb bie ©eroben, 
e ))aaTmeife gemein ^aben, parallel (4). 
nn bon ben brei Ebenen jffiei paraÜet finb, fo ift »on ben par« 
letoben, bie fie paarmeife gemein ^aben, eine unenbli^ fern (4 

ttti bie brei Ebenen sniei ^uncte gemein $aben, fo ^aben fie 
ibe gemein, in ber fte fic^ ft^neiben, unb bilben einen ^&\ä)^X 
nen (^(onim. §. 14, 8). 3)iefe ©erobe ift unenbU)^ fem, ttcnn 
Ebenen paroüet ftnb. 

3ioei ©erabe a, b, ueli^e ni($t anf einer Ebene (legen, ^aben 
und gemein; ou^ i^re unenblit^ fernen $uncte pnb oerfc&ie' 
urc^ t'ben beliebigen $unct C bed 9taumee ge^t eine Ebene, 
ben beiben ©eraben paraQet ift. 3Ran finbet biefetbe, inbem 
•■^ ben $unct C bie ©eraben jie^t, toet^e einzeln mit a unb 
:I finb. 

cc^ ieben !punct C be6 9?aume8 ge^t ou(^ eine ©erabe, Weit : 
c bon beiben ©eroben a, b einen $unct gemein l^at, 2>enn l : 
üa unb Cb f^neiben fii^ in einer ©eraben CD (i), bie fotoo . 

gL XI, 16. 17. 
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auf einei (SBene liegt, foIgU^ entwebet beibe ju' 

le fi^neibrt unb mit bec nnbetn pornÜel ift. 3^ 

C unenbdc^ fern, fo ^abm bie Svenen Ca unb Cb beftitnmte @teUuRgen; 

ifftt gemeinfd&flfttit^ ®erabe ift bie ©erabe öon Ibeftimmtet SRii^tunfl, 

Hielte mit a unb 5 je einen Sßunct (jemein §Qt. 

aSenn fomol^I a ol« 6 mit ben Oeroben ifc unb / iz einen $nnct 
"mein ^aben, (o fönnen fc wnli ( nid^t auf einet lS6ene liegen; fon^ 
äfeten a unb 6 ouf berfelben Ebene liegen.*) 

8. !Drei ©eiabe a, b, c, bon benen \t jtvei nic^t auf einer Sbene 
igen, (Bnnen mit unenblic^ Dielen ©etaben it, l, m, . . {e einen ^unct 
mein ^a&en; berni buri$ ieben ^nntt Don a ge^t eine ©etabe, bie 
it a, b, c it einen $unct gemdn l^at (7). 3e iUiei untec ben ©era« 
i:, I, m, . . (iegen nici^t auf einer <£tiene; Je brei unter benfelben 
eraben ^aben aber niü^t nur mit a, b, e, fonbem no^l mit unenbtid^ 
ei anbern @eraben je einen $unrt gemein. Säeibe <Serien von ®f 
ben a, b, c, . . unb ifc, l, m, . . liegen ouf einer burc^ irgenb brei 
icrobe ber einen ober ber onbetn ©erie beftimmten gerablinigen 
[fii^e"), bie ben SWamen gerabtinigeS ^^petbolcib (^'cf^txboW' 
)eS ^^))erboloib, ä one uappe) ermatten l^at. 

SSJenn eine @erabe ber Serie a, b, e, . . unenblii^ fem ift, fo 
iben bie ©eraben k, l, m, . . mit einer Sbene »j, ouf toel^er bie uu' 
ibli^ ferne ©erabe liegt, ie einen unenblic^ fernen 5ßunet gemein unb 
ib mit i^r parallel. Stuf Jeber S6ene, bie mit ij paraltet ift, liegt 
ne @erabe ber ®erie k, l, m, . ., al[o oud^ auf ber unenblic^ fernen 
kne, mithin ift eine ©erate bei ®erie ib, l, m, . . unenblic^ fem, 
iglii^ finb aui$ bie ©eraben ber ©erie a, b, e, . . mit einer @6ene 
fiarallel. S)ie glätte, auf ber beibe Seiten Don ©eraben liegen, 
:i&t ein gerablinigen (^^erboUfc^eS) 
'araboloib; fie ift buiti^ brei ©erabe 
iftimmt, bon benen ie jtDei ntt^t auf 
nei (Sbene liegen, unb bie mit einer iSbme 
iraKel ftnb. 3lm einfodjften ift biefelbe 
lät^e buri^ ein unebenes (gauche) asiered 
QJtS beftimmt; jebe ebene, bie mit PQ 
Hb RS paxaM ift, fc^neibet ßB unb SP 
luncten, bnri^ meti^e eine ®eiobe ber 

;te PQ, SS, . . g^t; jebe Ebene, bie mit OB unb SP parallel 

•) »trat, ©tttntt SreDe 3. 2 p. 268. 

') 2)(r SScuxil bief» (Siaenf^nft UtaiH auf mctiifcbui ißciit^ungcn. l^etgl. unKn 

M. §. 1, 16. 




Pnftte Suc^. @UrtDm!tne. 

ibet PÖ unb äS in Runden, burd^ met^e eine ®erabe b« 
S, SP, . . ge^t. 

3n ber neuern Oeometrie l^ot man rae^t unb me^r bie ©äfee, 
r bie gegenfeitige Sage ber gignren unb i^rer Stemente te* 
)n ben ©ä|en untertrieben, tteld^e bie ®r5|e berfel6en unb 
öe Seiiel&ungen Bon SRaumgriJgen in Öetroc^t nehmen. Sie 
: erften art ^anbetn Bon grap^ift^en (fceicriptiDen) Sigen= 
bie ©fl|e bet flubern tltt soft metriftien SRefotionen bet 
n O^iecte. Man tmn beä^atb bie gefammte ©eometrie aui^ 
Sebiete trennen, in eine ©eometrte ber Soge (situs, Bituatioo), 
©ecmetrie beS SKaSeö.') 

)« bie erpen grap^if(^en ®ä§c, roeli^e bie finge Don *|Juncten, 
Sbeaen betreffen, ioffen eine gemiffe paorttetfe ^u\ammmQe' 
ein @efe§ ber ^Dualität C9tecit)tocität, Polarität) erlennen, 
Ätt bat aus einem Safee ber i^m jugeorbnete (reriprole, po« 
i entfielt, Wenn ?ßunrte nnb iS6enen mit einanber öertonfc^f 

mmm-. 

ä} 2 ©erobe a, h, bie auf einer @bene liegen, ift ein $unct 
int. !Durd^ 2 @erabe a, b, bie einen ^nct gentein ^aben, ift 
e 06 beftimmt ($lanim. §. ! nnb 2). 
% 2 $nncte A, B ift eine @erabe AB 6eftimmt. SDurd^ 2 
(3 ift eine ®erabe «jS bepimmt. 
i^ 2 SRi^tungen ift eine ©teüung, bur^ 2 ©teßungen eine 
Beftlmmt (4). 

ij eine ®erabe a unb einen QJunct B, ber nic^t auf ber @Z' 
f, ift eine ffibene aB beftimmt 33nrc^ eine ®erabe o nnb 
le p, ttelc^e bie ®erabe ni^t entl^ält, ift ein ipunct aß bc 

:2). 

$ 3 *Puncte A, B, C, bie nid&t auf einer ©eraben liegen, ift 

9I. Seifcnii «tief an ©nljgtn« 1679 ©epL B, me^me as^nnbrnng« 
, SGanbeimonbc u. a, ßfieug Eepert. Comm. p. 33), inebttonbete 
propr. proj, 5 (f., bet bie auflbtütfc „grat(iif4 unb metrifi^" gefetou^t 

bt ©eom. b. £aat, E^agleS Aperen hist. p. 207 b. U(&«(, Sornot'S 

de Position 6anb(It nut Ooti meinten KelatiDncn. 



w V , Jansberg, ©neltit^ 

n rootben. ffietgl. «tboales Ap. hiat. p. 52 b. UtBerf. unb fifiig. 
\ p. 850. 3)affEl6e fflutbe umfaffenb in aropbil'^« Stjtt^ung Bei Main 
i%tn Sifluren ct(i im »nfang beä 19len So^t^untsria etfonnt. aBtfentli 
(©nfü^runa bet StnfiiHyngtn „$D!dner®eTab!n" but$@(rBoiB 181 
•-» $und4" uiib „®uaMt" biiir* ©«gönne 1813, „SHtciptodtät" bur 
cncelel unb ^lüder. »«gl. Sbaeie« Ap. bist p. 398 unb 405 
«bigen Slualifiiungcn finbtn fi^ bei ©eiaonnt (Ann. 16 p. 209) unt 
»m. b. £age 66. 
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timt S>ut(^ 3 SBeiwn «, ß, y, bie nlc^t eine 
a ^unrt «|3y Seftimmt (6). 
tft es gleti^giHtig, d6 bie Sßunde, ©eroben, @be* 
lenblid^er §eme liegen. 



§. 2. SBinfel unb 3lbfidnbe »on ebenen unb 
®eraben. 

1. ffiJenn eine ©i-rabe ju gwei fi^ Mneibenben ©eraben einet 
kne normflt Ift, fo ift fieeine 3iorma£e bet ffibene, b.-§. ju jeber 
eroben bec ebene normal.') SEBenn bie aBin» ^r 
: NAB, NAC «c^t finb, unb bie ®erobe AD 
if bet ebene ABC (iegt, fo ift au* ber aBin* 
; NAD xtHjl unb AN eine SlotmaU bei 
iene ABC. 

©enjeie. aßan jie^t auf bet ebene ABC , 
vcä) je einen beliebigen $unrt ber ©c^entel 
B unb AC be3 ffiintetö, in weld&em AD 
igt, bie ©erobe BC, meiere ^ö in D f^neibeL Auf ber bie ®eraben 
B, AC normal f<$netbenben ®erabeu tl^eilt man entgegengefetit gtei<$e 
Itreden ab, AN unb ÄO. SJantt finb (^lonim. §. G) 
E SDreieie JVAB nnb OAB flleic^ unb fi^nlit^, b. \ NB = OB; 
i 3>reierfe NAC unb OAC fllew* unb ä^nlii^, b. ^. iVC = OC; 
t Vxtitde NBC uub OBC gleid^ unb ö^nllc^, b. ^. ffi. iVBC = 05C; 
t DreieJe iVSD unb OBD gteit^ uub a^nlii^, b. f). ND = OD; 
t IBreieae NAD unb OAD gtei* unb a^nli^ b. ^. 3ß. iMD = DAO- 
mmä) ift bei Siintel NAD red^t. 

Mnmertnng, 9Benn bie ebenen ß, y ju einer ©eroben a nors 
nl fte^n, fß Ißnnen fte fi* nid^t fi^neiben. Bacl. XI, 14. ®enn eine 
liebige Ebene 5, mel^e bie ©eiabe a enthält, f^neibet bie ebenen ß, 
in ©etaben, bie ju ber ©eraben a ncimal finb unb fic^ niii^t f^neiben. 

2. SJenn biei ©erabe AB, aO, AD eine ©erabe AN in bemfet= 
^nct normal fc^neiben, fo liegen fte auf einer (Sbene. Eacl. XI, 5 



*) Encl, XI, 4. t)tx (!ucltb'f(^e StiDcie ift udllSufistr als btr ^i(r gegcttnc, 
n tratr Sb^nblung von StcIIc (Stelle 3- 45 p. 35> CDtfoniinc. (Ein anbetet 
(ie ifl DSU Etaenbte (g^om. T, 4) au( ©Sgc ficgtänbet nwtbtn, bit biefem 
-t Bon Selta^tnnaen fem Mn. 



SfinfM f&u(fy. @t»eomctrit. 

• m$t auf BÄC, ^o fd&nittm fid^ bie ©enen iVAD unb B^C 
<exa'btxiAE, wnb ber 3Bm(et iV'ilE ttiäte te^t (1), folglich JWi) 
t gegen bie äjorausfegung. 

m ein reiftet SSintet um einen feinet ®i$enlet aii 9;e umj^e^ 
[b, fo befi^ietbt bei anbere @{^enlel eine kbme. 

3>Det Stomialen einer iSbene liegen auf einer @bene unb f^nei< 

ntc^t. Encl. XI, 6. 3i^t man auf ber @bene, bereu ^oi< 

malen AB unb CD finb, bie ®erab( ECF normai )u 

-? bet ©eraben AC, unb mad&t man EC = CF, fo ift 

ECA^FCA b. ^. Je^ = FA, folglich BAE^BAF 

\ b. ^. £5 = JB, fotflli^ EC® ^ /-CB b. ff. ber* 

\^^aBinfel SCE te^t. ^uglei^ pnb bie ®in!et DCe, 

--% ACE red&tj otfo Heaen CB, CD, CA agf einer iBenc 

^ (2) ttä^tenb bie aOSinfet DCA unb CdB re*t finb. 

in CD normal ju ber @bene ^OE, unb bie ®eiabe AB auf 

e DCA normal ju ber @eraben CA gegogen tsirb, fo iß AB 

mait ber @6ene ^CE. Eucl. XI, 8. ©efe^t, AB' bjäre bie 

ber eSene ACE, fo läge AB' auf ber Cbene DCA, nnb bie 

'^£ toäie normal gu ber ©eraben CA; iilfo läge bie ©erabe 

auf ber Sbene DCA gegen bie Soiaudfegung. 

j anraertung. Um bie Sfionnale ber Ebene u 

bur^ einen gegebenen ^nnct B ju jiel^n, ^t man 

g 3 te^te Sinlel ju conftruiren. Siegt B auf «, unb 

~~~^ <! conftmirt man bie regten Sinlel CBD auf u, CBE 

•"""^ außer «, Z>Bi^ auf ber ebene DBE, fo ift BF bie 

jff gefüllte SJormale. iCenn BF liegt auf ber @liene 

V DBE, bie ju ber ©eraben BC ber @&ene « normal 

;^ fte&t (1). 

"""^ Siegt fi oußer «, unb conftruirt man bie regten 

BC/>, beffen ©c^entel CD auf « liegt, D(7E onf «, unb B/'C 
7, fo ift BF bie gefüllte Slormate. ßonftruirt mon auf ber 
•CE ben regten SBinfel QCE, fo ift Co eine SfJocmale bet 
, folglich au* BF. 

3Benn eine ebene (S eine anormale einer anbem ffibene a ent» 
I}ält, fo liegt febe SJormale ber ISBene /S, bie mit 
ber ebene « einen !Punct gemein ^at, auf ber <& le 
a, unb bie Sfeenen Reißen normal p einanber \f 
fteÜt. Eucl. XI, 18. 3ft D ein gemeinfc^aftli^ t 
$unct ber befben ebenen, DG bie auf ß liegei >e 
Slormale bon a, DE eine ÜRormale oon ß, fo ft 



übt wn Qbenen ntib ©traben. 

)E eine ©erabe bcr Ebene « (5 
j Ein oeuwigec yuna ccn o, jtö eine SZormale Bon ft fo (ii 
mit DE ouf einer ebene (3) b. % FQ Hegt auf a. 

SBenn {Uei Sbenen normal ju einer btitten Sbene ftel^n, fo 
@erabe, toetc^e fie gemein ^aben, gu ber britten @bene notntat. 
§■ 1, 4. 

5. 3*"^ (Svenen, bie ftc^ in einet ©eiaben fd^netben, t^i 
Kaum in 4 Sifiume, Uefc^e gläc^enwinlet (angle dledre, < 
Eeg^nbre Göom. V, 17) graonnt nierben. S>ie %^ak ber i 
siel(^e einen gta^enminM einf^liefen, ^igen feine @etten obe 
(^tn (%tt, iace); bie ®etabe, in bei bie ©eilen ^ufammentreffe 
bie Sante beö ^{i^tvxaixSM {nXtvqä, latus, cötä, beffer ai 
Suler, arßte Bei Segenbte). !t)er giäc^enminfet, bcffen Sai 
beffen ©eiten ABC unb AB/) finb, loitb burc^ CÄBD unjn: 
Itjri^net, ttenn bei ©inn ber Siie^nng feftgefe^t ift, bwic^ toi 
glöc^enmintel bef^iieben »erben foB, b. %. icenn beftimmt ift, o 
Don A nod^ £ aufroäite 9en4teten Setiat^tei bie bon C na($ 
^enbe iBewegnng linlSum ober let^tsum ge^enb erf<^elnt. 3Jei| 
nim. §. 1, 5. _ _ 

I. ®Ieic^e gtä^enminfel CABD unb 6EFH ftnb ccnflruen 
^irt man bie ©Intel CÄB = GBF unb DAB = SEF, t 
tnigt man ben 3Qintel GAB mit bem „ p 

llH^n Sajintel 6EF, ]o fällt bie 6bene 
5JB mit ber ebene SEF jufammen, 
onft loäreu bie beiben gläd&enminfel 
ingleid^. flauer fällt aud^ ber ^äftxi<^ 
el AD mit bem ©dientet EH jufam: 
aen; unb bie Sffitnlel CAD unb OEH 
inb einanbei gleii^. (Scnftruirt man 
laf bem erften gtäi^eniotntel bie äSin' 
a CA'B = GAB unb D'Ä'B = DAB, fo ift oui^ GA'D' = 
slglif^ CA'ß' = CAD. 

n. ®n gläd^enmiulel l)at mit einer ebene, iDeld^e feine ÄanI 

Ott, einen ©inlel gemein, unb fflirb Bon parallelen Ebenen in 

ffiinfcin ßefi^nitten (I). SBenn bie ©^enlel eine« SElnlel« 

^enleln eine« anbern SBtnIelS ber Mei^e aaä) parallel unb bi 

Mit^tung finb, fo finb bie SBinlel gleic^. Unter bem ©in 

lei ®eraben, bie nid^t anf einer ebene liegen, 

Stniel Btrftanben, beffen ©d^enlel mit ben beiben Oeioben b' 

ify paiotlel unb Bon eineilei Mi^tnng finb. 




^ 



Unter einem ^tointalf^nTtt eines gfäc^ttwEntelSDerfte^t man 
ilel, in toetc^em ber gtäd^enwtnlel öcn einer ffibene gefiinHten 
ie ju bei Sante, alfo aud^ ^u ben Seiten befl glfic^entDinlelS 
iflt fielet. SUle 31ürmalfd^nitte eine» gtSc^winteW finb einanber 
gleite S^^^EHtDinlel ^a^en gleii^e 9}ormaIf{^nitte. Uttrgele^ 
non, bag jtoel gtäc^enlninM gleii^ finb , toenn fie ßleic^e Srtor= 
tte ^aben. Eucl. XI def. 6. 

c^enwlntet l&eigen \pi%, ttüft, ftnmljf, fupptementät, cenn)temen= 
»enwinlel, ©i^ettetoinlel, toenn i^en 9IormaIf(i^nitten ble[e S3e= 
en julommen. SBenn bie ©eiten beä ^[äi^enioinfcls normat ju 

fte^n (4), fc iyt bet gtäd^entoinfet te$t. 

3)ie oon einer SÜonnate einer Sbene mit einer ^Rormale einer 
lUnt geBilbeten SßinTel !5nnen ebenfaQS jur Steftimmung bei 
t beiben ebenen gebi(beten gfäc&entoiiilel gebtaut^t werben. 
UD ein Üiormfllfd^nitt bes glä^enwinlet« CABD ift unb bie 
SBinfel JAC, KAD auf ber gbene CAD Hegen, fo finb AJ, 
■malm ber Sbenen CAB, DAB (1), unb bie ©Intel CAD, JAK ' 

am- 

$ßenn hm^ gegebene ^uncte be« Staumefl A, B, C, . . mä) 
jgebenen ©efeß fitnien Don fieftimmter Slrt gejogen Werben, toeld^ 
ebene gtäi^e in ben $unrten' 4j, Bj, C,, . . f^neiben, fo ^ei» 

gtttc^enpuMcte ^4,, B,, C,, . . ^roiectionen (projectio = 
ung, Entwurf) ber iftflumpuncte A, B, C, . . auf bie gegebene 

3)ie gegebene Stäche l&eigt bie^rojectionflfläc^e (Silbflöc^e}, 
f) bie SRaumpuncte gejogenen Sinien ^eifeen bie ^roiicirenben 
Utes) ber ¥"ncte. ©ie gigur, beren ^uncte bie ^roiecrionen 
icte einer gigur pnb, ^ißt bie protection ber gegebenen gigur.') 

ben einfoc^ften gäßen nimmt man iwr ¥rojertion6f(ä($e eine 
Itt iproitcirenben ®erabe, toelcfe jnr $rojection«eBene normal 
3le fp erl^olfenen ^rofectionen l^eifeen giormalptojectionen 
)note, ort^ogrop^ifi^e, 9irojectionen fi^Iei^t^in). 3)ie tSeraben, 
Die ^«ncte einer Oeraben iircjiriren, liegen auf einer ebene, 



lie ^roicctioRcn Jinb Den btn giiei^iF^cti älfhonemen ($ip))at4ue, ^tc 
S u. a.) jBt afibilbuiiB btt fc^einboren gimmdSlugel gebwu^t aotben. 
matt- as. IV p. 492. 3ni ICten Satir^unbert »inbc bie au9 b(in aili 
annie JJttfpectibe ajeiltt tntlcictett, )u btr am Erbe be8 18ten So^t^ir 
ücn SDlonge auSgcbilbtte befcriptiue ©cMntttie (!ptojcctionSte6r«) ^inji 
I geotnctttt^en Unterlu^uitßen tat junfi Siäatguea -am 1640 bie $n 
gebiaucbt; bie SitAtigttit biefer 9nu>enbung i|l imd) 3)Iongc'e ®c&ul 
ab« bur* ^ontdet'fl atbtiten (propr. proj.) in ftfUtS Eii^t äff«! 



mflSnbc bon QBtnen unb (Serabcn. ^53 

nb normal jnr ^rojerttcnSetene flc^t (4). 

■.oitctionitiem Don bei (Sbene gef^nitten 

toitb, mt\ä)t eine gegebene ®etobe ptojtdrt, enthält bie ^tojectionen 

illei $uncte ber gegebenen ©eraben unb tft bie ^rojectton bec gegebe< 

I nen @er<iben. 91ur in bem ^aüt, bag bie gegebene ©etabe noimaE 

'. jut *Broiectionöe6ene ift, ift bie Hirejection ber (Seraben ein ^unct. 

35te 5Ronnaft)tojetHonen Don jöiei ^i^ fcbneibenben ©eraben finb 

' jinei ©erobe, bie fic^ fc^neiben ober jufannnenf allen; bie 9Ionnolpros 

, iedionen bon ;tDci fic^ nii^t fi^neibenben ©eraben einer Sbene finb juei 

; ®erabe, bie fi$ ni^t fc^neiben ober pfammenfaQen. ^ie 9tormabpio= 

i jection eine« regten SBinlelß ift nur bann dn ret^ter SSSinW, wenn ein 

I ©(Jenltel normal ift ju ber gbene, tteli^e ben anbem ©^enlel projirirt. 

Unter ben Äbbitbungen eine« tänmtii^en ObjertS finb bon kfon* 

■ berer Äntoenbung feine ^orijontole unb berticale ^ojection C®runbri§, 

Sufrig); bei iener finb bie ^roiirirenben »ertlcol nnb bie ^roiectionS' 

röene ^orijontal, bei btefer finb bie ^rojtcirenben ^orijontal unb nor» 

tnfll jur berticolen Ißrojedioneebene. 2)ie iBilber, wtiäft in ber ®te= 

reotnetrie jur Unterftü^ung ber Sorftellung ber räumliiSen Dbiede 

gejeif^net »erben, finb ^ojedionen blefer Objede buri$ ^roiirirenbe, 

bie Qud^ JU einer anbern @bene als ber ^rojectionSebene normal fein 

IBnnen. 

7. Unter ben SIbftänbeu eines gegebenen ^undeö B bon ben $unc 
ten einer ffibene « ift ber Slbftanb beS ^unde« bon feiner Siormalfiro« 
iection auf bie ©bene (6) am Itdnflen, unb giebt ben 
aipanb bes ^unriee bon ber @6ene an. ©ie ^unde 
bet (gbene, welche bon einem außer bet ®bene gegebe= 
nen ^unct gleiche älbftSnbe ^aben, liegen auf einem 
ffrcife, beffen Sentrnm bie ^lormalprojedion beS $nnc= 
tefl ouf bie ebene tft. 

S3eu>eiS. SSenn auger ber @bene « ber ^uuct 
B liegt, Kenn C bie Siormal^irojedion bon B auf a, 
unb D ein beliebiger $unct ber Ebene « ift, fo ift ber SEinlel BCD 
le^t (1), fotgli^ CB < DB. Sffienn E dn anberer $und bon « unb 
DB = EB ift, fo fmb bie ©reiecte BCD unb BCE gleid^ unb af)n- 
^, mit&in DC = EC. 

8. Unter bem Slbftanb einer @eraben bon dner @bene, bie mit 
baraQel ift, berfte^t man ben äbftanb dneS beliebigen $undeS ber 

taben bon ber Sbene, toeil alle ^uncte ber ©eraben bon ber (Sbene 
i^e ai&ftänbe ^aben. Unter bem SÜbfionb ^laralleler Sbenen berfte^t 
in ben Slbftanb eine« beliebigen Rundes ber einen @bene Bon ber 



günftrS %ui^. @tuccmtHic. 

e, »eil alle '^aadt bet einen ßfiene bon ber anbem Sbene 
nbe ^aben. 

9. SBenn A unb B $un<te bev ®eriiben, (7 nnb D ifftt 
X ^Jtoimaltirojectlßnen auf ble Sbene ftnb, \o finb bie 

T"^ ^roiiÖKfben ^C unb BD parollel (3). genier ift 
-i— „^ bie ©etobe <lß mit ii^cer SlonHolprcjectioit CD 

[ .A pttraßel, ttell bie ©ecabe mit bet ^roiectionöebene 
£y )>flraüel ift. 3[l(o ift baö SSiered AGDB ein ^ar^ 

allelogtoram, C4 = DB. 
± unb £ $uiicte ber einen (Sbene, C unb D i)fct Normal' 
auf bie anbete @bcnc, unb bie beiben €Eienen tiaiaUel finb, 
n buri^ biefetben ffletraii^tunaen CA = DB. 
Qcoltete ffibenen tl^eiten ben iRoum in 3 9Jäume, »un benen 

eine ©((licdt (couche) ^et§t. SDie ©tüfe einer ©c^ic^t 
em 3I6ftanb ber fiatallelen Ebenen tieurt^eilt. @ine @<^{i$t 

gtäd^enuintel mit einer unenbtic^ femenSa nte betrachtet 
1,4). 

ter bem 31bftanb bon gU)ei ©eraben, bie ni<$t auf einer 
, berfte^t man ben Slbftanb ber parallelen Ebenen, auf be= 
oben liegen, ober ben abftanb ber einen ©eraben Bon ber 
mit berfeßien parallel ift unb bie anbete ©erabe entI)äU, 
iftanb ber *]8nncte, in meld&en bie beiben ©eroben Bon einer 
Saaben normal gef^nitfen toerben.") 
)ie ©eraben a unb h ni^t auf einer @bene liegen, unb man 
inen $unct Don a bie @eiabe c paraQel mit b, burd^ einen 
j bie ®erabe d paraHet mit a, \o ift bie ebene ac nii^t 
^j nur mit ber ©eraben 6, fonbem aud^ mit 
bet ebene hd parallel (§. l). 

@in beliebiger ^und E bet ^eraben 

5 teerbe but(^ bie ©etabe EF nointal 

! _ ptoiidtt auf bie gbene ac; bur(!& F tocrbe 

,>''' ,..-'^ bie ©etabe geiogen, bie mit h parallel Ifi 

X "*" ..•-'■' unb a in G f^neibet; buct^ Q werbe bie 

^ y' - a ©erabe gejogen, bie mit EF poraßel ift 

unb b \x[ H fi^neibet. 3)ie ©etabe GS 
EF eine 9iormote bet (Sbene ac (3), folglich aucb eir* 
t mit ac patüllelen Sbene hd, alfo fc^neibet fie ble ©er ■ 
h normal unb ift ber iCurt^fi^nttt bet Ebenen, toelcfre b 

bte Qeom. note 6. 
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b enthalten unt> ju beu paxaiU\tn Sbenen ae unb bä 
I)- 

e (? unb ^ bet ©etaben a unb 6 ^oben Bon einanber 
(bftanb, als iigenb xoel^e anbete ^uncte J unb K bet» 
. 3te^t man KL f)araae( mit (^H, (0 t[t ber SStnM 

> LK, LK = GH, ol(o JK > ffÄ 



@erabe, bte eine @bene ni(!^t nocmal fi^neibet, bitbet 
;n bet ffibene oerfc^iebene 8ßin!el, mit l^tet Diormalpto» 
@bene ben Ileinften fri^en unb ben größten ftumpfen 
al6 berfte^t mau unter bem ©intef, ben eine ®erabe 
le btibet, ben Sinfel, loet^en fte mit i^rei 9toima(t)ro: 
ebene bilbet') 

bie 9IonnaI|)toiection beS $unäe8 Ä, BC bie Ülormal» 
Seraben BA auf bie gegebene ebene, bet SSinlet ABC 
eine ©tteäe bet @6ene, bie man 
' gleich ma^t Sä^tenb nun ber ' . 

lon Obi« 180" »ä^ft, fo ttä^ft in I / 

BD bie Seite CD con bt9 2BC \ / \ 

5). 3)abei mäi^ft in bera tei$t= --r-~J / \ 
ieif ACD bie ^VP^f^fufe AD Bon xT/S^i ''• 

ipctenufe eineS tec^tffiintetigen S)rei= N^^'"^^^^ 

treten 2SC unb CA finb. ^Ifo * V^ 

bem SJteiei ABD bet ffiintel ABD — V^^ 

180" — ABC. 

; iSBintel CBD = 90" ift, fo ift BD eine 3lonnale ber 
eH bie ffibenen ABC unb DBC normal ju einanber fielen, 
= 90". aSenn bie 9Bin!et CBD unb CBE entgegenge- 
, fo ftnb bie aStntel ABD unb ABE gleic^. 
ber (Seraben AB mit ber gbene BCD gebilbete ffifte 
I eom()tement be« Söinlel« iVB4, ben bie Slotmale BN . 
: ber ©eraben BA bitbet. Iiiefet leitete aSinlel Ijeifet ' 
et 3ncibenjii)infe( be« ©tta^is AB in öejug auf bie 

ber aJintel CBD Ben bie_90" unb bann »on 90" bi« 
fäat bet gtä(^ennjintet ABDC uon 90" bis ABC unb 
eber bis auf 90". 3ie^t man CF normal ju BD, [0 ift 



def. 5 unb Optica» 37 fi. 5pafpii« VI, 44, 



glinfttl ^uä). ©tcrcDmctrie. 

nuale bei €6ene ÄFC, mithin AFC ein Slotmalfii^nitt beä 

fe ^BDC. aSenn nun bet SßinM CBD Don bi« 90» mä*ft, 

. fo roäi^ft in bem rec^twinteligeH Dteied 

^ Cß/' bie (Sattele CF Don 6i6 CB unb 

yyh e« fäüt in bem redjttoinleliaen Sreiecf ACF 

yy I \ bcr SinW AFC oon 90» 6ie ABC. fflei 

::=-^W:--y i »eiteret 3unQ^me be8 Sintelö CBD Bon 

- -- f^ g 90" ßiö 180" faßt bie ©atmete Ci^ Bon CB 

:^^j^ bis 0, unb ber SßJinfct ^FC wä^ft Bon 
~~^^ -^ ABC bis 90». 

\. 3. Segel, S^ünbei unb ffuflct. 

le getablintge glä^e (^lanim. §. I, 4), beten Ociabe 
tien ^unct gemein ^a6en, :^et§t ein fteget {ämvos, eontis), 

Itegenben ©eroben l^eißen feine fflanttn (oetgt. §. 5, 1), 
^aftUc^e $unrt fein (Sentrura (©pi^e). S)ec »oöftänbige 
butc^ fein (Senttnm in 2 gelber, Äeget nnb ©egenlegel, ge» 
n bie ®eraben einet getablinigen gtäc^e fännntlic^ paraüel 
fit bie geiQblinige gtä^e ein E^Iinbet (xiSitvÄ^os). iDcr 
in als ein Äegel bettüt^tet »erben, beffen Sentmm nnenb» 
"S^xt @bene lann als ein Segel »ie au<$ als ein S^dnbet 
nrben. 
eine beliebige ginie mit einet ©eraben ftart »erbunben ift 

unbemegtid&e ®erabe ofö aifc nmgebre^t toirb, fo ift i^re 
dtotationSftäd^e (surface de rotation, r^volution). ^M 
nSpäc^en gehört ber Kstationslegel*), entftanben burij 
leS fpigen SintelS um einen [einer ©i^entel; bie Sßene, 
ur(^ JRotation eines rechten SBintel« um einen feiner ©^en« 
!); ber JRotationSc^linber, entftanben burc^ iRototion 
Eng nm einen feiner ®c^enfel; bieSugel, entftanben buri$ 
les ^albtreifeS um ben t^n begtenjenben S^iametet (oergL 

jenen, ffletc^e bie Slfe einer StotationSfläd^e normal f^neiben, 
: SRotfltiünSftäc^e in ftretfen, beren ßentten anf ber Slje 
,2), nnb meldte ^arallellreife Reißen, ©ie Ebenen. 
(^ ber 9totattonSfIä^ enthalten, f^neiben bie SIoEationS 

XI def. 14 ff. SDIan itnkrfd&icb fpifewinteligt, rec^ttoinWige, jlumlsf' 
l na* b« ®t»6e bes 2BinIel8, b((fen ^lälftt burt^ Kotation btn fitgt 
ben WctationSflSi^en gtl)£ren btc «on 9Ir<!bttn ebce unteifui^tcn Scniiib« 
t. Sie aOgeraenieK anflopung beS Äegele griinbet fit^ (iaupt[ä*li(* 
itiS Conica I def. 1. 



§. 3. Stgel, S^Iinba unb ftngtl. 157 

ßijt in congiuentm Linien, ntU^t na^ seogioii^tft^em ©e&iauc^ 'Mt' 

ribiane ber glätte ^ei^e«. 

2. Sine Ebene, bie bur^ bo« ßenttum eine« Segels ge^t, enthält 
etitiDebcr jmei Santen beffelben, ober eine fiante, ober leine. 3n bem 
erften Solle f^neibet fie ben Segel beibetfette Dom ßentrum, bet Äeget 
fc^nift ift ein Siinfel unb fein ©li^üelwintel; in bem jtteiten gälte 
berührt fie ben Segel entlang einer Sonte, bet fiegelfi^nitt ift eine 
®erabe; in bem brittcn Solle fd^neibet fie aQe Santen be« Segels im 
Zentrum, ber Segelfi^nitt ift ein '4Junct. 

SBenn bie ®bene boS ßentium beS Segels unb eine Xongente 
AC einer auf bem Stgel liegenben ßuroe AB enti&ält, fo tritt ber gmeite 
gall ein, bie Ebene OAC berührt ben Segel lÖngS 
ia Sonte OA unb ^ot mit l^m auger ber Sonte 
OÄ in unmittelbarer 9Iäi)e leinen Ißunct gemein. 
Denn eine ffibene, welt^e bte Sante OA unb einen 
neben OA liegenben ^unct D bei Segels entölt, 
^at mit bem Segel bie Sante OD unb mit ber 
Surbe AB ben $unct E gemein, in welkem bie 
guroe Von ber Sante OD gefc^nitten totrb. T^ie 
Sbetie OAD entl)ält alfo eine®e^ne.^E berSuive 
AB unb ni^t bie langente AC berfelben. 

äfienn ber Segel unb bie iljn becü^renbe Ebene OAC bon einer 
@6ene in ber Surbe AF unb bet ©eraben AG gefc^nitten werben, fo 
ift AG bie Sangente bon AF in bem gemeinfi$aftlic§en $nnrt A, meil 
fie mit bem Segel, olfo auc^ mit ber Eurbe teinen ^unct neben A ge= 
mein ^at. Umgefe^rt fc^tiegt man: bie ©eraben, wel<^e bie eine Sante 
[[^neibenben Segelturben in biefen $uncten beiQ^ren, liegen auf einer 
3:angentenebene beS Segels, bie mit bemfelben {ene Sante gemein ^at 

3. @ine Ebene, ivelt^e boS Eentrum beS Segels nic^t enthält, tft 
entueber mit 2 Tanten beffelben (larallel, ober fie ift mit einer £onte 
b. ^. mit einer biefe jtante ent^altenben Sangentenebene beS Segels 
paroUel, ober f« ift mit leinet Sante bee Segels poraCel.') 




') SttflI. ^oncetet propr. proj. 4 ujibSltintt fij|l. entto. 36. Sie®c6mHe 

Ueti^iebenen StctalJDnSHgcl buvdf eine 3tt einet Sante nctmak (£bene finb juecft 

L 3)!enii(^nine (^latonifi^e @4ule 370 v. Sfet.) untttf^ieben unb buxii) entjjjre" 

aiit ©Iti^ungen beflimmt morbtn. ffleimer List. dnpl. cubi p.58. Die ©infttn 

I '.atiftaneunbSucltbeeltbetbiefie^eiic^nitte finb nic^tme^i ect^anben. nxä)i' 

I tS :(at bie(e Suroen ali S^iiitte eines ieben Stolitionelesel« txUuat (Con. et 

i . 8 f|.}, ai)>oIlpniu« M fit ale@4nitte eine« jcben SegelS, auf bem tm fireie 

:, iic^getbiefen unb mil ben noii) fftuU gebTäu^lic^en Warnen beifc^n (Conica I). 






!<|ünftce Su^ ©tCTcDiiietrie. 



elften t^aUe toetben 2 Tanten be« Stgtii nii^t geschnitten, 
etben t^eils auf bem einen, t^eilS auf bem anbern SegeU i 
n; bet Segelfi^ititt (>efte^t aus p)ti mä) jujei Stic^tungnt 
: fic^ erftredenbeit Sleften iinb ^eift ii^ptrbe\i\^ (vm^. 

')■ 1 

jmeiten gaUe loecben augec einer alle Tanten geft^nttten, j 
t bleibt md) einer tRic^tung offen unb ^tgt parafeoltfi^ ' 
;[ualitas). 

btitten Salle werben aOe Tanten gefi^^nitten, ber JtegEt> 
»(offen unb ^eigt eKi^jtif^ (lUfiifif, defectiu). 
ung. S^linberfc^nitte fuib im StQgetneinen als elltptifi^ ] 
3n bem befonbem gälte, baß bie fi^neibenbe @bene mit 
beö g^linberö potaßel ift, ttirb ber (S^ilinberft^nitt ein i 
in ©c^enfel fletrennt, ober bereint, ober ni^t conftruiri« 



^uncte beS tRaumeS, loel^ bon einem gegebenen ¥"i>ct 
bt ^aben, liegen auf einer gefc^loffenen glöc^e, welche 
^, globuB) genannt nitb. 'Ztx gegebene ^unct ^ei§t iai 
Strecte jwifi^en bem gentium unb einem beliebigen $uncl 
gt ein SlabiuB ber SugeL Üine ©erabe, bie bur$ bau 
, fd^neibet bte Äugel in jroei Runden, toeli^e (Segen* 
podes) ^ei§en unb einen äiamtter begtengen. ffiine bnrc^ 
ge^enbe ebene [i^neibet bie Äugel in einem Ärei«, beffen 

dtabiud Don bem gentium unb 3{abiud bei Äuget nt^ 
b, unb ber ein $)iu))ttiei8 {grSßtet ÄieiS , iJiorraol' 

Wirb. (§m ^antittieie t^eilt bie Äuget in jnjei congruente 
; ^i^Iufletn (§emifp^ären) ^eifeen.') 

n bei 3tbftanb einer ßbene com ßentrum bei Sugel ttet' 
in 9iobiu8, fo wirb bie Äugel ton ber ebene in einem 
Iten, beffen gentium bie 9foimalproiection be« Sentium 
f bie @bene ift. £ie Slabien bei Äuget, Welche nacf} $uni> 
life« gei^n, liegen ouf einem ißctaticnSleget; i^re Sttoiraot' 
uf bie (Sbene [wb ißabien beS ÄreifeS. 
X Stbftanb bei @bene Dom tSentium bei Äugel bem 3{a> 
t, fo wiib bie Snget bon bei @bene berührt, b. ^. l : 
ion beS (gentium auf bie @bene liegt auf bei Äuget, ui 

i ©Uinet CartBt 3- 



tcl, S^Iinba nnb Sugd. 

m ^unct bie ^inbun^ ge^tnben $c 
ibme. 1)ie iJugel mtrb oon i^iea 

f (gtene »cm Sentmm ber Sugel g 
Ebfflc Don ber ^gel audgefc^Ioffen.' 
Sentrum ber finget, C be^en SRo 
• ein tetiebiger ^untt biefcr (Sbtn 
3G Heiner Ift ale ein Mabiue, fo i 
b bte @bene l^at mit ber fiuget ein 
tC bem Stabtu« gleid^ ift, fo tieg 
?ö Berührt ben auf ber ebene BCl 
ffienn BC grBger ift alö ein Wo 
Bon ber fiugel auöflefi^loffen. 
letiebige Erntete ber fiugel liegen t 
t, bie fiugel ift eine trutnme gläii^e i 
lunde ber ^gel beftintmte Sbene 
beffen Sentrum bie 9iormaIprciec 
> gbene ift. @tn bierter $unct bc 
I ebene, Ujenn er auf bem ertoä^nl 



(d^e einen ^nnct A gemein ^aben 
in, (iegen auf einem Wotationäfege 
hnct unb bad (Zentrum ber fiugel 
C, . . liegen auf einem firet«, bef 
ib beffen ebene normal jur älje 
ABC, . . finb rec^troinletig unb ( 

n ber fiugel (B) eingeft^toffen ift, f 
A lufammenfäQt, ber ICeinfte unl 
(Sbenen ben ^unct A enthalten i 

8 ber Äugel bnr^ r begeii^net, fo 

i(tenbe ©erabe , roelc^e bie Jlugel ii 

§. 14, 3 

AP, = ÄB^ — rK 

unct unb bie Äuget unoeränberlii^e 



günftca au^. @tuutnctTtc 

^Dtettj bed $uncteS in ^ejug auf t)te Sugel; fein 
taS Quabrat etnei Don A an bte ^gel leti^ben Zan^entt, 
, ober ba6 negatioe JQuobrot bet Ratten (tfeinften) ®e^ne, 
te Ä ift, je nai^bem ber $unct A ocn bet Snget {B) mif/f 
% ober auf i^r [legt, ober bon i^ eingef(^Ioffen ift. 

Jujei Sufleln {A) unb {B) Ratten einen Ätei« gemein, beffen 
auf bet (Setaben AB liegt unb beffen ebene normal ju ber= 
taben fte^t, lote mon au8 ber ©ettad&tunß i^et auf einer 
lenben ^wupltteife «lernit (^lanim. §. 3, 3). ®et »on ben 
einem gemeinfdjafttit^en $un(t gebilbete gläi^enrcintel rovtt 

3Binfe( angegeben, ben bie nai) bem gemeinft^ftltc^en $unct 
Rabien bilben (§. 2, 5. 31nm.)i alfo fc^netben fid^ bie Sugeln 

gemeinfc^aftltf^en ^eifeö untet benfelben Rinteln. 
gemeinfi^aftlic^e ^eie bet kugeln . ift nut bann real , mean 
I unb bei Slbfinnb bet Sentren ©etten eineS Eteiedö finb. 
lit feinem S^entrum jufanunen, fo ba| bie Jifugeln fi($ berü^ 

ber aibftanb ber ßentren ber ©umme ober bet iDiffeteni bet 
eidftommt. @t toitb imoginöi, fo bag eine Sugel bie anbete 
ober au6fc^lie|t, wenn ber äLbftanb bet ßentten fieinet ift als 
nt} ober gtßfer ale bie @nnime ber 9tabten, 
eben ^o&t ift bie @&ene beä. gemeinfc^aftlic^en ^etfed real 
Sge ber (£igenf4>aft conftruirtar, bafe jeber ^mict bet 6&ene 
anf bie beiben kugeln gleich ^otenjen befi^t ($tanim. §. 14, 
ie Don ben Sugeln auegefi^loffenen ^uncte biefer ebene fint 
ju beftimmten Drt^ogonalfngetn bet Äugeln (4) unb (fi), 
^geln, toelc^e bie Sugeln {A) unb {B) red^imtntelig längd \t 
feö f^neiben. 

Drei Angeln {A), {B), (Q ^aben im 3tltgemeinen iwei ^unde 

gemein, meli^e f^mmetrifi^ jur Sbene bet Sentren ABC lie> 
\% bie ©ttede PQ, Don ber dbene ABC normal ^albitt mirb. 

SJteiede PQA, BCIB, FQ.C finb gleid^fi^enfelig unb bie 
X gemeinfi^aftli^en iSafiS liegt auf ber ebene ABC (§. 2, 2). 
jeraeinfi^aftlid^en ^uncte F unb ü tonnen in i^tet SDiitte JU' 
len, obet imaginär werben. 3n jebem golle ift bie ©etobe, 
ie gemetnfd^afüi^en $uncte gettennt ober beteint liegen otr 
ät Derlcren l)aben, real unb butc^ bie eigenft^aft beftimm' 

$uiict bet (äeraben in ^ejug auf bie 3 ÄugeUi gleiche $i 
.ftt. Denn fie liegt auf ben ebenen, beten $uncte in SJeju 
$aar bet Jtngeln gleii^e ^Dtenjen ^aben. 

Äugeln (_A), {B), (C), (i>) giebt efl im Slllgemeinen eint 
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$unct, bcr in 93ejug auf bicfctten glcid^c ^otcngett ^at !Denn bie 
®crabc, bereit $unctc in ©ejng auf bie fingeln (^4), (B), (C) ^iüdft 
^otenjen J^aben, ^at mit bcr gbenc, beren ^uncte in SSejug auf bie 
Äugeln (Ä) unb (D) gleiche ^otenjen l^aben, einen 5|Junct gemein. 

SBenn inöbefcnbere 3 Äugeln üon fotd^er (Sröge unb Sage finb, 
ba§ il^re auf einer Sbene liegenben §auj)tlrei[e einen JÖüfd^et ($(anim. 
§. 14, 6) bilben, fo bilben bie Äugeln einen «üfc^et b. f). eö giebt 
eine gbene, bereu $unctc in ©ejug auf bie Äugeln gleid^e ^otenjen be- 
ji^en. auf biefer Sbene liegt ber reale ober imaginäre Ärel« , »etd^en 
bie Äugeln be« JÖfifd^ete gemein l^aben. (Sine anbere Sbene fd^neibet 
bcn Sfifc^el ber Äugeln in einem Sflfd^el bon Äreifen. 

9^ Sin $unct, ber »on 2 gegebenen ^uncten Ä unb B gleid^e 

f äBftänbe l^at, liegt auf ber ßbene, toelci^e bie ©trede AB normal l^at^: 
birt unb ju toeld^er bie $uncte A unb B f ^mmetrifd^ liegen (§. 2 , 2). 
®n ^unct, beffen Slbftanbc öon A unb B ein gegebene« SSerl^ältnig 
l^aben , liegt auf ber Äuget , meldte bie ©trede AB mä} bem gegebenen 
$cT^ä(tni§ innen unb au|en normal fd^neibet (^lanim. §. 8, 6), 

ein $unct, ber bon 3 gegebenen $uncten A, B, C gleid^c äbftanbe 
H Kegt auf ber ®craben, toetd^e bie ßbene ABC im Sentrum be« 
«reife« ABC normal fd^neibet (§. 2, 7). 

3u 4 5J}unctcn A, B, C, D giebt e« im ättgemcinen einen 5|Junct, 

f bcr bon tl^nen gtcid^e äbftänbe l^at , ba« Sentrum ber Äuget ABCD*) 
S)enn bie ®erabe, beren ^unctc ton A, B, C gleid^ fern (inb, l^at mit 
ber ßbcne, »etd^ bie ©trerfe AD normal l&albirt, einen $unct gemein, 
bcr bon A, B, C, D gleid^ fem tft. S)enfel6en Ißunct l^aben bie (gbenen 
gemein, tt>eld^e bie 6 burd^ bie 4 gegebenen ^uncte begrengten ©tredfen 
normal l^albiren. afläenn bie $uncte A, B, C, D auf einer (Sbene 
liegen, fo ift ba« Sentrum ber Äugel ABCD auf einer 5Wormale ber 

I' ebene ABC unenblid^ fern, unb bie Äugel untcrfd^ieibet fid& nld^t t)on 
biefer gbene. SBenn in«befonbere bie $uncte A, B, C, D auf einem 

[; firei« liegen , f o finb aüe ^uncte ber ©eraben , toeld^e bie ßbene be« 
Steife« in feinem Sentrum normal fd^neibet, bon ben gegebenen Runden 
gleid^ fern. 

SDemnad^ ift eine Äugel burd^ 4 $uncte beftimmt, bie nid^t auf 
einem Ärci« liegen; alfo aud^ burd^ einen Ärei« unb einen baneben 
I mben ^unct, burd^ 2 Äreife, bie 2 ^uncte gemein l^aben j. Sb. burd^ 
t Äreife ABC unb ABD. ^toei Äreife, bie in einem qjunct fid^ 
f eiben, fönnen nid^t auf einer Äugel liegen, ^xotx Äreife, bie fid^ 



*) Setmat de contact. sph. Opp. p. 74 
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l4mtbm, liegen im äUfgemeinen nit^t auf dnet jtugeL SeigL 
8. ft. 




§.5. 



.0. !Die ¥uiicte, bie bon einer gegebenen ©etaben gtei^e "Rh 
: ifoben, liegen auf einem älotation^c^Unber, beffen 3[;e bie gege^ 
Setabe ip. Die »Setaben (®6enen), bie con einer gegebenen ®e= 
gleiche SPbftfinbe ^aben, beraten einen StotationSc^Unbei, be|fen 
ie gegebene ©erabe ift. 

®n $unrt, ber oon 2 gegebenen ©eraben einet 
ebene gleite äbftanbe ^ot, Uegt auf einer htx 
iSbenen, teetc^e bie Süßintel (Streifen) ber (Serabot 
normal ^olbiren. SJenn bie Sßiiiilel OAS, OBS 
ree^t unb bie ®treden OA, OB gieti^ finb, mi 
toenn C bie ^Jormatproiection bon auf bie 
ebene bes Sintetö ASB iß, fo finb bie ©trecfen 
CA, CB glei^ u. f. vo. 
Ein $unct, ber von 3 ®eiaben, iceU^e {»aartoeiie ie einer (Sbene 
Brcn (§. 1, 3), gtei^e 8lBftänbe ^at, liegt auf einet »on 4 ht' 
^mniten @eraben, btn Sjen eon dtotatione^ 
[egetn, auf benen bte gegebenen ®eraben liegen. 
aSienn bie SBinfel OAS, OBS, OCS rec^t unb 
bie ©tteJen OA, OB, OC ^Uid) [inb, fo liegt 
OS fonio^t auf ben Sbenen, nietete bte iäiiM 
ASB unb BSC normal ^albiren, als au^ auf 
tene, meiere ben SJBinlel CSA normal ^Ibtrt, unb ift bie Stje 
«otottonelegele, beffen Äanten bie ©etaben 5^, SB, SC fwb. 
5 liegen SA, SB, SC auf einem MotatlonStegel, u. f.m. ^a\taa 
totfltionälegel finbet man ißolationdc^linber, menn bie gegebenen 
len ^aratlet finb. 

11. @in ^unct, ber von 2 gegebenen Ebenen gleicfie SCbffSabe 
Hegt auf einer bei @benen, teelc^e bie oon ben gegebenen @knen 
eten gtä^entoinlel ^albiren. SJenn bie 9iormalen OE, OF ouB 
ben ebenen ABC, BCD gleid& finb, fo »Erb BC »on ber ebene 
in G normal gef^nitteu (§. 2, 4) unb OG ^olbitt ben SßirM 

^ietanS folgt, bag eine ®erabe OP oon 2 niii^t a^f einer eb< e 
ben ©eraben AB unb CD gleiche Slbftänbe ^ot, wenn fie auf eii t 
ibenen liegt, ivet^e einen bie ©eraben AB, CD enthalten' n 




fttgtl, C^lmb« iinb ftnfltl. i63 

feiten, unb roenn pe jugleid^ mit bei Sante 

aiallel ift. SDenn bie 9(I)ftänbe ber ©eraben 

nb ben 9Ibrtänben bes 

n ABC unb BCD gleich ^ 

^aben alle @eiaben btr 

4B unb CD teftimmte 

I unb CD ßteii^e %h 




3 Ebenen gleiche %l' 
c bon 4 befttmtnten ®t' 
itionätegeln, bie Don ben 

aSenn bet 5ßunct »on ben (gbenen JSB, 
, fo liegt et auf einer bei Sbenen, ibe^e ben 
liien. SBenn bie_®eiabe SO auf jttel ffiBenen 
inlel ÄSBC, BSCA ^otbiren, fo liegt fie oud^ 
gläd^entointet CSAB ^albirt, weif »on ben 
: ^ai. Slie @eiabe SO bilbet mit ben 3 ^iif 



"i ßt yt ^ 8'(^^ E^ i'x SIQsetneitien 8 $uncte, 
)ft£nbe ^Q&en, bie @entien bei Sugeln, meiere 

bie Sßäume ju nnteifii^eiben, tcel^e butt^ je 
m. SBon bem gemeinfc^aftUc^en 'JJunrt A ber 
efagt, bo6 er auf bei 
! « liegt ; »on einem 
efagt, bafe er auf ber 
[t. aiuf ben j)ortttBen 
n nad^ ü^ntid^ei Lin- 
ien ^uncte B, C, D 
nen. Unter ad roerbe 
iten bon a unb d tm 
itäi^eniuinlel üetftanben, n. f. ro. 
; ^nnct ber ebenen, aielt^e bie gläc^enioinlet 

bon ben ebenen «, ß, y, S gleite Ibftänbc; 
56enen, »eli^ie bie übrigen gläf^nlDintel aß, 
bü8 Zentrum bei Äugel, »eWe bie ebenen 
if i^ien tiofttiben ©eiteu liegt. 

^unrt ber ebenen, »el^e bie Siebemuinlel 

ift bae Sentvum ber bte Bier ebenen berü^» 
ber negatioen Seite Bon S Hegt, asie gemein. 




günJteS Jßu^. ©ttitointtlic. 

ben 9Ie6enttinfeI bes brttten l^albiwn, pnb bie Zentren bet bie 
Jenen berü^enben Jtugeln, bie auf ben negatiben @eiten »on y, 

ie übrigen 3 bon allen bie 4 @benen betS^renben Jtugeln üegen 
rt negatiben leiten bon iebeStnal jtoei bei Ebenen a, ß, y, S. 
entien finb bte gemeinfc^nftlic^n $uncte ber (Svenen, toetd^e einen 
if^enuinlel nä, ßd, yS unb bte 31ebenmintel ber beiben anbeni 
1. 3- ^- ^'^ <Sbenen, meli^e bte 9iebeniDinteI nm tiä unb ßS 
1, f(!^neibe« fii^ in einer ©eraben, bie mit ber ®&ene, njelc^ 
ic(»enb)intel yS l^albitt, einen ^unct gemein ^at. IQiefei $unct 
[ttoeber in bem ©c^eitelminlel bon yS b. i. auf ben negatiben 
Don y unb ä; ober in bem glä^enteintel yä auf ben negativen 
bon a unb ß b. i. in bem ®ij&eitetU)inteI bon aß; ober er ift 
\ät fern in ber 91ic^tung j;euer @eraben, wenn fte mit ber ben 
lUintel yS ^atbtrenben @bene paraQel ift. S>iefeU>en Semerfungen 
bon jebem ber beiben onbern ßentten. 3ion ben brei Ie^enÄn= 
nnen alfo eine, ober jmei, ober alle unenblit!^ grog fein, unb bie 
&enen (Sbenen in unenbli^er gerne berühren.*) 



§.4. Bp^äxit**) 

2)uv(^ jtDei ^uncte A, B btx Sugel (unb beren ®egen}jnncte 
) ift ein ^ouptlreia AB beftimmt. 3)uri$ i»et §anptltreife a, b 
*4Jnnct ab (unb beffen ©egenpuntt) beftimmt. 2)enn bie $unrte 
imb ba8 Sentrnm ber jhtgel beftimmen eine @bene,>auf ber bie 
luncte Ai, B^ liegen, unb UelC^e bie $ugel in einem ^auptfreie 



^m ber erfttn fiugel, ioddtt 4 Sbuien icrü^rt, ^t gcimat gc^nbtlt (Opp. 
bt( übrigen fiugeln tommen bti Eagronge Bur les pyram. 24 (M^m. d« 
1773) Bor, fltnauet Sei gtuetbn^ (bie bmedig« ^ijramibt §. 36). SAi 
:, eine ftugtt ju conffniiten, weitet 4 fltgebene SEoten fceriititl, ift mtttrge 
inter bi( ollßenteiiKre 9nfnab(; eine Sugel ju confiniittn, bie mit 4 gegtbuKn 
gegebene Smiel bilbet %\i gegebenen kugeln fSnnen $imcte ob«; (Ebenin 
: gegebenen SJinlel Mnnen Betf^minben. ffiergl, 5Ja6co( oenrrea M. Lahnte 
96. aHiqnel Lionv. J. 11 p. 15. 

3>ie 5tugcl ifl im frühen Stllen^um für bie SHenfte bei Slfttcnomie als (El ' 
iBfelb betrai^ut unb umerfuc^t motben. üueftt^tliite abfianblimgen bei f(it ■ 
©eometiie bon E^eobofiua (Itee Sa^tliunbett Bot «bt.) imb afieneloi i 
I b«8 2ten 3o^tt"i"«ie na* «^i'-) Änt fibrifl geblieben, äßeiteien äuiwn i 
@))barU bur^ »teU, ®nelliue, @iratb, Culet, Etrell «^alli . 
xt Seaibeitungen bet ©ft'iit'it finb ei^ in neueftei: ^v\ Bon S. g. @4>i < 
ib Qubeimaan 1S35 erfc^ientn. 



ffitenen bet liaufitlfreife a, \ 
fotgtii^ fd&neiben fie ^lö) it 

en fp^arifi^n Sinten b« ^\ 
ntet ben )>[aneti Sinien bie < 

, B unb beren ©egenpunct 
iptfiei« tn 4 Sogen, AB, 1 
{u))))(enientar ftnb, b. $. ji 
ite ^ogen, wie AB unb ^j. 

tien bie $uge( in 4 geU 
: •) flenannt. Der SBinlet, 
^aupttreife AB unb -4C 
n bie in A, A^ bie ^äu))t> 
wAD unb AE, JjDi unb 
DE unb ^D,E, bilben 
finb bie longenten AD, 
ju bem 5)iameter A4i, 
E, ^iDiEi nonnal ju bet 
: DAE, D^A^E, finb giotm 
, 5), in treuem bet fp^Tift 

»Ufjttreifen a, h unb bie vor 
:04)uncten gcbitbeten SSinlel g 
unb bie Don ben @6enen c, 
, 5), unb bie in biefen "^Vit 
congtuent. 3)eninac^ ift ein 
it , n)e(<$en bie i^n einfi^Iiel 
itt8})unrte bilben. ©ine §ai 
. Unter ben »ier bon jUiei 
:ln etf^etnen jWei fotgenbe 
IminleL 

Äußel A, B, C (unb beren 



fSrifd^te ^totUd", vatii utitet 
lanben wttbtn , oon bentn niftt t 
iB. VII, d^f, 9) nennt btn fp^i 




gfiitfttS "©uf^. ®ttttDinclTtc. 

bie nii^t auf einem ^aufitTieie liegen, ^ftimmen btei ^<iupt> 
iiäft bie jSugel in 8 Setbec t^eilen, f))^äiifc^e 3>ceiede ge* 
nonnt 3)ie ©ogen*) ^B, SC, CA, wetd^e 
S, bie $uncte A, B, O bet iRei^ nac^ toertinben, 

Reiten bie leiten, bie bi>n ben Seiten an i^ien 
_ gemeinf(^aftlii^ien ^uncten beu Mei^e nat^ ge= 
biOieten SBinlet AGB, CBA, BAC ^etfeen bie 
äSiinfel bes \p^M]<lfm ^reieifö. S>ae iCieiei! 
^eigt gleid^fd^en(e(ig, iDenn jmei @eiten 
einanbet gleich finb, glei^feitig, toenn aüt 
brei Seiten einonber gteic^ ^vxi>, re^tfeittg, 
roenn eine ©eite ein Quabrant ift, tei^tB)in= 
tetig, roenn ein £QhnTe( lec^t ift. 
bem fp^ärifd^en ©reied ^ßC gel)Sten 1) ba« ©egenbteiect 
, loetc^ee mit bem ICteied bet Steige nai$ gleit^e %ßintel unb 
|flt; 2) 3 SRebenbreiede, ABCt, BCA^, CAB^, wet^e mit 
eied bei SRei^e nai^ eine ©efte unb ben gegeniibetlieaenben 
gteit$ ^aben, mS^ienb bie übrigen Seiten unb Sintet fujiple' 
finb; 3) 3 S^eitelbteiecte A^B^C, B^CiA, C,4,S, bie 
ciede ber 3ie6enbteiede. 

\xx einem fp^äiift^en ^jol^gon berfte^t man bie Don^ogen 
iptfteife eingefi^Ioffene ^i^vx, metd^e me^r bet iRei^e noi^ ge^ 
ßuncte ber Sugel, ben erften mit bem j»eiten, . . , ben legten 
t erften, oetbinben. Sie luSbrüde ©eiten, Eintel, glSi^e, 
ilen wetben in ber @p:^ärif ivie in bev Planimetrie gebraust, 
Ifotetf^iebe, ba§ ^auptfieife, Sugei an bie ©teile ■am @era' 
kne tteten. 3" i^''" fp^ärifc^en )$igur gehört beten ®egen< 
bie Sigmc ber ©egenpuncte bet gegebenen ^igur. @e giebt 
e Figuren, »el^e mit i^ten ©egenftguren jufammenfallen, j. S. 
^jtltei« ift feine eigene ©egenfigut. 

@in fp^tifd^e« S>reied unb fein @egenbreied finb im %.%(> 
ni(^t congtuent, unb nur bann congnient, toenn ba$ Sieieif 
^lelig ift. eine fp^ärifc^e gigur tft mit i^ret ©egenftgur gteii^ 
iltc^ unb entgegengefe^ten ©inneö (*Btanim. §. 7, 1); 6eibe ^a-- 
it nur ber iRei^e na«^ gfeic^e ©eiten unb Süintel', fonbem au4i 



ntei Sogen fd^ltc^^n hHTbtn in bti Sf^äril ISogcn Bon {iau)Mfi<i[eti 
I. 3)tc 8(nennuiig \f^&x\'\ä)ii Siieied tonrint noit nid^t bei %%tf 

e t|l btn oltm ®wnHteni nii^t tntganatn, bag mit bet Olcii^^tt unb 
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• 

»ctoci«. gegt man bcn SBinlel C bc^ ©refed« ABC auf bcit 
»mW C^ be« ©cgcttbrctcd« ^iJ5,C,, fö faßcn bic Sogen ß4, CB 
tättfl« ber Sogen C^B^, C^A^ ; aber e^ fäöt tocbcr A auf ^,, nod^ B 
auf il,, auger toenn CA ^ C^B^ ^ CB \% dlnem Sctrad^tcr, ber 
auf ber 9(u|enfeite ber jtogfet bie fid^ entf))re€^nben Seiten AB, A^B^ 
ber JÄcierfe ABC, A^B^C^ jurütflegt, ßegt C |ur ginlen, C^ jur 
«eckten. 

S3enn O bad (Sentrum ber ftugel^ P bie Stormalprolectton bon 
auf bie (Bbene -4BC7 ift, unb bie ©erabe OP bie ftuget in D unb D^ 
fc^neibet, fo fmb bie t)Ianett 3)reiede 0Pi4, ÖP5, OPC gleid^ unb 
^\[Vai, mithin fotüol^l bie ©inlel POA, PCB, POC, ate aud^ bie 
Sogen DA, DB, DC gleid^. Die gleid^ffc^enleügen f<)l^ärif(i^n !Breie<](e 
DAB, DBC, DCA ffahtxi aber mit il^ren Oegenbreieden D^A^B^, 
A^i^i/ A^iA ^^^ Steil^e nad^ gteid^e gtäd^en, alfo finb aud^^ bie 

}m ABC unb A^B^Ci einanber gleid^^. aSergl. ^lanim. §. 9, 9. 



5. Sßenn in einem f))ll^&rifd^n iDreied bie leiten unb SSinfet 
cmjeln toeniger aW 180^ betragen, fo ift bie ©umme feiner ffiintel 
gr9§er ate 180^ bie SDiffereu) ^mifd^en biefer (Summe unb 180^ l^eigt 
ber (gf ceg be« f))]&arifd&en ©reierf«- 5Die gtäd^e beö ft)]^ärifd&en Dreicdf« 
ift ber i$(äd^e eined jmeired^ttoinfetigen fpl^ärifd^en !Dreie(f^ gteid^, beffen 
britter ffiinlel ber (Sjceg be« gegebenen fp^ärifd^en Dreied^ ift.*) 

SBetoei«. SDie ©umme ber fpl^^ärifd^en aßinfet (2) ABA^C, 
BCB^A, CA^C^B^ übertrifft bie bon bem ^auj)tlrei^ ABA^B^ einge* 
fe^loffene ^atblugel, auf toetd^er ber ^unct C liegt, um bie ©relede 
i50 unb A^B^C^. Sllfo betragt bie Summe ber mnMBAC+CBA 
i-ACB mOfx ate 180<>- iDie Dreiedc ABC unb A^B^C^ l^aben gteid^e 



9e^nlt($fett ton Stauttiftgureit bcrett (Songnten) ntii^t notl^menbig «erbunben tfi. 
$eigl. Encl. XI, 26. Archim. Conoid. et Sph. 20. 2)ie f^tet biStoeilen üUx- 
fe^ene Sncottarueit) eine9 f)>]^ärifd()en ^reiedd unb feines ©egenbretedd lourbe unter 
ben Steuern befünmit au9gefpro(i^en i»on Gegner 1741. Sergt. Flügel otatl^. S. 

4 p. 859. 2)en obigen ißen^eis für bie ©feiii^^ett iener incongruenten gläii^en ^t 
?eaeiibre bon einem ungenannten au^fSnbtf^en äl'^atl^ettfatiter erl^alten unb in ben 
mm. de gi^m« YII, 21 (2te ^udg. 1800) mitget^eilt. dncongtuente gUid^e unb 
a^nli^e 9taumftguren koerben JlM^d ^^^ Segenbre (Geom. VI, def. 16) ft^mme«» 
trifci genannt. 

*) 2)iefer @at ift tnx6f ©irarb (Invention nonvelle en alg^bre 1629) be^ 
I :t gett^orben, ber ipn aber unt)oIltomuten betoiefen bat. Wt bem obigen einfad^en 

5 )fJA lotttbe ^rfelBe ®«j| toü (Sabalieri 1632 ^iMreetoriam generale urano- 
1 Bricnm c. 8 p. 315) mitget^feilt. ^ie Siegel für bte 8ered^nung ber gtäc^e eines 
I itifc!^en WVßOttS »irb öon ©ro«ctu8 apologia Aristot. et Eucl. 1690 p. 78 
, E anticmis in Vitellonem notis*' angefü^l. 2>iefe ^intoeijung foioie bie iRoti^i 
1 tlben Sntord p.79: demonstratio atnplitadinis anguli solidi refertor ab H. 

?gio ad Th. Harriotum — ermangeln U9 jeftt ber weitem ©cflStigung. 



gilnftc» 9u^. SteTccttittrit. 

(4), fotflli^ ift bie bo^JiseUe gW^e .ISO bie S)ifferenä,jlDtf4en 
mme ber genamiten bxet f)}^ätifi$en Sinlel unb einer ^aMuQel, 
X fp^Örifc^et äffimtel, be(fen ©(^enlel im @(i^eite( um ben <Sjceg 

- C£4 -|- ^Cff — 180" tton einanbet afcweic^eii. 

t ^auptfrei«, tpeti^er bie S^enlel eine« fp^ärifc^en SBinlete 
t^eiÜ ben fpl^ävift^en SUJinlel in jmel a(ei^f<^en!eli8e fp^ärij(^e 
mit einer gemeinfi$aft[i$en Sofie, an uelc^ei redete 3ßinle( 
|. 2, 1 unb 4). S)ie gleic^fi^enfeligen 2)retecfe finb congvuent, 
ift jebe« Don i^nen ^a(6 fo groß ata ber fp^ärifc^c SSJinlcL 
bie gläc^e eines fp^arifc^en ■Breied« betgläc^e eine« iWeirei^t* 
en fpl^ätifc^en Dreied« gtei^, beffen britter SBinfel bei gfceß 
:6enen fp^arift^en Dreied« ift. 

:meiltunfl. ©enn fpl^ävif^c Iiteiede berf^tebenet Sugetn 
Släd^en ^aben, fo \)at baö i)reieif ber fltBltm Änget ben tlei' 
fce§. auf einet unenbfii^ gioßf" Ä"9*l ^o"" s'" fp^otifc^e« 
einen enblici^en ©fceß ni^t ^o6en, bie ©jceffe aller fpl^ärifc^en 
üerfe^toinben. 2l&er nur unter ber bet gemeinen ©eometrie ju 
tiegenbeu aJorouSfefeung Cßlanim. §. 2, 7) ift ein uneubtid^ 
^auptfrei« gcrobe unb eine unenblii^ grofee finget pton. 
1 ein^cit ber fp^ärifi^en S'^ät^fn ^irb ba« imeirec^tlcin'telige 
e ©reied 'genommen, beffen britter SQJinlet eine @int)eit ber aStnlet 
mn man nun, toie gemB^ntii^, unter ber glücke ilft äSet^ältniß 
irlfd^en gtäd&enein^eit, unter bem SSinfet fein ffier^ättnig jur 
n^eit berfte^t, fo ift bie glücke be« fp^ärifi^en Süteied« feinem 
eidf. 

xnaät ift ein fp^ärif(^et Sintel boppelt fo groß ata ber SSJintel, 
elc^em bie i^n einfi^tiegenben §aupttreife f:^ fc^nciben. gür 
ifee eines fp^ärifc^eu ^olpgonS ooit n ©eilen finbet man (mit 
: auf ^lanim. §. 9, 10) bie Summe feiner SBinlet berminbcrt 

- 2) . 180». 

nn itoei fp^firifd&e Dreiede gleiche ©ummen i^rer SIßintel ^abcn, 
I fie gleite gtäi^en. SBenn jtoei fp^ärifi^e ^pol^gcne gleiche 
i i^ter ffiintel l^aben, fo finb i^re gtä^en gleich ober fie unter» 
ft(i um eine ganje 9Inja^l bon äSiertettugetn. 

!Die §auptfrelfe, wef^e einen flege^enen 5)auptfteifl notliw 
, ge^n buri^ einen ^nnct (unb beffen ©egenpunct), ben ^t 
egenpot) beS^aupttreifeS. S)ie ÜSogen, ttelcte bie <Puna 
ipttreifeS mit feinem *|3oIe berbinben, fmb Ouobranten. 



g. 4. 'Sp^^inl. 

en, iiJd^e ton einem '^Suncte bec Äuget aa 

£>QUptIieiö, bet polare fce« Rundes (unl 
Die but($ ben $utKt gc^enben 5ou})tfrelfe 
^uncte« normal.') 
e ebenen, mel^e jur Ebene beö §ott()t6ceife{ 

,„ Sentrum bet Äuget gemein ^oben, ((i&neiben | 

um aiormale bet ebene be8 §auprtreife8 (§. 2, 4). 

£)ie @eraben, iDet<i^e ju einem 9}abind bec Äuget normal 
itnb ba« ßentnim gemein ^abe«, liegen auf einet @6ene (§. 2, ' 
normal fte^t )u jenem dtabiud unb ju ben benfelben 91abtu9 ent^ 
den ebenen. 

aKon finbet ben Sßol eine« §aut)tfreife8, inbcm man in 
fcfiebijien ^«nct beffetben einen nonnoten §auptlreis jie^t un 
bemfclben üon jenem ^nntt aus einen Ouabranten abfi^neibet. 
ßnbet bie polare eines $unctee, inbem man von bemfelben aus 
beliebigen Ouabianten jiel^t unb normal ju i^m bun$ feinen @nl 
iinen normaten $au))ttrete legt. SEBenn ein $unct ber Sßot eines ^ 
[leite« ip, fo ift ber §aut)t!rei8 bie polare be« ^uncteö. SBenn ^ 
fitife bnrc^ einen ^unct ge^n, fo liegen i^ie $oIe auf einem ^ 
treie, bet 'polare be6 ^unde«; »enn ^uncte auf einem $ani 
liegen, fo ge^n i^re ^Polaren butc^ einen ^unet, ben ^ol be« ^ 
treifc«. 

7. ®er Sogen eine« $an()t(reife8 ifl bur$ feinen äinfang* 
unb @nbpunct nuitoeibeutig beftimmt, wenn bei ©inn gegeben t 
iDel(^em ber ^aufitfreis t>on bem ^nfangS^iunet bid jum iSnbpunet 
laufen »erben folt (^lanim. §. 4, 6). 3Bä^renb man ou§en ai 
tonuejen Seite ber Äuget ben §aupttrei3 in bem oorgefc^riebetien ' 
iuiüdtegt, bel^dlt man einen feiner ^ote (^ot unb @egent)oO jur { 
ben anbern jur SJecfiten; unter bem ^ol bes §anptfreife« foll bi 
8in(en liegenbe »erftonben »erben, loenn bie SBinfcl auf bec 
but^ lin!9um ge^enbe Drehungen Befi^tiebcn merben. iDemgemäS 
bie polare eine« ^uncteß in fold^em Sinne bur^taufen, ba§ ber 
bet jur Sinlen tiegenbe ^ol feiner Spotave ifr**) Unter biefen Sßi 
[tl}uttgen gitt fotgenbei ©aft: 



•) S&eoboe. Sph. I. Sergr. bit annKthuia p §. 1, 9. S« auBbrw 
i »vrifte" tumint frä^« j. S. Sei anftimect« um (Sugel unb (Sijlinl 

bcbtutet bns ft)bürif4e Stntrmn bee greifte. @. unttn 12. 
'■) Stuf bit(e H)it6t^e Untertreibung i)at @au| (DiagniB. generales cii 
gdes cuiras 2, Tl) oufmertloin gemalt. Cergl. ©tfuli ©ptiärit I, 1 

bin« onaL ©p^rif 16 unb 18. 




Don ittei $aut)tlreif«i eingeft^fof^ene 9SinIeI ift t«in &on 
len eingef(^I[)ffenen S3ogen gleli^, t«ffen $oI bet ©t^itel beS 
Ift. ÜJei bon jioet functen eingefi^IofTene Sogen ift bem Don 
taten etngeft^Ioffenen SinM gteidd, beffen ®<$eitel bet ^ot 
n« ift, — tooM «tn t«r Äürje WiKen ffloflen ftott be« lo i^ra 
Sentrimtnfet« gefegt ift. 
oeis. SJeibm bie bnid^ A ge^nben ^au)>t[reife oon bei 
es ^unctee A In B unb C gefi^nitten, fo bog bie ©erntet 
bee in 8etra{^t tottimenben SHnlef« AB 
unb AC je einen Ouabtanten betragen, fo 
ift bei Sogen BC unjroeibentig tteftimmt, 
bec ju i^ra ge^Brige SentrtvinM ift ein 
^tormaCf^nitt \>ts bon ben @&enen bet 
Imuptheife eingefi^toffenen g(äd(ientt)inle(8 
(§. 2, 5) unb bem ©infel ber 5)aupttreife 
g(ei^ (2). Serben nun auf bet polare 
bon A in bem beftimmten @inne bie Qua* 
"^ brauten BD wnb.CE obgeftitnitten, fo fittb 

•: bie Voit bcn AB unb AC, unb mon ^at BE — BI> = 
DE, DE = BC. 

3u einem fp^ätif^eu ÜJreieJ ABC geläutt ein *lJo[arbteied 
nentfltbreied) A'B'C, bctgeftoö, baß nidjt nur bie $uncte A', 
B\ C bie $ole bet Seiten BC, CA, AB, 
fonbem au^ bie Seiten B'C. CA', A'B\ 
bie polaren ber ^unde A, B, C finb, 
mithin ABC »tebttum bä8 ju A'B'C ^f 
^Biige spolatbreicd ift.*) 3ft A' ber *nl 
bon BC, S' bei ißof »on CA, fo betro» 
gen bie Sogen CA', CB' je einen ober 
btei Quabxanten, unb ber Sogen A'B' 
laan in fol^m ©inne (»efc^rtebeft tbetben, 
bat C fein !iJoI tft, n. f. w. 
I 3Die aSintel eine« iJteied« finb ber 

9}ei^e naä} @u)it)lemente bet Seiten befl 
^otatbteiedd. iCenn ber bon CA unb 
if^loffene aSintel ift bem con i^ten $olen B' unb A" eing 
n Sogen gteii^ (7). 5Wun Ip A" bei ®egeii})Un(i »on A', al 
B'A" = ISO», folflti(^ u. f. to. 




:rfl(. bie Slnnitttttng ju @. I, 9. ^tolarbteitctt tt«btn btS^aft flm^ i 
cttde gutottm. ©ubtrmann mcb. ®p§Stil 20. 



n r.! 



§. 4. @^Wnf. 

ÜDic glad^c bcö 5Drciccl8 unb ber Perimeter ^eö ^clarbreted« er 
ganjen ftd& ju 360«. §aben bic ©inlel be« S)reic(f« «, ft y, btc ®ci 
ten M ^Jolarbreietf^ a*, h\ c* ®rab, fo ift 

« + a' = 180«, /S + 5' = 180«, y + c' =« 180« 
(« + jS + y — 180«) + («' + Ä' + cO = 360« 

tooDon bad erfte ®Iitb bie glad^e bed Sreiedd, bad anbete beit $eri 
meter beö ^otorbreied« bebeutet (5). 

9. 3tt ieber fjjl^ärifd^cn gtgur gel^ärt eine ^otarflgür, beten 
?|}uncte bet JRet^e nad^ bte $o(e bct ©eiten bet gigut finb, unb beten 
Seiten ber Stellte nadj bie ^Jolaten bet ^Puncte bet gigut ftnb. SQSenn 
bet ^4Jetimetet bet f^igut ntd^t (iM Sogen t)on $au))tttetfen beftel^t, fo 
ftnb il^te @eiten atö t^etfd^minbenb Kein unb mit betäl^tenben ^au)>t^ 
treifen jufamntenfadenb }u bettad^ten, beten $o(e auf bem ^etimetet 
bet ^ototfigut Hegen. (Sine fj)l^ätifcl^e gigut ift bie ^Jolatfigut il^tet 
$otatflgut* 

JDurd^ B^f^^^tn^nf^^ung bet f^igut wx% Steteden finbet man, bag 
bie gläc^e bet fpl^ärifd^ien gtgut unb bet ^Jetimetct t^tct ^olatfigut ju 
360« fid^ etgänjen (8). äu« bet Ouabtatut bet gigur »itb bie SRec-- 
tification bet $o(atfigut gefunben, unb umgefel^tt. 

3ebe @igenf(i(iaft einer f))]^Srif(i^en gigut lann aud^ atö (Eigenfd^aft 
i^ret ^otatfigut bcttad^tet toetben, unb giebt oetmßgc be« 3"f<^Jttmen* 
l^angd beibet gtguten eine jugeotbnete (Sigenfd^aft bet utfptüngtid^en 
gigut JU etlennen. 3n bem 9ludbtud bet jugeotbneten @igenfd^aft fielen 
^auijtfeeife an bet @tettc ton 5ßunctcn, ©eiten an bet ©teile ton 2Bin* 
lein, $etimetet an bet ©tette öon gtäd^en, unb umgefe^tt. 2)ie @igen^ 
fd^aften bet fi)ptifd&en giguten finb bual.*) 

lO^ Untet ben ©igenfd^aften be« gemeinen fpl&ätifd^en ©teied«, 
beffcn ©eiten unb SBinfel einjeln 180« nid^t etteid^en, finb ju ettoäl^* 
ncn (SÄenetau^ ©pl^. I): 

I. ©ic ©umme bet SBinlel ift gtßget aW 180«. !Die ©umme 
ber ©eiten ift Meinet ate, 360«. 

©et» ei«. 2)et gjceg be« fjjl^ötifd^en !l)teied« ift oben (5) nad^^ 
getoiefen tootben. 5Dct "ißetimetet be« !Dteierfd loitb butd^ ben Sjcel 
b-^ ^otatbteied« ju 360« etgänjt (8). 

II. ein außentoinlel ift gtöget atö bic ©iffetenj, Ileinet ate bie 




■ : H 



^ ' .r' 






■ ■ ■"> 






.. • ■ ■.•'.' 
. ■. * 

■'•■*■ 

'4 






'^^i 



. ■'<■ 

■■ ■ . •■ 

\ i 



*) 2)ic ^olarfigur unb bie ©ejtcl^una il^tc« ^Jcrimcter« jur g(fi^e ber gigur 
I tt man ertoS^mt bei @(i^urj @:|)l^äri! I p. 21 unb II p. 241. Uebcr bie 2)ua* 
1 t>ergl. (Vergönne ^nn. ]5 p. 302. 
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pnfte« »«4. ettttometrit. 

)er kiben Sintet, Meldte nid^t neben i^m liegen. Sine ©eite 
qI« bie ©ifferenj , Heiner afö bte Summe ber beibeii onbcrn 

)ete. ^aben im S)teied A£C bie Sinlet unb bJe gegenüber^ 
©eiten ber SRei^e no($ », ft y, a, 6, c (Stab, fo ift im SflC' 
A^BC (I) 

« + 180» — ^ -J- 180« — y > 180» 

o + 180» — 6-1- 180« — c < 360» 
** — 7 > ß ~ f, a ~ b <C e, u. l tB. 3m iJteied 4BC 
« + |3 > 180« - y. 

tertung. 3)et tleinete Sogen eine« 5*"'pt''f^if^ 'f* fötjet 
unbere ?inie, bie ouf bet fflugel jtoifi^en benfeften (Snbijuncten 
ift, unb giebt ben fpljätif^en 9tb[tanb feinet enbt>uncte 
m AB- ift türjet qI« bie auß SBogen Den ^anpHreifen befielen* 
n BC + CA, BC -\- CD + DA, . .; alfo ift AB lütjer, 
Sinie, bie auä unenblit^ Diel unenblic^ Keinen Sogen con 
fen befte^enb mit irgenb einet fp^äiift^en guroe jmifc^eii A 
ifammenfällt. 
®Ui6)m SäJinletn Ciegen gleiche Seiten gegenüber; bem grSfee' 
el liegt bie grilftere ©eitt gegenüber. Oleii^en Seiten liegen 
inftl gegenüber; bei g'^'Jßweii ®e'te "«flt ber grßgerc aßinlel 

»eid. Senn im IDreied ABC bie Iffiinlet A unb B etnanber 
f, fo bellt ba« ©teled ABC fein ©egenbreiei A,B,Ci, menn 
ut B, , B mit Aj Dereint. aifo ift bie Seile BC -= ^, C, 

^ Senn ober ber Sinlet CSA > BAC, fo ma*t 

man ben Sinfcf EBA = BAC, unb er^aft EB = EA. 

'Jim ift CE+ EB> BC (11), foIg(i(* C^ > ßC. 

Senn ba« S)reiect jtoei gleite Stntel ^at, fo ^at 

fein ¥o(arbreied juei gtei^e Seiten, n. f. m. 

9(nmerfung. Xiie Summe bon jmei Sinleln 
ift jugteii^ mit ber Summe ber gegenüberliegenben 
einer, ober fo grog, ober größer als 180". Senn j. 58. bie 
ber SinW ACB + BAC < 180", fo ift in bem 91eben= 
M, bet Sinfcl CAiB<i BCAj, fotgli^ bie Seite BC<C SA, 
+ BC < 180". 



»B&nti6 fflivb biefcr 6a1} bciangtlttOt uiib na4 E^acl. XI, 20 auS V 
. abscittitt, nüäit. ia ^titi^ril fnmb |1iib. 
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11 I. 3Benn jtpci f|>]^arif(^e 3)tcic(fe jtoci ©eitcn unb bcn ein* 
gefd^Ioffenen SSintel bet Stellte nad^ gleid^ ^aitn, fo fiiib fte gleid^ unb 
SSfnliäf. ^enn }iDei f)>^artf(^e !Dtete(fe jtDei ffiintel uttb bie batanße« 
genbe @eite ber Stetige mdf gleid^ l^aben, fo {tnb fte gteid^ unb fil^ulid^. 

n. SBcnu jtoci f}>]^äri[(]^e ©tclcdc bie btei ©eiten bet {Reil^e nad^ 
gleid^ l^aben, fo {tnb fie gteid^ unb al^nßd^. SBenn {toei fp^ättfc^e 
^eiede bie brei Sintel ber ditxfft nadf g(eid^ l^aben, fo ftnb fie gleich 
unb äl^nlid^. 

SBetoei«. Unter ben gegebenen SJebingungen ftnb bie ©reiede 
congruent, toenn fie einerlei ©inned finb; bagegen lann bad eine ÜDreied 
ba« }u bem anbern gel^örige ©egenbreied beden, loenn bie Dreiede ent* 
gcgengefe^ten ©inneö finb. 3)er iioeite Sota ttjirb auf bcn erpen ju* 
rüdgeffil^rt. SSergl. ^lanim. §. 5, 2. 5Die 3wfäfe^ »erben burd^ San* 
tocnbung ber @afte auf bie ju ben Dreieden gehörigen ^clarbreiede 
abgeleitet. 

III. SBenn in einem f}>]^ärifd^en a)reied jtoei Seiten unberfinbert 
Bleiben unb ber eingefd^Ioffene 9Binte( to&äf\t, fo tt)Sd^ft aud^ bie il^m 
gegenüberliegenbe ©eite. SBenn in einem f}>^arifd^en ©reied jtt>ei SBin* 
ie( unberänbert bleiben unb bie anliegenbe ®eite U)äd^ft, fo to)äd^ft aud^ 
ber il&r gegenüberliegenbe SBinfet. 

©etoei^. SBie ^lanim. §. 5, 5. ©er 3ufafe fotgt au« ber S5e* 
trad^tung be« ^otarbreied«. 

IV, Sffienn in bem f|>]^arifd^en ©reied ABC ber SBinlel B red^t, 
bie eine ßatl^ete AB fpi^ ift unb unberänbert bteibt, »äl^renb bie an*« 
bete Satl^ete BC öon biö 90 » unb bann t)on 90« Bio 180« toöd^ft, 
fo toäd^ft bie §^})otenufe AC t)on AB bi« 90« unb bann t)on 90« bi« 
180« — AB, ber ber unberänberlid^en Sat^ete gegen* 
fiberliegenbe SBinlel C fättt bon 90« bi« AB unb 
ftcigt bann toieber bid 90«- 35Benn in bem fpl^ärifd^en 
J)rcied ABC bie ©eite AC red^t, ber eine anliegenbe 
mm C fpi^ ift unb untjeränbert bleibt, toöl^renb 
ber anbere anliegenbe SBBinfet A öon bi« 90« unb 
bann »on 90« bi« 180« toäd^ft, fo fäüt ber ber red^^ 
ten Seite gegenüberliegenbe SBinlel B t)on 180« — C 

big 90« unb bann bon 90« biö C, bie bem unüeränbertid^en SBinfet 
müberliegenbe ©eite AB faßt bon 90« bid C unb fteigt bann toieber 
C m 90«. 

SB e loci«. üDurd^ ©etrad^tung ber ju ben ©ogen gel^Brigen Sen* 
nnlel nad^ §. 2, 10. 35er 3ufafe toirb au« bem ^otarbreied be« 
5ied« A^ By C, abgeleitet. 




gflnfttS »u4. ©lertomttrie. 

iraertung. Söenn jfflet [^j^ärifc^e ©reiecfe einen redeten 9BmM, 
jotenufe unb eine Sat^fe, ober eine rechte ©eite, ben fl^en- 
enben unb etaen onliegenben Sffiintel ber Mei^e m6^ gteit^ ^obcn, 

fie glei$ unb ä^ntii^. 
tter ben SÖcgen, Welche »on einem ^ßuncte an einen 5iou|3rtrei« 

ip ber fpi^e unb nommte ber (iirjepe unb gieM ben fp^ärt» 
»bftanb be« ^uncte« »om ^aupttreis on. 2)er fpl^' 
Jftanb eine« ^ncte« oon einem ^üuptftei« ip baö Komplement 
p^ürif^n abftanb« con bem f ote beS ^oupttreife«. 

. Der ¥o( A bee ^Quptfteife«, beffen ebene mit ber (Ebene 
ireifeS ber fflugel paraffet ift, ^at dou aüen^nden befiftreife« 
■p^ärifi^e abftänbe (Bergt. §. 2, 7), unb ^eigt baö fpHtif($e 
am be6 Rreife«. !Die gleichen ©ogen, mi6}i baS (p^örifd^e 
1 mit $uncten be« Sreifeö »erbinben, feigen fp^äriftifte 9eo= 
bien be« Äreife«. ein $anptfteie, ber burc^ einen 
^untt bee Äreifcfl normal ju bem fp^ärifd^ 3Ia- 
\»bin« be« *Piincte« gt^t, unb beffen fp^örifc^r 
\ äbftanb bom fp^Mf^en gentmm ein fp^ärif<i^r 
) fflabiue Ift, ip eine fpl^ärifi^e Sangente be« 
Streife« (oergt. ^lanim. §. 3, 5). S)er fpprlfc^e 
Sffiftonb be« ¥">!« einer fpprif*en Songente bc« 
Äreife« Don bem fpprifc^en ßentrum "gSiät ben 
^eu Stabiu« ju einem Quabranten. ^enn B ber $oI be« 
:eifeS ift, ber einen um A befc^ciebenen jhti« in C berü^, 
U + AB = CB = 90". 

te *J|Juncte, mel^e oon einem gegebenen $unct ber jtugel, mithin 
on ber polare be« ¥uncte« gleiche äbftänbe ^aben, (iegen auf 
i^etS, beffen fp^ärift!^« €enlTum ber gegebene $nnct ift. !^te 
I ber Srei«puncte ^aben bon bem fp^ärifc^n Zentrum gteii^e 
^e älbftänbe unb bilben mit bei polare be« fpl^ärifi^en Sentrum 
Sffiinlet (7); ba^ berühren fie einen toncentrif^en (parallelen) 
ble ¥"Jt«pgut be« gegebenen ftreife«. iDie fp^ärift^n 9iobt<n 
helfe ergSnjen fii% ju 90".*) 

t«befcnbere ^at ber einem fp^ärifc^en 2)reieif umgef^riebene 
)en bem $olarbreied eingef^riebenen ^eiä jur ^olarfigur. £)tefe 
finb toncentrif^ (paraQel), i^re fp^ärif^en 9tabien ergönjen fi ' 



Sijuli ©t^ril I, 44, Ser in b« ®(oariH)6ie fogenannle ipolarlrtifl ifl 1 
ir bt« oii( b(t[(l6tn ^emillj^re lieatnben SQJenbttreife«, Ser mit bcrn Hequa 
Sude, bciltn ^">tt 45° titcSat, faQt mit {chictn ^olailnie iii[amineii. 
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{D 90^ IDte $oIarai ber f{>^<rrif^ (Seiitren ber Streife, tos benat 
einer bem fpl^fd^ 3)reted umgef^rieben, ber onbere bemfelbeii ein* 
gefd^riebett ift, fUib mit ben Streifen ber ^ei^ naä^ paxaUdi olfo ift 
ber ^lac^eitiDinld ber (Sbenen biefer Jtreife bem f))^arff(]^ Sbftanb ifyctt 
\pflQxi\ifta (Sentren gleid^. 

änmerlung. (Sine fp^orif^e @e^ bed ftreife^ unb ber 9Bin^ 
te(, melden bie ben $o(arbeid berfi^renben polaren ber (Snbpnncte ber 
@e^ne bilben, erganjen fi^ iu 180<^ (8). iDie gr9§te fp^rifd^e @e^ne 
ifl ein f)>^arifd^er !Diameter bed ftreifed; ben Oeinften SBinM fd^(ie§en 
bie f)>^Srif^ Xangenten an ben (Snb))nncten eined f)}^arif(i^en !Diameterd 
ein. dn bem fp^arifd^en !S>reied, n>e(d^e9 bon einer fpl^ifd^en @e^ne 
mit ben f|)^arifd^en Zangenten an ben (Snbpnncten ber @ti^ne gebttbet 
toirb, ift bie ©nmme ber beiben 2:angenten 180^ ober me^r ober 
loeniger, [t nac^bem ber eingefd^Ioffene ftreidbogen ein f)a((lreid ift ober 
mc^r ober toenigcr (10, in. änm). 

13. Sßenn bie @p\iit C be« ff>^Srif(i^n 3)reied« ABC anf bem 
ttmgefd^riebenen ftreife ABC ftd^ betoegt, fo Ueibt bie SSHnlelbifferen) 
BAC -f CBA — AGB nnocränbert. »ejei^net man burd^ M bae 
W^^ Sentrnm, fo ift bie SSinletbiffereni 

»= CBM + MBA + BAM + MAC — ACM — MCB = 2BAM. 

!Diefer XBerti^ l^ängt nur bon ber Sage be9 fpl^ä^ 
rifd^en (Eentrumd in Sejug au| bie Saft« AB ab, 
nnb oerfd^ioinbet, menn AB ein f))l^ärifd^er !£)ia^ 
meter be^ «reife« .45Cift. SBcrgl. ^tanim. §. 4, 3. 

Sßenn bie i89aftd AB be« fp^ürifd^en 3)reied(d 
ABC^if fo bemegt, bag fie ben bem2)reied( ein^ 
gefd^riebenen «reid nid^t auf^Srt ju berfil^ren, fo 
Bleibt bie ©eitenbifferetij BC '\' CA — AB un* 
berSnbert. S>ied erlennt man burd^ S3etrad^tung 
be6 $o(arbreied(d, ober birect auf bemfelben SQSege, 
ber 2u bem entfpred^nben )>Ianimetrifd^en @ate 
fü^rt ($Ianim« §. 4, 9). S)ie unberänberlic^e 
©eitenbifferen} ift ber bo))))e(teH f))]^ärifd^en Zm* 
gente gteid^, meldte bon C bi9 cai ben firei« fid^ 
erftredl; fie betragt 180^ tocnn ber jnrffd^en BC unb CA bon AB be* 
ti rte Srei«bogen ein ^alblrei« ift (12, änm.). 

Umgelel^rt fd^tießt man: 5)ie ©l^ifeen ber fpl^Srifd^en S)reiedfe, 
t ä^t eine gemeinfd^aftlid^e SSafid unb jioifd^en ber @umme ber SBin« 
ft an ber ®afiö unb bem SBinlet an ber ©|)i^c biefetbe ©ifferenj 
^ en, liegen auf einem beftimmten Steife, loeldt^er ber gemeinfd^afttid^e» 




176 gfinjU« »u*. ©«eemörie. 

Saft« umgefc^rielben tft. 3>te SSafen brt f^j^örift^n S)ieiate, meiere 
ben Stntel an ber @pt^e gemein uitb juift^en bn ©unune t«t ©eiten 
an ber &pi%t unb bet S9afi« biefelbe Siffetenj ^ben, betörten ein» 
fc^Iiegenb einen beftimmtcn Stti9, ber bem ZBinlet an ber ©pi^e etm 
sef^ricben ift. Senn ilt SÜnlelbifferenj 

BAC + CBÄ — ACB = BAD + DBA - ADB 
ip, nnb burc^ M, N bie fp^ärif^en Eentren ber »reife ABC, ABB 
bejeic^net »erben, fo ift 2ß4Af = 2BAN, folgti* n. f. lo. Sergt. 
au(^ lü, n. 

33ie @f)i(en ber f^^ärtf^en S)reiede, toelc^e eine demeinfi^aftti^e 
iBaftd unb gleiche äBinfeffununeit, mithin gtei^ glasen ^aben (5), \\t= 
gen auf einem beftimmfen ftreife (bem (fiefell'f t^en Äieife), ber 
bur^ bie ©egenpuncte ber Gnbpuncte ber SBaft« ge^t.*) Die Safen 
ber Ifj^ärtf^en 3!)rfieile, xat\i)z ben SiBinlel an ber ©pifee gemein unb 
9lei(^ Sßerimeter b«ben, berühren ouef^tiefenb einen beftimmten ftieW, 
ber bem gemeinfi^afttit^en SKtnIel eingefc^rieben ift. ^nn in ben ®(bei' 
tetbreieden ABC, AiB,C ^at mon 

CBA + BAC+ACB~]m''^i90^ — (CB,A,-\-BjAtC—A,CB^} 
unb in ben SlebenbxeieÄen ABC, ABC, 

BC + CA -^ AB = 360« — (-4C, + C,B — AB). 

3(ue ben SßorauflfeSungen 

/ /^" \ """" ^^* ^''*' ^+'^^''*' 

j / \ \ — -^i^^K in bem anbetn 

I / \ 1 g ^Ci + C,B — ^B Don 

\J \J ^^ ^ ■■"■- unDeränberlic^er ©riJfee ijl, 

C<^,^^K )..-'■' ©enn bie ©pifte Cauf 

^^■^'^-"'^' bemßefeö'ft^nÄreifeCAiB, 

mit A^ jufammenfätlt, fc 
Wirb ber Sogen AC jur fpl^ärif^en Sangente biefe« Äreifeö in A 
(^Ifluira. §. 3, 5). Sllfo ift bie glätte befl fp^ärif(^e% %xt\%t^ ABC 
bem boppelten SÜJinM (5, anm.) glei(^, melden ber Sejeü'f^e ftreis 
C^,ßj mit ber Sofie AB in ^, bitbet. aBenn bie »afi« AS, Jtiet^e 
einen bem SBintet C eingeft^riebenen ffreifl ouSfi^Iießenb berührt, mit 

•) SHttcr ©aß tfl Bon 2e jtll tntbttft unb \mt>\,\ but* KeiSnuna a(9 au* bf * 

Sonfttuctioii bewiettn TODiben: Act» Petrop. 1781, I p. 112 (nif^t NoTa Acta, ■ i( 

buE*alhigia na<4 Cefltnbre Gfiom. Note X tititt wirb), einen biwcten »en « 

bt(felbtn ®a|e9 tat Sultt B'atl"i- »"ßt- "nfn 16. 33tr iugmbnett ©aft B 
ben ©ottin (®ttg. Snn. 15 p. 302) gtgtbtn morben. , 



ber f))^ärif(i^ 2;angente CB beffdieii Sretfe« juf ammeitf &t(t , fo tt>trb 
[b m $imct biefed Areifed. 9(fo ift ber ^meter bed fpl^arifd^n 
S)rete(Id ABC gleic^ ber bo)}))e(ten f)>l^ärif^en Tangente aM C an bte> 
fen ^ü». 

üDttt f)ü{fe bon SqcelTfd^n ^tfen lann man f^l^otifd^e 3)rete(fe 
conftruiren, bie gegebene glad^ ober gegebene Perimeter l^aben; man 
hm ein f)>^artf^ed ^oU^gon bon n ©eiten in ein fp{)artf(j^ $o(i}gon 
))0n n — 1 @etten unb bon gleid^r ^^ ober bon gtetd^m ^ri« 
meter bertoanbcin, u. f. ».*) 

14. SBenn ein fpl^orifci^ed S3iered einem ^eife eingef einrieben i% 
fo ift bie @umme bon jmei gegenüberliegenben SSBinteln ber ®umme 
ber beiben anbem SSintel gleid^. SSenn ein f)>l^arif(!^ed SBtered einem 
^eife nmgefd^rieben x% fo ift bie @umme bon jioei gegenüberliegenben 
leiten ber @nmme ber beiben anbern leiten g(eid^. !Z)abei finb fold^e 
Seiten mit entgegengefe^ten ^üäfzn jn nel^men, in JBejug auf n>eld^e 
ber trei« entgegengefefete Sage l^at.**) 35Jie ^lanim. §. 4, 4 unb 10. 

Umgefel^rt fii^Iiegt man: Sßenn in einem f)>]^cirifd^en 2$iered bie 
@mnme bon itod gegenüberliegenben SBinletn ber @umme ber beiben 
anbem S33inlel gleid^ ift^ fo ift bad SSiered einem 
Sireid eingefd^rieben. äBenn in einem f|>l^arifd^en 
9Stere(i bie @umme bon jtoei ©eiten ber @umme 
ber beiben anbem ©eitcn gleid^ ift, fo ift baö 
Sicred einem Äreiö umgefd^ricben. Siegt g. Sb. 
B auf er bem Ärei« ACD, unb toirb AB oon bem 
8rete in -B' gcfd^nitten, fo ift bie Summe ber 
SBiulel GB*A + ADC =. DCB* + B*AD, 
CBA — B*CB < CB'A (10, H), bur* CBA + ADC < CB*A + 

ADC + B*CB ober DGB + BAD. Ucbrigen« gelten bie in ber ^lani* 
metrie a, a. D. angetoanbten ©d^lüffe. 

15, 2)ie ^au^Jtlreife, toeld^e bie ©eiten eine« fpl^ärifd&en ©reied« 
normal l^albiren, ge^n burd^ einen ^unct, ba« fp^&rifci^e Zentrum be« 
bem 3)reie(f umgefd^ricbenen Sreifeö- S)ie ^au})t!reife, toeld^e bie aBin* 
lel eine« f|)]^ärifd^en 2)reie(f^ l^albiren, gel^n burd^ einen ^unct, ba« 
Wixx\^^ Zentrum be« bem ©reied eingefd^riebenen greife«- SBie ^^Jta^ 
n . i 6, 7 unb 8. 




♦) ©teincr SJcttoanbJuna unb ^^etlung ft)]^ätlf*ct gtguren hnxäf Coujlructton 
(< "le 3. 2 p. 45). Ißcrgl. ©ubermann nieb. ^p^Ml 97 ff. 

•) SejeU Acta Petrop. 1782, I p. 90 unb 100. Ißeröl. ©erg. 5(nn. 12 p. 279 
u 6 p. 49. ®d&uU e^J^äril I, 75 f. 

Ifeet n. 4. «up. ^^ 









gOnfteC 9iu^. @t(t»tn(tne. 

t ^mpütti^t, tDttc^e bnn^ bie @d))uncte ehiee f]}^ärif($en 
nonttat ju beit gegenüBecIitgenben €eittn gejogen tverben, 3e^n 
nen ^und.*) Sßie ^tanim. §. 6, 9.: 

<er: SJie Sogen, toelt^e bie @))l1ten eines f))^£nfi!^en S!)ieied« 
I Ißolen bei gegenübeili^enben «Seiten berbinben, ge^n buii^ 
lunct. 2)ie ^uncte, in oiel^en bie Seiten eined fp^örift^n 
i Don ben polaren ber gegenüberliegenben Sdf»uncte gef^nitten 
liegen auf einem JgiauptlreiS, bei polare bee »oi^in ernannten 
.") 

ei: aSenn in einem fp^äiifi^ üßteted bie gegtnübecliqenben 
ttotma[ jn einanbei Ttnb, fo finb anc^ bie iCiagonalen normal 
tber. ^tnn in einem fp^äitfc^en 93terect bie 3)iagona(eu \t 90' 
I, \o betlägt au(!§ bei ft'^^'^f'^^ äl&ftanb bei ^uncte, in meieren 
nftberlieflenben «Seiten (i'^ f^neiben, 90°.***) 

Sin ft^^öiif^ee SSieied ABCD, tDelt^e.bntc^ eine !Ciagotiab 

)mei fp^ärif^ ^leiede get^eiU Uiib, bie ni^t mti gleii^ 

X unb fi^nti^, fonbem ant^ tongiuent ftnb, ift ein 

A. fp^Örif^e» iJacflUelo9iamm.t) Iiie S)ia' 

/ \ gonalen beffelben ^alHten einanbei in bem fp^ari* 

'' '>, (c^en Eenttum 5 beS ^aroüelogranrnt«. 

^ie ^ofacfigui eine« fp^äiif^en ^oiaUelo» 
gtommS ift ein contentrifddefl fp^örifd^ ^oxoXSl^» 
giamm. SDenn bei ^auptfiei^, ttiett^ei bni^ boS 
fp^Örifc^e iSentium S gt^t unb AB normal fc^nei' 
bet, ift auc^ ju GD noima(, unb bei ^unct S '^at 
) CD gleite fp^äiifc^e äibftänbe. iBiefe Slbftänbe ergönjen 
rifi^en Sl6ftänbe be« Quitte* ^ »on ben ^oten E, Q ber @ei« 
unb CD JU 90", fctglti^ liegen E unb G auf einem burc^ S 
I §auprtreife fo, ba^ E8 = SQ. eben fo liegen bie ^ote F, 
Seifen BC, DA auf einem buic^ 8 ge^enben J'aupttteife fe, 
= Sff. Da^er ift EFGH ein fp^ärif^eö ^axaütiDScmm 
rentrifii^ mit ABCD. 
m jtvei folgenbe ffiintel eines fp^ärif^eu ^aiaQ^giamme 

i(f« ©«1 i(i »Dn OucTTet ©«a. Ann. 15 p. 87 unb ©^u(j ©pjä-' 
ir4 9{<4"«>>9 btnitfen norbcn. 3)tn conftntctiutn Vttotie l)at @ubt. 
tb. @t)^Iirit 68 ntgcbttt, ScT0l. ttttttn g. 5, 3. 
obilliet @erg. ann. IS p. 195. Gnbermann nieb. ©ti^arit 69. 
sai^tmet^l no«^ Sterfcnann'e anitt^nlniig in tSmnert at^iu : 

ilet Not. Act. Petrop. X p. 57. »ergl. ©i^iilj ©p^til I, 94 
an II uiet. ©pMi'it 78 ff. 



§. 4. @))^rir. 

etei($ ftnb, fo tft bai \p}fM\d)e $ara(lelogTamm einem S:xäs 
f(^rit(en; mnvt jwei fctgenbe Letten gleti^ [inb, fo ift tS einen 
HDigefi^riebett (14). 

Die ßegenaBerflegenben (Seifen BC unb DA, AB unb OD 
btn fiä) auf bct Sßolate beS fpljätife^en Zentrum S. iöejei^ii 
ben Durc^fc^nitt »cn BC unb ßJ burt^ T, feinen ©egenpum 
r„ fo folgt aii8 ber ßongruenj ber fp^örifc^en Dreiedt S( 
SATi, baß 52- = T,S = 90« tft. 

3Wei folgenbe Sdipunrte be« fp^ärifi^en ^ofaöefofiromuiS 
@egenpuncte bei betben anbent tiegen auf einem JtreiS. Denn o 
Ciauptlreiß, toetc^er bun$ S ge^t unb bie ©eiten BC, DA ^all 
btn bie ^uncte^, B einerfeite, C, D anbretfeit« gleite fp^äri] 
jtänbe, atfo auc^ bie ©egenpunefe C„ D, einetfeifö, A^, ß, 
feitg. S)fl^ei tlegen C, D, A^, B, unb A, B, Ci, D{ auf jt 
ftreife fo, bn| bie bdbni fireife ©egenfiguten finb. läbeiifo li 
C, D,, A, unb D, A, J?i, Ci ouf ©egentreifen. 

Ueber^aupt ^o&en jroei ©egcnlreife, beten ^uncte bou einem 

{leie (Kequator) beibeifette gteic^neit abfte^n, biefelbeti <£iger 

Die in ber Planimetrie jnei Linien, beren $uncte Don einer ( 

beiberfeita ^itiäfmit abfte^n. SSenn ein ^auptfreis einen Stxt 

bet, fo f^neibet et auü} ben ©egenheld; ber Sogen jroifc^en bet 

Duri^f^nittepuncten wirb bou bem äetjuator ^albirt, unb ber 

freie bittet mit ben ©egentreifen in ben Iiurt^fi^nittaputicten 

ffiJinfet (®egenminlcl, aSec^felaiinftl) Senn jwei §auptfreif 

btnfeften ^und be« Sequatore ge^n, fo fc^neiben lie bie ©egenl 

ben iSctpuncten eined fp^ärift^en i|}oralle[ßgramm6. Senn A eii 

be6 greife«, DK ein Sogen beß ©egenlreifeS ift, fo 

tetrögt in bem oon DK mit ben ^auptlreiebogen 

KA, AD gebttbeten ©reied bie ©umme bet ffiintef ^ 

|o Diel als bie @umme ber in bem $unct A ^ '" 

beten fflJinlel b. i. 180". SEBenn AB, CD gfeiii&e \ 

©ogen ber ©egentreife, unb BC, DA ^anptheis* 

bogen finb, fo finb A, B, G, D edpunctc eine« 

(p^rift^en ^atatletogramm«, unb bie ©umme ber Sinlel in 1 

ben beiben Sogen ber ©egenirelfe «üb ben beiben Sogen ber 

V"fe gebitbeten SBiered bettägt 360». Senn CD, JK g(ei*e 

etben fiteife« finb, fo ^aben bie iBlerecfe ABCD, ABJK glei. 

I C$tanim. §. 9, 2); fotglid^ ^aben au(^ bie fp^ärifc^en 

'C, ABJ flleii^e gläi$en unb benfelben Sfce§, nömltdb ben b 

bem Äteiebogen AB mit feiner fp^ätift^en ®e^ne gebilbett 

aSetgt. 13. 




i günfttB i8u<*, ©lettomrtrit. 

17. Unter ben fp^ätifi^en iDreiecleii, met^e jWei gegÄene ©eüen 
Summe 180" nic^t erteilt, %at boBjenige bie 
in bie ni^t gegebene Seite BC bet Siiameter 
rife« ift.') Unter ben fp^örift^en SDreieden, 
i!et entl^ülfen, beren ©umme 180" fiberfleigt, 
sn Perimeter, in loed^em bec nii^t gegebene 
e eingefc^tiebenen fireifeS gteit^ ift. 
|($reibe bur^ bie Oegenpuuüe A^, s^ »cn A, 
B ben ÄreiS, befjen [p^ötif^ec Siamet« ^jC 
bie Seite CA ju 180" ergöi^t SSaju ift er« 
forberlic^, bog 45 < 180" — CA ober (M 
+ AB < 180" (12, anm.). Siegt D ouf 
bem Steife B^C^i, fo ift bie glÄc^e -iBJ> 
= ABC (13). 3ft nun EA onf bem 33i}gen 
ZJ^ fo groß aiä CA, fo ift EA < DJ, weii 
JjJS = 4,0 > 4|D, mithin ift bie gläi^e 
4ßE < ABI>, 4ßE < ABC. S3abei ift 
^(t 4Scr"bie SßSintelbifferenj b + C — A = 
kil aber 4,C ein fp^ärif^er 3)ianieter ift, fo 
y + Ai (13), a(fo cetf^roinbet 5 + C — J, 
er ©inmeter befl Äreife« ABC. 
td^en bie ^otorfigur liefert, birect ju betteifen, 
^ebenen SÖinfel ACB ben Ärei«, beiffen fp^äri> 
im gegebenen Sinfel ju 180" ergünit. ©aju 
Cß größer ift alö ber StebeWDintcl bee anbero 
3(nm.), bag alfo bie Summe bei gegebenen 
ntel mei^r als 180" beträgt. £iann t^itt man 
1 fp^Örif^n SBinM ACBC^ in bie giebenbrei« 
: ABC unb ABCi fo, bog bie Seiten AB unb 
\ ben eingeft^riebenen jh:eifi an ben SnbpunC' 
eines 3>iametet« berühren, mithin ber SSinW 
i<7j Mm fp^ärifc^en Biameter be« eingefi^tif 
en Äreife«, ber SSinfel CBA bem iroeiten ^f 
enen SSinlet gleich ift. Söitb nun bemfel&en 
Elfe bafl fp^örifii^e Dreied C^DE ufflgef(^rie< 
1, fo i)aben ABC unb DEC gleiche Perimeter 
;), unb ber SCßintel DEC^ übertrifft ben ffi ■ 
3Haii&t m«i ben SBinlel FEC, = ABC^, > 

c Siflle 3. 2 p. 63 unt I 
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äBcrtrifft bcr Perimeter bc« fl)]&arifd&cn'!Dtcie(Iö CF£ bcn Perimeter 
öon CDJ5;, alfo aud^ bon ABC. Dabei tft C^ + AB — BC === 
- ÄC^ + AB + C^ B. SBeil aber bcr SBinlel ABCj emern \^Uxu 
fd^en S)iameter be« bcm f|3l^ärifd^cn ©reied ABq eingefd^riebenen Ärci* 
fc^ glei($ tft, [o l&at bte ©eitenbiffereng -- AC^ + AB -^ C^B ben 
fflertl^ 1800" (13), folglid^ ^at CA + AB — BC benfetten SSScrt^, unb 
ber SBinlet BAC tft bem f)>]&ärtfd^en 2)tameter be« bem fjjl^ärifd^en 
Dreied ABC cingefd^rtebencn streife« gleld^. 

änuterfnng. §tcrau« folgt, ba^ bic bon planen giguren be^* 
toiefenen ifo|)eriOTetrif(i&en ©afee (5ßtanim. §. ß) aud^ für f})^rifd&e 
giguren il^re ®üütg!eit bel^altcn, 

18- 3» ä»el gfeid^cn Sogen AB, A*B' gtcBt e^ auf ber Sugel 
einen 5Punct 8, toeld&er mit AB unb A'B* congruente f»)^artfd&e 3)reierfe 
Mtbet. ©enn ber ^aujjtlrei«, toeld^cr b^ 

bcn 5ßebcnn)infcl be« bon AB unb ^ jT.^-'''*^^^ 

-4'B' cingefd^roffenen ffiinlete l^attirt, y<^ ^,.. , 

toirb bon bem ^au<)tlrei^, toctd^er VV^ -V-^'^ v 

ben Sogen il-4' normal l^attirt, in - — yf^- 
S fo gefd^nitten, baß ntd^t nur bie ./v \ 
Sogen ^^ unb SA\ fonbern aud^ '/ ^^^^ > 
ble f})^artfd^en Slbftanbe SJ unb SJ' 
bc^ ^uncte« S t)on ben Sogen AB '^ 

onb A'B' gteid^ pnb. J)a^er flnb bte f|)]^ärtfd^en Dreiecfe SJA unb 
^JA', Ä75 unb SJ'B', alfo aud^ /SfAB unb SA'B' congruent. 3ug(eid& 
ift ber SBinlel ASA' = ASB + BSB' + B'SA' ~ BSB\ 

3)emnad^ giebt e6 ju gtoci congruenten f)>]^firifd^en gigurcn ABC . , 
unb A'B'a . . einen fid^ fettft fo entf<)red^enbcn ^unct S, bag SABC . . 
mib SA'B^'* . . congruent unb bie SBinleC ASA\ BSB\ C8C\ . . gleid^ 
fmb. SBenn man bic erfte gigur um S brcl^t, bi« SA ben SBinIct ASA' 
ober ben SBinlel ^^.4' + 180^ gurüdEgelegt l^at, fo getaugt ble gigur 
ABC jur 5)edCung bon A'B'C . ., ober in fold^c Sage, baß ABA'B', 
ACä*C\ BCB'O, . . concentrifd^e f})]&ärifd^c ^araüelogramme finb.*) 

19. ^Vi gtoei gteid^en Sogen AB, A^B* giebt eö auf ber Suget 

einen §aut)tfrei^ s, u>eldj>er mit AB unb A!B* entgegengefetät gleid^e 

niel bilbet, bon toetd^em A unb A*, B unb J5' entgegengefefet gteid^e 

' 'ärifd^e Säbftänbe l^aben, beffen 5Pot N feinem ©egenpunct N^ berge*« 






*) S)er ^au^ttljicU btcfe« @a^e8 tfl bon (SuUr (theoria motus corp. solid. 
ff.) geflebcn tDorben. 2)a« SBeitere cntl^äU bie abl^anbtang bc8 a3erf, über ®lct(i(|« 
unb ^c^ntid^teit ... 30 ff. Sergt ^lanim. §. 7, 2 ff. 



günftce Su(^. •Sltieomttiit. 

i^ptiOft, baß bie fp^ärif^en IDtelecfe A'-^B unb N,A'B' glei^ ; 
intii^ unb entgegenge|e$ten @tnned flnb. Senn -^r J, J' bie > 
SBebeutung ^abtn, unb R ben 3)uri^ft^nttt ber gleichen Sogen ' 
'S' bejei^net, \a (inb bie fp§ärlf($en Ilreieiie ÄBJ, SäJ' ent< 
fe|t glei^ unb ä^nlic^ 3)Q^et ift RJ = i?J' unb JJ' bitbei 
?, ^'B* entgeflenBefefet gleiche aSSinlel. SJenn nun- N unb N^ 
le btin ^J' pnb, fo ftnb bie fp^aiifc^n iSreieife ^4^^ unb 
, NJB unb Ä, J'B', NAB unb J^i^'B' enfgegengefefet gleti^ unb 
Do^et Joben ^ uiib A', B unb S' eiitflcaengefefet gleiche fp^ä= 
Übftäiibe Den JJ', unb bie aSJiutel .äiV4', BNB", JNJ' finb 

iuinac^ giebt ed ju jlDei entgegengefetit gleichen unb ä^nlic^en 
6en giguren ABC . . unb A'B'C . . einen *J8unct iV, ber feinem 
unct-jv, fo enlfptit^t, baß NABC . . unb N^A'B'C . . entgegen» 
jteic^» unb ä^nti*, unb bie 23inlet ANA', BNB', CNC, . . gteii^ 
ßJenn bie etfte j|ißur um N gebre^t loirb, bi« NA ben SBJintel 
-I- 180" ober ANA' jutüigelegt ^at, fo faßt bie gigur mit bei 
igur bet anbem {ufammen, ober fie liegt mit i^r f^inmetiif<!& 
lote ton N, b. if. bie ®cgen AA', BB', . . »erben Bon biefem 
reis nortttal ^atbitt. 



5. gde, $rt8nio unb bie pctf^jectiöif^cn 
giguteii. 

eine Steige »on Sßinleln, bie einen gemeinf(^ftlid|ini ©d^eitet 
bereit ieber mit bemfolgenben, unb beten lefitei mit beoi ei^en 
Sc^entel gemein ^at, [treibet bon bem SRoume um ben gemein^ 
$en ®d)eitel einen jRaum ab, ber eine @de {ymiia att^tä EqcI. 
'. tl, anguluB solidos, Staumttitniet) genannt mirb. 3)er gemein- 
^ ©Beitel ^ei|t ber ©«Reitet ber @de (sommet, @f)i^e, (Sen' 
bie gemeinfc^aflttc^en ®i^enle( ber folgenben WsHtX Reißen bie 
:n ber@<fe, bie jmifc^enben folgenben Kanten enthaltenen Sinlel 
bie Seiten ober gläd^en ber fficte, bie iwifc^n ben folgenben 

eiif^aftenen gläc^wlnfcl Reißen bie ffiinlet bet Sde (oergt 
5). 9fat^ ber Slnja^l i^ter ©eifen (ober Äonten) tieißf bie 
, 4, . . feitig (aogle triödre, tetraödre, polyidre). ffiiu Regel 
a eine unenbltc^feitige @de betrautet »erben (§. 3, 1). 
aratle(e <$ilenfd^nitte ober Segetf^nttte (ausgenommen bie bo« 
m ent^ttttenben) ffnb ä^nü^e giguren. SBetben »on ben i)«' 
Ebenen bie Santen in A unb A', B unb B', C unb C, ■ ■ 



'i, $riAin<i unb bic titrftxctibif^'n giguTett. Ig3 

B unb A^B", BG unb B-C, CA unb OA', . . ^loi. 
: gleili&en SSJinlel (§. 2, 5) bie Dteiecte ABC unb 
l'B'D', . . ä^itli^, folgti^ bie gipren ABCD . . 
\\\^ (^lanim. §. 12). S)le gtäi^cn bei fiaiatleUit 
4 ju einanber, loie bie Quabiate i^iec ältftänbe 
1 AB : A'B' = SA : SA' a. f. to. 

Üugetfc^uitt einer Sde (eine« Äegel«) ttitb bie 
«nbeti, icetf^e bie @de (ber Segel) mit einet con> 
ein ^at, beien Siabiue eine Sängenein^eit ift. :3^ie 

ben @eiten biefei fp^ärilt^en ^gur gleich, loenn 

Bon ^auptlieifen beien Sentritointel fe^t (§. 4, 7. 
ä, 8); bie aßinfet ber (gde finb ben SBinleln ber 
eii^ (§. 4, 2). 3!3ie @igenfri&aften ber ©eiten 
Fe tverben au« ben @igenft^aften ber ®eiten unb 
i^nitt« ertannt. Sßenn bie Sugelfi^nitte bon iwei 

fo fmb aaä) bie @c!en congruent, alfo tft eine i&stt 
litt beftlmmt. 

< Oon flCeic^et ©rÖge {amplitudo, apertnra, capaci- . 
;elf(^nitte gleiche ^i&<i)m ^aben. !Da« aSertiältnig 
n 9taunt ifl bem aSerl^ÖKnig ber glS^e i^te« jtu< 
, Äuget gfei^; abgelüiit: bie @rß|e einer ®Ie ift 
elf^nittS.*) 

Deiche Don ben Runden be« Perimeters einer t$lä> 
äuge eine« ®etra<$ter0 berfelben ge^n, liegen auf 
le (einea Äegefß), beren ®tö6e (bie gtä^e i^re« 
jeiuBüte ®rB6e ber glä^enfigur für ben 
[ugee angiebt 

len ifc)>eTimetiif(i^, nenn i^ce Sugetfddnitte gleich 
Inter aQen ifotjetimetrif^en <$den t)at ber 9lDta= 
Smptitube; unter allen @den bon gteii^er Slnt))ti< 
nafegel ben tleinften Perimeter be« ftugetfiftnitt«.**) 
e^Brt bie ©egenede unb bie ^olarede berfel= 

bie ®egenfigur unb bie ^otarfigur i^re« Äuget- 

9). 

n, bie einen enb(it$ fernen $unct gemein ^a6en, 
i 8 breifeitige ©den. 3" s'"^'^ ^^M«"^ S"**" S*^"^' 
:necfe 3 9!ebeneden unb beren Oegeneden (§. 4, 3). 

i (iSDitimentar jum Slnrngcjl 1350) mitgcl^eilt usn Sittüo 
vr, in^d. Jl p. 218. »«at- §■ *. "- älnm. 



(Sbtntn, tvel(^ bie Seiten einer bceifeittgen @de noxmal ifaU 
teiben tiii) in einer ©eraben, ber S(pe be« ber ffitfe umaefd^tie* 
Qtionelegel«. !Bie @6enen, toel^e bie aßtniet einer bteifeitigen 
cen, fi^neiben fic^ in einer (Seraben, ber ^je be« ber ffitfe 
6enen JRotationßlegete. 33enn baö fp^Örifc^e SSreieif, roeld&e« 
i^nitt ber 6cfe ift, 1}at foWo^ einen umgefc&riefcenen, als on^ 
efiriebenen ffirei? (§. 4, 15). Sbenfo fliebt e« für bie 3ieben= 
inen umgefc^rieüenen unb einen etngef^riebenen tRotationSfefleL 
3, 10 unb 11. 

gbeneu, »e(^e bie Stanten einet breifeitigen 6de auf bie 
liegenben ©eiten normal jjrojiciren (§. 2, 6), fc^neiben fi^ in 
laben. 3>enn in bem ffj^ärifc^en Sreied, meiä}t& ber ^ugel^ 
r @de tft, ge^n bie :iBogen, toeld^e man aa^ ben @dpuncten 
u ben gegeniiberliegenben Seiten jie^t, bur^ einen ^nnd 
). 

letlnng. Um bitett ju beffleifcn, baß bie ©bene CSD nBr= 

j mal im ßbene ASB ift, »enn ASD normal ju 

BSC unb BSt) norrnol ju CSA, fc^neibe man 

bie SflUten burd& eine Sbene, bie ju SD normal 

fte^t. ©ann ift ASD normal ju £0, lueit biefe 

läbene ju SSC unb .<1SC normal ift (§. 2, 4); 

ebenfo BSD normal ju C^. !©a^er ift bie ®e> 

tobe .4D ber (Sbene .4ÄO normal ju BO (§. 2, t), 

■" unb bie ©etabe BD ber ©bene BSD normal 

Ifo au« f)lanimetrifi$en @tUnben CD normal ju AB (^lauim. 

Seil aber «udl SD normal ju .^£ ift, fo fte^t bie ebene 

mal ju AB unb jn ^<S'£. 

@ine Wei^e tjon Streifen, beren ieber mit bem folgenben, ber 
bem erften einen ©c^enfel gemein ^at, fi^eibet bon tem 9tautn 
8ma*) ab. 33ie ßemeinfi^aftli^en ©t^enlel ber folgenben 
^eifeen bie Sonten, bie jloife^cu ben folgenben Santen ent= 
Streifen Reißen bie Seiten, bie (mifc^en ben folgenben @ei» 
Itenen glä^enfflinlel Reißen bie äjintet bee 3?tiema. IRü^ 
^1 feiner Seiten (ober Sonten) ^eigt bas 'jßrißma 3, 4,.. 



t bon nglio (fSgO «^(leitete 9}iinie nota/tte bejeic^iKt naä) altem @ 
bucc^ iWct tiarattde <iittitn (egienjte ®c^tc^t beS fonft nif^ tinec Stti 
ttaä) iK entgtgengefe^ten ätt^tui^) offenen $nema. Sei^I. unten g. 6, 
itit Ucifte^t man unter einem ^riema gtntSdiilii^ nu( ein jWeifcitig 
(ttial^Uen) glüt^enwinteL 



%, 5. iSde, $tisma unb bU tjcif^iecticit^n Sigunn. 

fettig, lüec St^linbet tann ale ein unenbllf^feittged ^vidtna ht 
irertien. 

*paraöete Sbenen, bte mit ben Santen etiteö $ri8mo itit^t 
finb, fc^neiben baS ^tiStna in congruenten t^iguten (1). Un 
Si^ititten eines 5Bti3nia ift [ein ^lotmatfi^nitt auSgejelc^m 
bie gigur, in ioelc^et baß ^riSmo bntc^ eine ju ben Konten i 
@bene gefi^nitten wirb. SJenn jwei ^ismen congtuente Slovraa 
^aben, fo finb fie congruent (§.2, 5); aifo ift baS ¥>^iSma buid 
Slcumalfd^nitt bcffimmt. Die ©eiten, bie 9Sin{e( unb bie ®r 
^riSma finb buxä) bie Seifen, bie 5Btn!et unb bie giäc^e befl 9 
{(^nitts beftimtnt. !Cad 3!ei^ättni| eine^ $riema gum unbei 
5Raum ijl Don 5IIttü eben fo menig oerfcbieben, ale baS Sßer^ält 
g(ä^e feines 3lormafft^nittfl jnr unbegrenjten Sbene. 

@in ^lifima (IS^tinbei) tann atö eine @cte (£egeO Betcat^i 
ben, beten ©d^eitet (Eenfriim) wnenblid^ fern ift. Der 9iorni 
bes ^tiäma erft^eint afö 23ut^f(^nitt beS ^riSma mit einet concei 
Hügel (2), »etd^ bei nnenbli^er gerne bes Sentrnm nic^t eo 
Ebene unferfc^ieben mirb, bie ju ben Äonten (Sßabien) noimal 

©rei ebenen, bie einen unenblic^ fernen ^unct gemein ^aS 
einer na^ bemfelben gesitteten ©eraben parullel [mt), t^ei 
9fünm in 7 iRäume (§. 1, 9. SBetgt. ^(onim. §. 1, 4). @iner i 
ift ein breifeitigeö ^risma, brei onbere ftnb oU Siebenpriemen 1 
ju betrai^ten. 



5. @in S^ttnber (^riemo) wirb Bon einem gläd^entoinlet 
c^en unb ä^nli(^en giguren geff^nitten, nienn bie ben ' 
^albirenbe (£bene ju ben Tanten ht9 €^(inbetS noi» 
mat fte^t 3Berben bie Tanten be« <£^linberS con 
ben @eiten beS glätj^enminlels in A, B, C, . . unb 
Ai ^11 ^i> ■ ■ gef^nitten, toerben biefelben tton 
ber ben glö^enwinfet ^atbirenben Ebene normat in^-jg^ 
Ai -Sar ^r • ■ gef(^nitten, finb femer AA^A^, 
BB^B^, . . . aiotmatft^nitte beä glüc^ennjinfels 
AMNA^, fo folgt an« ber ®lei^^eit unb SJe^nlic^' 

I ber Dreiede A^A^A unb A^Ä^A^, b^b.^b nnb B^B.^Bi, . 

mb At, B nnb B^, . . f^mmetrif^ jur ^atbirenben ffibeni 

qen, baß atfo AB = A^B^, . . , bie gtguren ABC . . unb ^, 

ic^ unb ä^iilii$ finb. 
SGJenn in^befonbere auf einem H^Ünber ein Ätei« Eiegt, fo 
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auf bem (S^ßnber mm ittiäftn ^eid, ber mit jenem f^mmetrifd^ gu 
einem Siormalfd&nitt be6 g^tinber« liegt.*) 

ffienn über]^au<)t bie S^ßnberfiguren ^^C . . unb Ä^BiC^ . . glcid^ 
unb ä^nlid^, unb bie Äantenftüde AA^, BB^, CC^, . . nid^t afic ein^ 
anber gteid^ finb, fo liegen bie giguteu f^mmetrifd^ ju einem S^onuat* 
fd^nitt be« S^Unber^. ®inb AA^, BB^, CC^ ungteid^, A^, B^, C^ 
il&re SKitten, fo l^aben bie S5iere(Je AA^B^B, BB^C^C,.. jtoei pax^ 
aKete unb jtoei gteid^e ©eiten; ballet finb bie ®eraben A2B2, J?2^2f ♦ • 
noxmal ju ben Tanten beö S^finberö, mitl^in bie gigur A2B2C2, . . ein 
5RotmaIfd^nitt be« ß^Iinber«. SBenn in«befonberc CC, == BB^ ift, fo 
finb BC, B^C^f B^C^ paxaUtl, unb ba« Sßicred BB^C^C ift ein SRect* 
angel. 

Sin S^tittber u>itb bon einer Äuget in gleichen unb äl^nlid&en gi* 
guren ABC. . unb A^B^C^ . . gefd^nitten, toetd^c ju bem Siormalfdjinitt 
be« S^tinber«, ber burd& ba« Sentrum ber Äuget gel^t, f^mmetrifd^ lie** 
gen. J)enn bie paxaUtlm ©eignen AA^ , BB^ , . ♦ toerben bon ber 6en* 
tratebene, bie ju il^nen normal ift, l&albirt. 

3ft bon ben ©d^nitten eine« d^tinber« burd^ eine Äuget ber eine 
ein Ärei«, fo ift ber anbere ein gteid^er Ärei«. 

(Sin JBäfd^el bon Äugetn, bie einen Ärei« gemein l^aBen, n)irb bon 
einem S^tinber, auf toetdf^em ber gemeinfd^afttid^e Ärei« tiegt, in Äreifen 
gefd^nitten, bie paxaM, unb bem gemeinfd^afttid^cn Ärei« gteid^ finb. 
3)enn jeber bon biefen Äreifen liegt mit bem gemeinfd^afttid^en Äreid 
f^mmetrifd^ ju einem iRormalfd^nitt be« 6^Iinber§. 

3toei gteid^e unb nid^t |>araüete Äreife h unb Jc^ eine« (S^tinber« 
tiegen auf einer Äuget. !Die Äuget, toetd^e ben Ärei« h entl^ätt, unb 
bereu Zentrum auf ber ^(Sbene tiegt, ju h)etd^er h unb k^ f^mmetrifd^ 
tiegen, fd^neibet ben S^Iinber in bem Äreid h^, mit n)etd^em h^ iufam« 
menfältt, toeit k^ unb k^ xaxilc f^mmetrifd^ ju berfetben (SBene tiegen. 

3ttJei gteid^e Äreife einer Äuget tiegen auf einem S^tinber. 2)enn 
fie tiegen f^mmetrifd(i ju bem ^auptlreid ber Äuget, ju toetd^em bie 
f}>l^arifd^en Sentren ber Äreife f^mmetrifd^ tiegen. 

6. SBenn man bie ^ßunctc einer gegebenen gigur auf eine gege^ 
bene gtäd^e burd^ ®erabe t)rojicirt (§. 2, 6) , bie burd^ einen gegebenen 
^unct gel^n (einen ©üfd^et bitben), fo er^att man eine Sentratj)ro* 



*) ä$on ben betben ^reidfd^nitten etned fotd^ett (Sl^Htibei'd l^etßt einer m Se^ug 
auf ben anbent ein S[^ed(^feUd^nitt bed (Si^Unberd, anti^raEelet ^i^nttt, sectio 
subcontraria, toiiri vnevavrla na$ ^|>otIonin8 Con I, 5 unb ©erenud über 
ben CL^linbei (I, 6) in ^afiet^'d $(ndgabe t)on ^poEcniud Conica. ^etg(. ben 9[uf^ 
fa^ be« $etf. in (Srefie 3. 54 p. 162. 
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jcction (^erft)ccth)c, |>erft>ectittifd^c ^JJrojection) ber flcgebeuett gigur. 
!J)abet U)ttb eine ©trede burd^ einen SBinlet, eine 8inie bnrd^ einen 
Äcgel (gbene) ^)rojicirt. !Der gemeinfd^aftlid&e ?Pttnrt ber |)roiicirenben 
©eraben unb ^laäftn, and bem bie gegebene f^igur )3rojiicirt toirb, l^eigt 
bad ^rojectiondcentrnm. 

äBenn bie ^rojiicirenben |)aralle( finb, fo erl^ätt man eine S^ax* 
a(Ie())rojiection ber gegebenen f$ignr. Wlan lann biefetbe a(d Sem 
tra())roiection and einem nnenbtid^ fernen $ro)ectiondcentrum betrachten. 
!Die 9{orma())ro)ectionen gel^Sren jn ben $araQeI))rotectionen , mitl^in 
anci^ gnr Slaffe ber (Sentratfiroiectionen. 

Unter ben @entraIj>rojiectionen t>on f))]^ärif(i^en S^fliii^^n fittb bie 

ftereogra|)]^ifd^en'^) andge}eid^net, bei tDeld^en bad $rD|ectiondcen= 

^trum auf ber ßngel liegt unb bie $ro|ecttondf[äd^e t>(cin unb paxaM 

ift mit ber Sbene, tDeld^e bie ^ugel in bem ^roiectiondcentrum berfil^rt. 

älnmerlung. Unter ben piantn 9(bbi(bungen ber Srboberfläd^e 
ift bie SDlercator'fci^e**) audgeieid^nct. SDie Silber ber STOeribiane 
finb pCLxaMt ®erabe, beren Slbftänbe {Id^ )tt einanber berl^alten, tt)ie 
bie SBinlel ber SD^eribiane. debed S^reied bed S3ilbed ift bem abge^» 
bilbeten f|)]^ärifd^en ÜDreied um fo fil^nlid^er; ie Heiner bie ©eiten bef^ 
felben. S)a]^er finb bie S3Uber bed 3(equatord unb ber ^araUeüreife 
paxaMt @erabe, mld)t bie SDJeribiane normal fd^neiben; aber ber 9lb^ 
ftanb bed 9i(bed eined ^araCeltreifed t>on bem 93i(b bed 9(equatord ift 
bem Slbftanb bed abgebi(beten $araQe(Ireifed bon bem äiequator nid^t 
))ro|)ortiona(. Stamentßd^ U)irb ed burd^ bie URercator'fd^e Slbbitbung 



*) ^rfunben t)on $i:)>))ar(]^u9 (160 b. (S.f)t.) nad^ ©^neflud' ^m6ft, Benannt 
öott flguillon (Optica 1613 p. 498). SJergl. Älüacl matj. 2B. IV p. 492, 3n 
ben nur lateinifdd l^etandgegeBenen ©d^riften ))on $toIemäu9 PlaDisphaerium 
unb De analemmate tDerben bie ^ojiectionen Bel^anbelt; in ber erflem bie ficreo^ 
gtcipi\\6it, in ber anbern bie ort^ogra)>l(itfd^e. 

**) Oerlfi. SWercator (Ä rem er) f)at eine fold^e SlBBilbung (©eefarte, SSerBeffc*' 
rung ber l^ertöntmlit^en $(att!arten) 1569 in 2)ui9burg t^eraudgegeBen. 2)ad $rin« 
ct^ berfelBen (in goloe beffen bie SlBBilbung conform na<i(; ®aufi genannt toirb, 
Unterführungen üBer ©eobSfie 1844. mtt. mBl^. ü) ifi auf ber ^arte angemerft, unb 
tourbe allgemeiner Befannt bur^ Wright the correction of certain errors in na- 
vigation, London 1599* S3eral. i6reufing üBer ©erwarb Bremer gen. SJ2ercator, 
^uidBura 1869. Seiter entkDt(feIt mürbe bad ^rinci^ burd^ SamBert Beiträge 3 
p. 115 ff. Sagrange M^m. de Berlin 1779. ©auß 1822 in ^d&umadjer'« Slftron. 
^Bl^. 3, 3acoBi ä))^namif p. 215. 2)ie äa^n bed nad^ bem (Etmpa^ gefül^rten 
@4iffed toar geometrifd^ BejHmmt n)orben bur^ 92oniu0 (^^uüej) de arte at^ue 
ratione navigandi 1546, Befannt unter bem Flamen rhumb-line, linea rhombica. 
Ehumbs l^igen l^ori^ontale dlid^tungen, $uncte be8 ^ori^ontd, n)eil bie SIStter ber 
SBinbrofe congruente ^^omhtn finb, bereu f)>i]be Sinfel 45^ Betragen; bie ©Beitel 
ber einen f^i^en Sinlel ftnb im (Zentrum vereint, bie ber anbern auf einem Greife 
)>ert]retlt unb mit ben $immeldgegenben Bejei^net. SSergl. SBreufing 3^itf(^r. b. 
@ef. f. Q^rbtunbe IV. 2)er 2(u«brud rhumb, linea rhombica ift t>on ^neltiu« 
1624 (Tipbys Batayus s. Histiodromice I, 4) bur^ ba9 SBort lozodfomia erfe^t 
öorben. ^ 
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cttctd^t, bag bte S3Ubcr Don fiojobromicn ®erabc finb, b. f). bon 
fold^cn Surt)en, toetd^c mit aöen aÄeribianctt , bfc fte fd^neiben, gtetd^e 
SBinlel bilbcn. (Sin ©d^iff, beffen ?auf auf bcr ®ce mit ber unbcr* 
rüdtcn 2)ccftnatton8nobeI einen unbetänberltd^en SBinfet bilbet, befd^retbt 
eine gojobromie. 5Der SBinM aber, ttjeld^en bie JRtd^tung be^ ©d^ip mit 
ben SRetibtanen bitben mug, bamlt ba« ©d^iff bon einem gegebenen 
Drt nad^ einem anbcrn getangt, ift in ber ÜBcrcator^fd^en 5l66ttbung 
bcr ©tboberpäd^e (©eefartc) meßbar. 

?• SBenn ben ^uncten A, B, O, .. einer gigur bie ^nncte A\ 
B\ C\ . . einer anbern gigur nad^ einem beliebigen ®efe^ etttf))red^en, 
unb bie giguren in fold^er Sage fid^ befinben, ba§ .bie ©craben AA*, 
BB\ CC\ . . , toeld^c bie entf}>red^enbctt ^nncte berbtnben, einen Süfd^I 
bilben, b. ]&;burd& einen ^unct gel^n, ber enblid^ ober aujd^ unenblid^ fern 
ift, mitl^in auf einem Äegel ober ß^tinber liegen, fo ^ei^en bie gtguren 
ABC . . unb A'B'C . . in SRüdfid^t auf biefe Sage })crf»)ecttbif d^.*) 
Sine fpprifd^e gigur unb il^re ©egenfigur finb )3erfj)ectibifd^, loett 
bie bie ®egen|)uncte berbinb^nben ©eraben'. burd^ böö Sentrum ber 
Sugel gel^n. S3ei fpprifd^en Öetrad^tungen toerben aud^ jtoei auf einer 
Sugel liegenbe gigurcn ^jerfpectibifd^ genannt, locnn bie bie entfpred^en*' 
ben ^uncte berbinbenben §au<)tfreife burd^ einen 5ßunct gel^n. 

aOSenn jtoei ©reiedte ABC unb A'B'C ^jerfjjectiöifd^ finb, fo liegen 
bie ©urd^fd^nitte ber entfpred^enben ©eiten AB unb A'B\ BC unb B'C, 
CA unb CA' auf einer ©eraben, unb umgdel&rt.**) 

©eloei«. SaSenn bie })erfj)ectibifd^en SDreiedc 450 unb A'B'C 

nid^t auf einer Sbene liegen, fo finb bie 
©urd^fd^nitte F, G, H ber entf^rec^en^ 
ben ©eiten gemeinfd^afttid^e ^uncte ber 
ebenen ABC unb A'B'O) folgtid^ lie^^ 
gen fic auf ber ©eraben, loeld^e bie Sbe* 
neu gemein l&aben. Umgelel^rt: toenn 
bie !DreiedEe ABC unb .^'^'C^nid^t auf 
einer (Sbene liegen unb bie entfj)red^enben 
©eiten |>aartoeife jie einen ^unct gemein 
l^aben, f o liegen bie ©eraben AA\ BB', 



jS 




*) s«a(3^ iStcitter f^jl. (Sutto. p. 4 unb 29, ©täubt ®eom. b. Sage 89. ^er- 
f^jectitoifd^c gigurcn werben in kfonbern gaffen äl^nlid^ liegenb genannt nac^ EucL 
VI, 18. XI, 27, J>omot]^ettf(3& öon (S^agteg ©erg. Sinn. 18 p. 280, coIUnear 
tiegcnb öon üftagnu« Slnfgaben b. anal. @eom. I p. 44. 

**) 2)tefer gunbamentalfafe rü!;rt toon 2)e8argue8 l^er Oeuvres ed. Poudra I 
p. 413. SBcrgl. ^onceXct propr. prol. 168. Sl^aöU« Ap. bist. p. 80 b. UeM- 
SDie ©ülttgfeit beö @afee« für jtoei f))9ärifd^e 2)reie(fe einer. Än^l totrb burc^ me^ 
trifte ^Relationen ertannt. Onbcrmann nieb. <B^^, 211. 




§.5. Ig*, «Prisma unb bit l)eT(;>(Ctiui|^en gigmen. Igg 

CC paorweife auf je einet ffifceRe unb ^a6en einen funct gemein 

(§. 1, 3): 

äßenn bie perfpectitife^en Eireiede ABC unb ^'B'C^ auf einet 
g6ene liegen, \o jie^e man bie ©etaben A'S', B'S', CS' na^ einem 
beliebigen ^unct S' auSer ber gemeinfc^oft» ,,# ,,-- 

ticken läbene, unb bie ©etaben ÄS", BS"., 
CS" nac^ einem beliebigen ^nnct S" bet 
©etaben ÄS'. Xiie erftem 5)iHfälinien 
^aben mit ben (eötetn bet 9iei^e mti) 
bie ^nncte 4", S", C" gemein, fo ba^ 
4"ß"C" \moi)\ mit A'B-C, al« an^ 
mit ABC petfpectiDif(ifi ift. Slhin gel&n 
bie ©etaben AB, A'B', A"B" bui^ einen 
$unct F, weit fie poorweife auf einet Sbene liegen; ebenfo ge^n BC 
B'C, B"C" buic6 G, CA, CA', CA" but* J. ©ie Sßuncte F, G, H 
liegen auf ber ©eraben, loe(^ bte Ebenen ABC unb A"B"C" gemein 
^aben. 

Sßenn anbrerfeit« bie !Eiteiede ABC unb A'B'O auf einet Ebene 
fo liegen, ba6 bie SDuri$fc§nitte bet aitfpted^enben Seiten auf einer 
®erab«n g liegen, fo projicite man baö jjteied A'B'C ouf eine butd^ 
g fle^enbe Sbene auS einem beliebigen $unct S*. 3fl A"B"C" biefe 
protection, fo ge^t A"B" butc^ ben gemeinf^aftlic^en SPunrt uon AB 
unb A'B', u. f. xo. S)of)et liegen AA", BB", GC" paotroeife auf einet 
(gbene unb ^aben einen ij^unct S" gemein. 
£ien genteinfc^aftlic^en $unct ber ®era= 
ben S'S" unb ber <Siitxii ABC ^abenbie 
©etaben AA', BB-, CC gemein. 

^nmetlung. SQenn einem ebenen 
ober unebenen ISSieved ABCD bas Sßfeted 
EFGH fo eingefd^rieben ift, ba^ ein %a.ax 
flegenflberliegenbe ©eiten ef, GH auf ber 
©iogonate AC fi^ fc^neiben, fo fi^neiben 

fit^ bie beiben anbern FQ, HE auf ber anbetn Dlagonole BD.*) 
©enn bie S)retede ÄEH unb CFG finb (jerfpectibif^, fclfllic^ u. f. u). 

8. Sffienn bie ?ßlanflguren ABCD . . unb A'&CD' . . petfpectibifi^ 
unb nici^t in einer Ebene enthalten ftnb, fo liegen bie 3)utd^fc^nitte ber 
entfptec^enben ©etaben AB unb A'B', AC unb A'C, BC unb B'C, . . 
auf ber @eraben, Uiett^e bie Ebenen bei ^lanfiguten gemein ^aben. 

aßenn bie ^lanfiguren ABCD . . unb A'B'CD" . . auf einer Ebene 

•) 9Jon(tUt propr. proj. 1G6. 
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ober auf betfd^tebenen (Sbenen fo liegen^ bat ^i^ etttf))red^enbien @etten 
bcr ©rcledc ABC unb A'B'O', ABB unb A*B'D\ . . auf berfclben 
©crabcn fid^ f(!(^neiben, fo flnb fic j)crf})cctibifd^ (7). 2)cr gemctnfd^affc' 
(ic^e ^ttmt 8 ber bie enffpred^enbeit ^uncte berbinbenben ®eraben AA\ 
BB\ CC,.. I^ci^t ba« ßollincation^ccntrum bcr pcrfj)cctibifd^cn 
gtaurcu* 21 Bc ©erabcu ber einen gigur fd^nclben ble entfpred^enben 
©erabcn ber anbcrn gtgur auf berfelben ©eraben, torid^c bie (§.oUu 
neation^ajfe ber })crf})ecttölfd^en ^lanfiguren l^eift.*) Den^uncten; 
toeld^e bie eine gigur mit ber Soaineation^ajre gemein Ifat, entf|)red^en 
in ber anbcrn fjigur biefetben ?Punctc. ®ner ®craben ber einen 
^igur, bie mit ber Soaineationdajce paxaM i% tnt\pxiäft in ber anbcrn 
i^igur eine paxaUtU ©erabe. I^em uncnblid^ fernen $unct einer an«» 
bcm ©eraben ber einen gigur entf})rl(i^t ein enbßd^ ferner ^nnrt ber 
anbcrn gigur. S>ie $üncte ber gigur ABO . ,, toetd^e ben unenbtid^ 

fernen Runden ber fjigur A'B'C , . 
entf))red^cn, liegen auf einer ®craben 
q\ bie ^uncte ber gigur A*B'(y . ., 
tDcId^e ben uncnbHd^ fernen ^uncten 
ber gigur ABC . . znt^px^m, liegen 
auf einer ®erabcn p\ !Oie ®eraben 
p', q fittb mit ber SoBincationdaye 
pQXoüü, bie eine l^at Don ber SoBi^^ 
neation^a^c benfelben Sbftanb, ald 
ber SoBineationdt>unct bon ber anbcrn. 
SBctoeid, ©ie entfj)rcc^enbctt ©crabcn AB unb A'B' fdjneiben 
fid^ in einem $unct F bcr SoBincation^aje; flnb G unb H beliebige 
anbere ^ßunctc ber ©oBineation^afc, fo entfjjrid^t bcm gemelnfd^aftlid^en 
^unct P bcr ®craben AG unb BH ber gcmeinfd^aftttd^e ^unct P* ber 
cntfjjrcd^cnben ®erabcn A'G unb B'H bcrgcftaft, bat ^i^ ©erabe PF" 
burd^ bad (SoBincationdcentrum S gd^t. !3)enn bie !3)reiede AA'G unb 
BB'H finb })erfj)ectit)ifd^ (7), mitl^in Hegen bie gemeinfd^aftüd^en ?ßunctc 
il^rer entf))rcd^enbcn @eiten auf einer ©craben. 993enn nun AG unb 
BE paxaUtl finb, fo ift SF mit i^nen jjaraBct, unb bcr il^rcm gemein^« 
fd^aftlid&cn unenblidji fernen ^unct entf:|)rcd^cnbe F liegt auf A'G enb* 
tiäf fern, gben fo fc^fiegt man: toenn F auf A'G fo liegt, bag SP* 




*) ^te $(anfiguren , koetd^e eine (SoHineotiondo^e befi^en, finb nid^t t)erf4ieben 
t}on ben ^omoUgtf^en giguren ^oncelet'd (propr. proj. 297) unb QMttn 
lux (Slaffe ber t>on Tt'ibxn^ (bari^c. <£afcn( p. 301) laaft umfaffenb betratl^teten 
unb fo benannten codinearen giguren. 2)er t}on (S,f^a9it9 (Ap. hist. p. 259 
b. Ueberf.) gett>5l^(te 9u9bru<! ^onto0ta:t)^tfd^ ift bie Ueberfet^nng t)on couinear. 
2)ie iRanten (Sollineattondcentnim, (SEoHtneattonda^e rügten bon SJ^agnnd (anaL'geom* 
^ufg. I p. 43 ff.) l^er; berfelbe f^at bie ©eraben p'f q ®egena^en genannt. 



§. 5. (S(fe, tßndma unb bie :t>etf^ecti^if4en giguren. 19t 

unb AO paraöcl flnb, fo cntf}3re(i^ctt bcn burd^ P* gel&cnben ©erabcn 
A'O unb B*H bie jjoraöefcn ©ctabcn AO unb jBä SSoöcnbet matt 
btc ?ßatoBclogratnme GP'SQ, HP'SB, . ., fo ctttf})rcd^cn quo gtcid^eu 
®rünben bcn burcä^ Q, B, . . gd^cnbcn SJüfc^eln bon ©craben ber gtgur 
ABC . . fold^e Süfd^cl bon ©erabcn ber gigur A'B'C .., bie mit 
A'G, B'H, . . pataM finb. 2)ie ©tteiJen GQ, HB finb paxaM unb 
gleid^, atfo finb aud^ QB unb GH jjaraßet, u. f. U). 

SBenn^ bie Sbenen ber j)erf})cctibifci^en ^lanfiguren ABC , . unb 
A'B'ff . . nur bie Soüineation^ajcc FG . . gemein l^aben, fo liegen bie 
bon S mäf bcn unenbliti^ fernen ^uncten ^on A'B*C' . . gcl^cnben ®e* 
raben auf einer Stene, bie .'mit ber Stene A'B^C ^>araliel Ift. 33iefe 
(Sbene l^at mit ber Sbene ABC bie ©erabc q gemein, bereu ^uncte ben 
unenblid^ fernen $uncten ber gigur A'B'C^ . . entfjjred^cn. S5ie ©erabe 
q, loelci^e ber uneubtid^ fernen ©erabcn ber ßbcnc A^B'C zntipxx^t, ift 
. mit ber Soüincationöaje })araQet {§• 1 , 5). ßben fo flnbet man auf 
ber Sbene A^B^G eine ©erabc p', entfprcd^enb ber unenblid^ fernen 
©erabcn ber (Sbene ABC unb paxaM mit ber &)(i[ineationdaj^e. 

änmerlung. Söenn bie ?ßlanfiguren ABC. unb A'B'ff . . eine 
6oöineation«ajfe Bepfeen, unb jtoei ber SSerbinbungöIinicn AA*, BB', . . 
poxaVitl finb, fo finb ade ))aralle(, bad SoKincationdcentrum ift unenb^ 
Xxä) fern, unb bie ^tanfiguren finb ^)erfj)ectioifd^ affin.*) Un* 
enbUd^ fernen fünften ber einen gigur entft)reci^en nur unenbtic^ ferne 
?ßunrtc ber anbern gigur (bie üDrciedc AA*G unb BB'H finb nic^t 
nur j)erfj)ectibifti^ fonbcrn auti^ a^iAxä), alfo A'G unb B'H paraöel). 

SBenn bie entft>red^cnbcn ©erabcn AB unb A'B*, . . ber ^ßtan*» 
figuren ABC. . unb A'B*C* • . t>araliel finb, fo finb bie 5ßtanfiguren p er^ 
f^jcctibifd^ äl^nltd^. SDie Soöineationöaye ift unenbliti^ fern, ba^ 
eoKincation^centrum l^eigt 9(e^ntici^Ieitdccntrum. 95erg(. $(anim. §. 12. 

9* SBcnn bon iioei ^lanfigurcn, bie eine SoQineationda^c befi^en, 
bie eitte um bie (EoQineationdaj^e gebrei^t toirb, toäl^renb bie anbere 
rul^t, fo bleiben bie giguren J)erf})ectibifd^ (8), ba« (Sottineation«centrum 
befd^reibt einen 9xt\Ä, beffen Sbene jur SoUineation^ajrc normal ftei^t 
unb beffen (Zentrum auf ber ©erabcn liegt, n)el4ie ber unenblid^ fernen 
©erabcn ber betoegten ^lanfigur in ber anbern ^lanflgur entft>rici^t.**) 



». 



*) 2)te ^eTf)>ectt)>if d^en affinen ^guren fUtb )>on (Slairault 1731 ((£^dle9 Ap. 
bist. p. 655 b. Ucbcrf.)» öulcr (Introd. n cap. 18), ^ßoncclct (propr. proj. 326) 
betraget toorben. 2)er ^^mt Affinität x^xi t>on (Suter l^er. Umfaf[enbe Unter« 
fud^mtgen über bie affinen giguren ^at juerfl !Dl|öbtnd angefieHt (8ar)^c. (Saicul 
144 ff. 230). 

**) 3R8Biu« battjc. (£alcnl p. 326. «obitlier ®erg. %m. 17 p. 335. @tei» 
tter fvfl. (Sntto. p. 53. iD^agnu9 anaUgeom. ^ufg. II §. 16. (S^aSled Ap. hist. 
p. 81 b. Ueberf. 
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iBetoet«. 2)rc]&t man bic gigur ABC. . um bic SoÜineation^ajc 
FG, fo bleiben P'/^, QS mit 40, -4'G »)araücl unb F'S bel^ält t^re 
' Sänge. SBeil fid^ ber SBinlel bon AG mit ber Soütneattottöaje nid^t 
änbert, fo bleibt ber SBinfel bon P'Ä tnit ber ©exaben p' unberänbert. 
SDal^er befd^reibt P^S einen SRotationöfeget um bie Sljce p', S eineu ^ar* 
aßetlreiö beffelben. 



10. SEBenn bic unebenen SSierede ABCD unb A'B'OD' })erfj)ecti= 
Dtfd^ finb, fo liegen bie SDurc^fd^nitte ber entfpred^enben ®enen ABC 
unb A*B*a, ABD unb A'B'D\ . . auf einer ebene, unb umgelel^rt .*) 

Setoeiö^ SJie gemeinfd^afttid^en $uncfe bon AB unb A'B*, AC 

unb il'cV A2> unb A'D' »erben burd^. ä-, L, 
M bejeid^net. !j)ann ift KL bie ßoüineation^* 
aje ber jjerf^jectibifd^en ©reiede ABC unb 
A'B'C f LM bie ßodineationöaje ber |)erfl3ec*= 
tiütfd^en iDreiede ACD unb 4'a'2>', MK bie 
Söliineation^ajce ber jjerfjjectibifc^en üDreiede 
ADB unb J.'jD'5'. Sie (Seraben BC unb 
P'C f^neiben fid^ auf KL (7), bie ©eraben 
CD unb CD' fd^neiben fid& auf LM, bie ®e- 
raben DB unb D'5' fd^neib^n fid^ auf MK, 
aifo ift KLM bie eoflineafion^ebene ber SBier* 
edte ABCD unb A'B'OD*, 

. Umgelel^rt: Senn bie ebenen .IPC unb A'B*0 bie ©erabe/, 
4i^D unb A*B'D* bie ®erabe ^ gemein l^aben, / unb g auf einer 
®>tvit liegen, fo l^aben fottjol^l /, g, AB afö au^ /, g, A*B* einen 
$unct gemein (§. \, 3), alfo ^aben AA* unb ^5' einen ^unct gemein, 
eben fo erfennt man, ba§ jie jiDei unter ben ©eraben AA% BB', CC, 
DD' einen ?ßunct gemein l^aben, unb f daliegt baraue, baß atte einen 

^unct gemein l^aben. 

< 

11, SBenn bie SRaumftguren ABCD unb A*B*OD*, ABCE unb 
4.*B*C'E\ , . eine gemeinfd^afttid^e eoBineation«ebene befifeen, auf ber 
bie entfpred^enben ebenen 4jBC unb A*B*C, . . ftd^ fd^neiben (10), fo 
finb bie 5Raumfiguren ABGDE . . unb A'B*OD*E* . . »)erfpectibifd^. 5Den 




*) ^oncelct propr. proj. 682. ©in aßgemetnerer @a^ über bie unebenen 
^tererfe i)on <S&a8te8 (Ap. bist. p. 648 b. Uebcrf.) lautet: Söenn bie ©eraben 
AA*, . . auf einem ^Vl>^^bolotb liegen', fo liegen and& bie ©urd^fcä^nitte ber (Sbenen 
ABC unb A*B*Of . .auf einem $J?^erbotott>. Sergt. $erme« in (Sreffe 3. 56 
p. 218. 
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^«nctcn, mtd^t bic eine gigur mit ber SoBineation^cBene gemein l^^^t, 
entfj3re(|en in ber anbern gigur biefetten ^uncte. Siner ©eraben ber 
einen Stgut, bie mit ber ßoBineation^ebene paxaM tft, entfprid^t in 
ber onbern gigur eine paxaUtU ©erabe. 3)ie ^nncte ber gigur AB :., 
»eld^c ben unenblid^ fernen 5ßuncten ber gigur A'B^ . . entfjjredjyen, lie* 
gen auf einer ßtene ^) bie ^uncte ber gtgur A'B' . ., »el^e ben nn* 
enbfid^ fernen ^uncten ber gtgur AB . . cntf^^red^en, liegen auf einer 
etenc iy'. ÜDic (Sbenen rj', ^ fittb mit ber (koöineation^ebene ^Jarattet, 
bie eine l^at bon ber ßoüineatlondebcne benfelben Sl6fianb, afö ber (Sd* 
Un'eation«j)ttnct »on ber anbern.*) 

Setoei«. 3e jtoet entf^jreti&enbe 5ßlanflguren , bie ju ben in S3c^ 
trad^t gejogenen Staumfiguren gei^ören, i^aben eine auf ber SoUinedtton^^ 
ebene ttegenbe ßoBineatton^fC (8). ffienn ben unenbKd^ fernen 5ßunc«' 
im bon A'B\ A'C\ A*D', A*E* bie ^uncte Q, a^, Q^, Q^, entfprec^en, 
fo finb bie ©eraben QQ^, QQp CiQ^f mit ber Scöineatlon«ebene 
paxaüti, folglich liegen Q, Q|, öj, Ö3 auf einer (Sbene ^, bie mit ber 
©otIineation«ebene j)arattel ift. SBenn bem unenblid^ fernen 5ßunct i)on 
AB ber $unct P* entf|)ri(]^t, toenn S ber SoIl(ineation«^)unct unb K ber 
iBurtij^fd^nitt t)on AB mit ber ßoüineation^ebene ift, fo ift ba6 SSiered 
QJSP'K ein Parallelogramm ; bal^er l^at bie gbene -^ ber ^uncte Q bon 
ber (EoBineation^ebene benfelben ^bftanb, atö bad Sottineationdcentrum 
bon ber ßbenc 1?' ber $uncte F'. 

12. SBenn bie giguren ABCD . . unb A'B*C'D' . . einem Äreife 
eingef(i&rieben unb ^)crf}>ectimfd^ finb, fo l^aben fie eine Soütneationöaje, 
auf ber nici^t nur bie entf))re(i^enben 

©tr^den AB unb A'B\ AC unb ^<r~" 

A'C, .., BC unb B'C\ . . fid^ fd^nei^ ^/C^ST 

ben, fonbem aud^ bie (Seraben AB' l ^\^ 

unb A'B, . ., unb bie ®eraben, toefc^e ÄV- — "^^^^^^^U^^^^^^^ 

ben ftreid in A unb A', . . berül^ren. V J^^-^^^^ 

3)em ?ßttnct B\ mnn er ate ein ^^^ZJ^ 

^unct ber erften gigur betrad(>tet loirb, \ j / 

entf|)rid^t in ber anbern gigur ber Xy 
$unct B. !Die Soüineation^afe ift bie 
polare be« eottineationecentrum in SBejug auf ben Ärei«. ^tanim. §. 14, 5. 

*) ©ine btefcr .SRaumflauren ijl ein SRctief ber anbern. «oncclet propr. 
woj. 576. gdaÄ übereinmmmenber a«eH>obe ^atte »rei^ftg ftelief« couflruiren 
geteört: »erfu* einer @rlittterung ber 9lelicf«*«PerH)ectii)e, aKagbeburg 1798. SScrgT. 
«naer ©runert %x^\^ 4 p. 285. 3)ie (SoßinearitSt »on fÄanmflguren ifl ni&(l 
SKöbtn« befonber« öon SRagnue anat^tif<3^ bel^anbett t^crben (?lnötVt«"geont. Vluf* 
gaben II p. 72 ff.). 

»alfecv II. 4. «ufl. ^3 



gUnftci ^üä). ©tcrumtltie. 

bie giguten' äbCD . . unb A'B'Ciy . . einer ftwget einge» 
ib f)etfpecHDtf<$ ftnb, fo ijaita fte eine (SoflineationSeBene, 
beS ISoUineatiDnecentrum S in SSejug auf bie Sugel. !Oenn 

{Ritumfigumt ent^attenen ^tQxfisui^^ii \^^^ ftieifen einse: 
tb i^te (hüiatatiort&ajctn finb normal ju bem naä) S geric^> 
8 bet Kugef. Sffiirb ba« ßentrwm ber SugeE bur^ M, ba« 
le« Äreife», beffen ebene ben ¥unct S ent&äü, butc^ A', bie 
iene ge^Ötenbe (SoUineationea^e iuxäf p bejei^net, fo tft p 
NS unb ju ifMf mithin normal ju JfS. 
bie Siguren -ißCZ) . . unb A'B'CD' . . je einem Steife ein- 
unb fo i3erf})ectt»if(!^ ftnb, bafe bie ©eroben AA', B&,.. 
e^nlii$lettö))unct ber greife jufanttnentreffen, o^ne ba$ bie 
S unb A'B' .. (jaroflet finb, fo §at>eu bie Sip^n eine 
äaje, auf ber bie ®eroben AB unb A'B', AB' anb A'B . . 
n. S>ie ^uncte ber ScUiueationdaje ^aben gtei<$e ^otenjen 
if bie Steife, ^lanim. |. 14, 6. 
bie iSiguren ABCD . . unb A'B'CD' . . je einer Äuget einge» 
b fo perfpettibifc^ finb, bog bie ©etaben AA', BB', . . in 
:i(^teite):unct ber kugeln {nfammentteffen, o^ne bog bie ®e< 
;nb A'B' . . paraflet finb, fo ^oten tie glgureu eine (£ot= 
ne. 3eber ^unct ber SoHineation^ebene ^at in JBejug auf 
jleid^e ^otenjen. 

on .3 ^lanflguren /, /', /" loerbe uorauSgefe^t, bog je 
inineattonSofe ^a&en unb )]erfpecfiDif(^ finb (8). $Senn bie 
»nSafen einen $unct gemein ^aben, fo liegen bie 3 (SoQi» 
te auf einet ©eraben, unb umgele^tt.') 
e. 3<^t '""n ^^^4 b^n gemeluf[$aft(tc^en ^unct ber 
Sajen bie ©etabe AB bet gigur /, unb bie entfpte^enben 
3', A"B" ber giguren /', f", fo finb bie SJreiede AA'A" 
perfpectibifd^ (7), folglid^ f^neiben fic^ bie ©eraben AA' 
i S), A'A" unb B'B" (in S'), A"A unb B"B (in S") auf 
cn. 

;Iung. 9Senn son 3 ißaumflguteu je jroei eine (SoQinea» 
oben, fo liegen bie SoUineationepuncte auf einet ©eraben. 
oQtneaiioneel&euen ^aben einen $unct gemein. 

Jenu jtoel giguten einer brüten gigur ä^n(i($ unb mit il^r 
finb, fo ftnb fie fertft ä^nlic^ unb perfpertib^c^; bie Sielen« 

in« anoIVL-geotn. Sufgaten I p. 51. SUergJ. ©ttlitir i&ctüe 3. 1 
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tid^IelWj)uncte (iegen auf einer ©eraben.*) Denn blo. entfjjred^enben 
©craben j. 33. AB, A*B\ A*^B** ftnb })araüct unb l^aben einen unenb* 
tid^ fernen ^nnct gemein, fotgtid^ u* f. tt). (13). 

3nöbefonbere lonnen jn)ei Äreife auf einer @benc ober auf t)ar* 
aüeten (Sbenen, fo toie jtt)ei Äugeln auf xipei Strtcn aW äl^nlid^ unb 
perf^ectiöifd^ Betrad^tet ttjerben (^lanim. §. 12, 7). ÜDal^er lönnen 3 
greife auf einer ßbene ober auf })araÜelen (Sbenen, ober 3 fiugetn auf 
4 2lrten 3 ^aarc t)on äl^nlid^en unb })erf|)ectibifd^en giß"^^^ bitben; 

bon ben 5le]^nlid;leit«|)uncten /S^i2f ^13/ ^^23/ ^12; ^13/ ^23 W^Ö^" 4mal 
3 auf ie einer ©eraben.**) S3ier tugetn fönnen auf 8 9lrten 6 ^aare 

bon äl^nlid^en unb ijerfpectiüifei^en gtfluren Bilben; bon ben Slel^ntid^^ 

feit«})uncten S^^, . ., S^^,^ T^^, . ,, 2^34 liegen 8mal 6 auf je einer 

Sbene. 

!Drei Äreife einer Sbene fönnen aud^ 3 ^aarc bcn t)erfj)ectibifd^en 

unb nid^t a^ntid^en giguren bifben, bereu Soßineation^^juncte mit ben 

9le]^nlid^feit6})uncten jufammenfaöen (12). SBeif bie Soßineation^^juncte 

auf einer ©eraben liegen, fo gel^n bie ßoöineation^ajeu burd^ einen 

¥unct, ber in ©ejug auf bie 3 ^eife gteid^e ^otenjen l^at. ^tanim. 

§. 14, 7. 

• 

15* 3ö>ei f})]^ärifd^e giguren einer Äuget, toeld^e ^)erf}3ectii)ifd^ 
liegen, ftnb ifogonal b. 1^. bie entfpred^enben 233tnlet finb gteid^.***) 

SBcioci«. AB, AC ftnb Surben einer Äuget, A'B\ A'a i^re (Sen* 
tratt)rojiectionen auö S auf biefetbe Äuget; bie 
iSbenen, loeld^e bie Oerabe SA gemein l^aben 
itnb bie Suri^en AB, AC berühren, fd^neiben bie 
Äuget in ben Äreifen DAA'D\ EAA'E*. SDie 
Äreife DAA*D\ EAA'E* berühren in A bie Sur^ 
Den AB, AC, in A* bie Surbcn A*B', A'C, njeil 
bie Sbenen SAD, SAE, auf loetd^en bie Äreife 
liegen, bie projicirenben Äeget berül^ren, auf be* 
neu bie Surfen AB, A*B* unb AC, A*C* liegen 
(§. 3, 2). SDal^er finb bie t)on ben Eurben AB, 
AC unb bon ben Surben A*B\ A*C* gebitbeten SBinlet ber SRei^e nad^ 
nid^t berfd^ieben bon bcn Sinfetn ber Ärei^bogen AD, AE unb A^D*, 




*) aÄagttujJ I p. 57, II p. 97. 

*♦) ajlpnge na* ^oncclcf« SlngaBe (propr. proj. 269), 25'9ltem]6ert m^ 
gu6' SWitt^eilitng (Nov. Act, Petrop. XIV p. 139). SDic oMgcn «eiic^ungcn finb 
^pn Suß a. a. D. umfaffenb Uixaö^tti töorben. 

***) 5BcrgI. ^lantm. §. 14, 13 ff. miquti Stoui). 3. XI p. 72. 3)a8 einfädle 
^rinci^ bc« SBctoeifeö ifl guerfl toon 3)anbctin Bei ber ^l^eorie ber fiereogra^lj^ifd^en 
^rojection angemenbet »orbcn. Sßcrgl. ©erg. Sinn. 16 p. 322. 

13* 
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A'E. S)tefe le^iern 5H}inte( finb einanbei: gleid^, meil 

a^teiede, met^e ^ unb -4' mit ben (pprifc^eu Zentren 

ben, gleich itnb ö^nlic^ (inb; a(fo ftnb au^ bie erftern SBtntel einan- 

bet gleii$. 

16. 3u>et f4)^ätif(^e i^igurm einet Sugel, loefd^e (leifpectivifc^ 
liegen, finb l^oincci^clif«^ (fteieDertoaniit), b. % Biet Runden bei 
einen giflut, bie auf einem fttet« liegen, entf^Jteii^en oiei ^nnde bei 
anbetn i^gut, bie ebenfalle auf einem ^ei« liegen. £iet |)au))ttrei0, 
be[fen Sbene beii SoUineationSpunct unb baS fti^attf^e gentium beS 
eilten ^etfeö enthält, ge^t au^ butc^ ba« f))^ätl(d(ie (gentium bee an« 
bern ftteife». 

Setoei«. SJie Sugel »itb Bon ben ffibenen SAB, SBC, SCD, 
SDA in ben Steifen ABB'Ä', BCGB', CDD-C, DAA'D' gefc^nitten, 
fo bag bie oon Äreiöbogen gebtlbeten SSiereie ABCD, A'B'Ciy bei 
Steige nac^ gleich Sßinlel ^aben (15> üffienn nnn D auf bem SieiS 
ABC {\i%i, fo ift bte ©umme »on ittei niil^t fotgenben SBinfeln be« 
Ißietedd ABCD bei Summe bei betben anbern Sinlel gleich (§. 4, 14. 
aSetgt. $lonim. §. 4, 4). 3)iefetee ©tei^ung ftnbet iWifi^en ben SBtn« 
(ein be« Söieterfö A'B'CD' ftott, alfo liegt ly auf bem fttei« A'B'C 
Oft AB bei fpl&ärifc^e S)fttmeter be« »reife« ABC, auf beffen ebene S 
liegt, fo ift A'B' ein fp^ärift^et I)iometer be« Steife« A'B'C, toeit bet 
BOR A'B' mit bem Srei? A'B'C gebilbete iSSinfel bem »on AS mit 
bem Ätei« ABC gebilbeten SBintel gleld^, alfo te^t ift. 

17. @in ^üfd^el bon Sugeln, bte einen Stei« gentein ^aben, 
Kitb Von einem Segel, auf loeld^em bet gemeinft^aftlic^ Stei« liegt, in 
Steifen gefc^nitten , loel^e potallel finb unb pereograp^ifd^e ^rojectto', 
neu be« gemdnfcdaftlic^en Steife« au« bem gentium be« Segel«.*) 

Beioei«. ©ie fingeln ^aben mit bem Segel, beffen Sentium 8 
ift, ben Stei« ABC gemein unb meiben Don 
bem Segel in ben fp^äiifi^en giguien .ä'ß'C, 
--■A"B"C", . . gefti&nitten, bie mit ABC ifcgo* 
nal unb ^omoctjdifc^, alfo Steife finb. äluf 
bet Sbene ABS liegen bie Äteife ABB'Ä', 
ABB"A", . ., ABS unb bie Tangente be« 
le^tcin Ar; bie Sßinfel 2A^'S', 2AA"B",.., 
7AST finb glcid^ (qjlanim. §. 4, 3), alfo bie 
Oetaben A'B', A"B", . .,ST potaM; u. f. W. 
golgti^ fmb bie Ebenen A'B'C, A"B"G", .. 

•) SJetgl. b(ii auffol} fats »ttf. ffreffe 3. 6* p. I6ö. 3m SKadneliicn Jatoi 
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mit ber gknc paxaM, \s>ti^t bic Äugcl ABCS in S BerüH b- ^* ^»ie 
Ärcifc ^'J5'C', Ä"B*'C\ . . finb ftercogrQ}3^ifd{>e ^roicctionen bc« Ärei* 
fc$ ^J5C m^ S (6). 

Ärcifc tt>ic ABC unb ^'jB'C finb fogenanntc SaScd^felfd^nittc 
bc« Scgcr« (5). ©ci bem SRotatipn^Icgel finb bicfclBcn Jjaxaücl. 

18. SBcnn jtoci iiid^t paxaMt Steife auf einem Segel (j)crf}>ertt== 
öifd^) liegen, fo liegen fic auf einer Sugcl. 

Setoei«. ^alm bic Steife jtoei^uncte gemein, fo liegen fie auf 
einet Sugel (§. 3, 9). §abcn bic Steife leinen 
tealcn ^unct gemein, g. SB. ABC unb A'B^a, fo 
gie^e man bic Seltne PQ be« Steife« ABC pax^ 
altel mit bet ßbene A*B*C\ unb lege butd^ PQ 
ben Segelfd^nitt ^"J?"0" pataltel mit A*B*0, bet 
txn Stei« ift tote A*B*a. Sic Steife ABC unb 
A**B*'C" liegen auf einet Sugel, toeil fie bic 
$uncte P unb Q gemein l^aben. ÜDct gegebene 
Segel eutl^ält ben Stei« ABC unb fd^nelbet jum 
iloeitenmal bic Sugel ABCA'' in bem Stei« 
4"^"0", bic Sugel ABCA* in einem Stel«, toct . 
d^et mit bem Steife A"B**a' t)ataüel ift (17) 
unb bcdl^alb mit bem Steig A^B'O jufammcnfäöt. 

19. SÖcnn jmei Steife auf einet Sugel liegen, fo finb ftc auf 2 
Sitten t)etfpectiblf^. Sl^te eollineation«t)uncte liegen foioo^l auf bet 
Stene be^ §auptfteife«, toeld^et butd^ bic fjjl^äti** 
fd^en ßentten bet Steife gel^t, alö aud^ auf bet 
©etaben, ttjctd^c bic Sentten bet Segel bctbinbet, 
üon benen bie Sugel läng« bet beiben Steife be«« 
tül^tt ttjitb. 

© e tt) c i 6. !J)et ^aut)tfteiö, toeldbet butd^ bie 
f}>]^ätifd^en Sentten bet Steife gci^t, fd^neibet ben 
einen Steiö k xa A unb B, ben anbetn h' in A* 
unb J5'; bic ©etaben AA* unb BB' fd&neiben fid^ 
in Ä ÜDet Segel, meldtet ben Steiö fc au« ß auf 
bie Sugel })toiicitt, fd^neibet biefelbc in einem 
Stei«, füt ben bet 5)au|)t!teiöbogen A*B* ein f})]^ä* 
tifdjiet Diametet ift (16), unb mit bem atfo bet 





2 g(S(!^en 2ter Orbnuua eine unebene Stnie 4ter Orbnung gemein, bie in befonbetn 
gäUen 0U8 2 ()[>laneu) Linien 2ter Orbnung, in bem borliegenben gaß au8 2 Greifen 
befle^^t. ©ei-gl. (£fia«le« Corresp. sur TEcole polyt. 3 p. 13 unb ^oncelet 
propr. proj. 600. 
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Ärciö fc' jufammenfättt. ©urd^ flegcnfeitige SSertaufd^uitg öon A* unb 
5' finbct man ben jtDetten 6ottineatton«^)unct T ber gegebenen Greife. 

S)i^ ©craben, iDeld^e ben §an)3tlret§ an ben Snben ber ©eignen 
Ä'B* unb AB berühren, fd^neiben fid^ in P' unb P, ben Sentren ber 
^egel, toeld^e bie ^ugel läng« ber Greife fc' unb k berül^ren (§. 3, 6). 
Biel)t man P'E unb P'F paxaM mit PA unb PB, fo ift P'^ == P'-4', 
P'P = P^B\ alfo P'£ = P'P. !Ca]^er finb bie SDreiede P'EF unb 
P^5 ä^ntid^ unb ))erf^3ectii)ifd^, b. 1^. bie ©erabe Pr gel^t burd^ Ä 

!Die ©erabe ST ift bie polare beö ^Juncte«, toetd^en bie ©eraben 
A'B' unb ^i? gemein l^aben, in Sejug auf ben Ärei« ^PJ5'^' (12). 

2lnmerfung. ÜDrei Greife einer ßugel Ißnnen auf 4 Slrten al« 
3 $aare bon ^)erf}3ectiDifd^en giguren betrad^tet ttjerben. 3)ic Soüinea* 

tion«^)uncte /S'i 2 , ^13, S^^, ^nt ^13^ ^23 t*^9^^ <^"f ^^"^^ Sbene, näm* 
lid^ 4mal 3 auf je einer ©eraben, toeit bie Soßineation^ajen einen 
?ßunct gemein l^aben, ben gemeinfd^afttid^en '»ßunct ber Srei^ebenen (13 
unb 14). 

$Die Streife einer ^ugel, bereu Sbenen eine ©erabe ge;nein l^aben, 
bitben einen fjjl^ärifd^en ©iifd^et. ©ie fj^l^ärifd^en ßentren il^rer Crtl^o^ 
gonallreife liegen auf bem ^au^tfreife beö öüfd^efö.*) 9lu« einem t)on 
ber Äugel auSgefd^toffenen ?ßunct P ber gemeinfd^afttid^en Oeraben g 
gel^n gteid^e gerabe S^angenten an bie Greife beö SSüfd^efö, »eit bie 
greife auf einer Äuget fiegen; bie ^rojection be« ^JJuncte« P auf bie 
Sugel au« bem Sentrum berfelben ift ba« fpl^ärifd^e Sentrum eine« be* 
ftimmten greife«, ber bie Greife be« S3ü[d^el« normal fd^neibet. 

20* ßine fpl)ärifd^e gigur unb eine ftereograpl^ifd^e ^rojection 

berfetben finb ifogonal unb l^amoc^clifd^. 
!I)te ©erabe ^ toetd^e ba« Zentrum be« 
Segel« ^^rojicirt, ber bie Sugel läng« 
eine« S!reife« berül^rt, gel^t burd^ ba« 
Sentrum ber fterecgraj)]^ifd^en ^ojec* 
tion be« greife«.**) 

IBenjei«. S^^M^^ärifc^e (Surfen 
Au unb Av merben an^ bem $unct S 
ber Äuget burd^ geget auf eine @benc 
proiicirt, bie mit ber S^angentenebenc 
ber Suget, toetd^e burd^ S gel^t, '^axoXitX 




*) 25ergl. ©teincr üt (SrcHc 3. 1 p. 182. äWtquel a. a. O. p. 73. 
**) SSei'ßl. ^lanim. §. 14, 14. 3)a8 (S^ntrum ber ftereogra^)]E>if4cn ^rojection 
eine« ÄreifeS ifi in bet angegebenen SBeife toon S^iaöle« 1817 beftimmt morbcn 
(Ap. bist. p. 216 b. llcbet|.). S)ie einfa^e Söegrünbung biefer Sl^eoric rül^rt, wie 
ükn'(15)^bemerft, toon 2)anbelin l^er. 
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tft unb j. 33. btc Äugd in R, bem ©egcnpunct ton S, Bcrül^rt. ÜDie 
Sbenen, mdd^c bic t)rojicircnben ScgcI in ^^ terfil^ten, entl^altcn flcrabe 
Tangenten fott)oi^I bcr ft)l)ärif(i&en ßurbcn Äu unb -4t?, aU an^ il^rer 
^roiccttoncn -4'u' unb ^'v', fic fd^neiben bie Sugef in ben greifen SAB 
unb Ä4C', bic auf JEangcntcncfcenen bcx jjtoiicirenbcn SegeC (iegcn unb 
tt^ffülb bie f|)prif(j^ett Surben in A Bcrüi^ren; fie [d^neiben bie iEan«* 
gentenefcene ber ^ugel, :mit ber bie ^ßrojection^ebene paxdUti i% in ben 
©eraben Su'* m'^ Sv*% toeld^ bie ftreife SAB unb SAC berül^ren, unb 
mit ben ©eraben A*u' unb A*v* t)araßel finb. Der SBinlet ber fj)]^ä^ 
rifd^en Surben ober ber fie berül^renben greife ift bem in S bon ben^ 
felben Reifen gebilbeten SBinlel gteid^ (15), fülglid[y ift er aud^ bem bon 
ben Slangcnten Su** unb Sv** ober bon ben SCangenten A*u' unb ^V 
gebilbeten SBinlef, b» i* feiner ftereograjjl^ifd^tn 5|3roiection gteid^. 

2)?att bejeid^ne nun burd^ O ba^ Sentrum be« Segefö, toetd^er bie 
Äuget in bem Sreife DEF berührt, burd^ H bie ^rojection bon G auf 
bie^Äugel au« bemannet S, burd^ D*, E*, F*, jET' bic ftercogra^^l^ifd^en 
f rojectioncn üon D, E, F, H. $Die «reife SED, SEE, SHF \äfmu 
ben ben ®rei« DEF normal, toeit il^re JEangenten DG, EG, FG ben 
^ei« DEF normal fd^neiben. 8fIfo fd^neiben bie ©eraben H'D', H'E\ 
H*F* ate bic ftereograt)^ifd^en ^rojectionen ber Sreife SED, SEE, 
SEF bic ftereogra})^ifd&e ^rojection D*E'F be« greife« DEF gleid^. 
faß« normal ^ierau« erlennt man, bai bie Surbe D^EF* ein ^ei« 
unb E' beffen Scutrum ift. 2(ud^ lann man ü)ie oben (19) betoeifen, 
bag ü'i)' : JBT'E' = GD : (?^, u. f. ü). 

8lnmerfung. 3)ic ftereograj)^ifd^e ^rojcction eine« f})1^8rifd^en 
Süfd^elö »on greifen (19, Slnm.) ift ein ^Xaut fflüfd^cl bon «reifen. 

2L Sine fpl^ärifd^e ^xpx unb bie unäl^nftd^e ?ßrojiection berfclben 
auf eine anbere «uget auö einem 9le^nlid^leit«t)unct ber beiben Äugetn 
finb ifogonat unb l^omoc^clifdff. !Die Sentren bon «egeln, toetd&e bie 
fiugetn in entfjjred^enben «reifen bcrül^ren, liegen mit bem ^rojection«* 
centrum auf einer ©eraben.*) 

Sctoci«. 3ft/ eine gigur ber erften Äuget, /' bie unäl^ntid^e, 
/" bie öl^ntid^e ^rojection ber ft)]^ärifd^en gigur / auf bie jtoeite «uget 
aM einem 2le]^nlld^feit«j>unct ber beiben «ugeln, fo finb /' unb /" ifo^ 
gonat unb l^omoc^ctifd^ C15 unb 16), /" unb / be^gteid^en, toeit fie 
äl^ntid^ finb, atfo finb aud^ /' unb / ifogonat unb l^omoc^cfifd^. ©inb 
P, P*, P" bie Sentren ber «eget, toetd^c bie «ugeln in einem «rei« 
bon / unb in ben entf^jred^enben «reifen bon /' unb /" berili^ren , fo 



*) aWiquel a. a. D. p. 72. 
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tieflt P" auf bcr (Scrabcn, toctd^c P" ^Jtojlcirt (19), unb P" auf bcr 
©erabcn, »cld^e P })rojiclrt, iDcgen bcr Slcl^nlid^Ieit bon /' unb /, atfo 
liegt P' auf ber ©crabcn, tpcld^c P jjtoitcirt. 

öejcid^nct man bie Scntren bev Sugclu burd^ iW unb M\ iffxt 
8tabicn burd^ r unb r', ben äußern Slel^nttd^feit^^unct burd^ S, fo l^at 
man SM : r = 8M^ ; r'. SBcnn nun ba^ Sentrum ber jtoeiten Äuget 
M' in unenbltd^e gerne enttoetc^t, fo toirb SM : r = i, bte Äuget gel^t 
in eine SM normal fd^neibenbe ®ene über unb bie ^rojectlon toirb 
eine ftereogratJJ^ifd^e- 

§* 6. Jlctraeber unb ^arattele))i))eb. 

L Sine au« jjtanen ^ot^goncn beftel^cnbe gefd^toffene glad^c l^eigt 
ein ^JJot^ebcr, mit äiädfid^t auf ben eingefd^Ioffenen 9iaum ein (geo^* 
metrifd^cr) Äör|)er. SDie berbunbenen 5ßol^gone l^eißen feine gtäd^cn 
Ci8qai^ faces). 3ebe ©eite eine« ^ot^gon« faßt mit einer ©eitc eine« 
angrenjenben ^ot^gon« xufammen unb toirb eine Äante (§. 2, 5) bc« 
$ot^eber« genannt. 3ebe Äante be« ^ot^ebcr« ift bie Äante eine« 
gtäc^cnmintet« be« ^ol^eber«. 3ebcr SBinfet eine« $oI^gon« l^at mit je 
einem S33infel bon jtoei ober mel^r anbem ^ol^gonen ben ©d^eitel gc= 
mein; biefe SBiufel bitben eine brei* ober mel^rfeitige Sdte, toeld^c eine 
erfe (§. 5, 1) be« ^ot^eber« l^eißt. !Dabci toirb borau«gefefet, ba§ ie 
Xtt)ei Sdt^juncte be« ^ot^eber«, bie nid^t eine fiante begrenjen, burd^ 
eine au« Sauten gufammengefe|te Stnie Derbunben »erben fönnen, unb 
bag man au« einer gtäd^e, inbem man burd& Uebcrfd^reitung einer 
Äante in eine angrenjenbe gläd^e übergel^t, nad^ unb nad^ in iebe gtäc^e 
ju gelangen bermag. ^\xx ©eftimmung eine« ^JJotijeber« gel&Srt bie 2ln^ 
gäbe ber 3<^^t ^^^ 9lrt fotool^I feiner gtäd^cn al« feiner Sdten. 

ÜDie ebenen, toetd^e man burd^ ba« Sentrum einer Äuget, bereu 
Ülabiu« eine Söngeneinl^elt ift, t)araöet mit ben gläd^en eine« ^ot^eber« 
legt, fd^neiben bie Äuget in einem Softem bon §auj)tfreifen, »etd^e« 
bie SBinlet ber Äanten burd^ bie fp^rifd^en mftänbe \>ti ©urd^fd&nitt«^ 
^uncte bon §aut)tlreif en , bie gtäd^enioinfet be« ^ot^eber« burd^ bie 
SBinfet i)on §)auj)tlreifen, bie Srfen burd& il^re Äugetfd^nitte jur 5ln^ 
fd^auung bringt (§. 5, 2), 

% @in Äi5r^3cr, ber bon einer Sdfe burc^ eine ßbene abgefd^nitten 
tüirb, ]^ei|t eine ^^ramibe, unb jtoar n feit ig, toenn fie ein 2:i^cit 
einer nfeitigen Sdfe ift. 2)ie Dberfläd^e biefer ^^^ramibe beftel^^t au« 
einem ndd unb n SDreiedten; bon il)ren ^dtn ift eine wfeitig, bie übri* 
gen n finb breifeitig; bie nfeitige ^^ramibe l^at 2n Äanten. ©tue mel^r«» 
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feitiflc ^i^ramibe lann fototc jicbe^ ^ot^ebcr burd^ 35iagonat©reie(fc in 
breifeltige $ß^ramibcn jcttcgt »erben. Sin (burd^ eine Sbene Bcgrenxter) 
Äeget lann ate unenbtid^feitige ^V^amibe Utcadftzt »erben. 

ÜDie gtDifd^en JfaxaUtkn gbenen entl^aftene ©d^id^t eine« ^riöma 
(im »eitern ©inne) l^eißt ein ?ßri«nia (im engern ©inne), nnb x»ar 
nfeitig, »enn ed ein JEl^eif eine« nfeitlgen ^riöma ift (§. 5, 4). Die 
Dberfläd^e beffelbcn fceftel^t auß 2 congrnenten ndäm unb n ^axaMo^ 
grammen; feine 2n (Sden ergangen 'fid^ |)aar»eife gu einem gläd^entoin^ 
fet; öon feinen 3n Tanten finb 2n j)aarn)eife gleid^. unb paxaM, bie 
übrigen n finb fämmtlid^ gteid^ unb paxaM. (Sin mei^rfeitiged $ridma 
lann burd^ !DiagonaI*^araBeIogramme in breifeitige ^riömcn jerlegt 
»erben. Sine ©d^id^t eined g^Iinber^ lann atö unenbtid^feitiged ^ri^ma 
Utxa6)kt »erben. $ri6ma unb S^tinber l^eigen gerabe, »enn fie 
burd^ Slormalfd^nitte begrenjt finb. 

3^ SSier Sbenen, »etd^e nid^t aöe einen $unct gemein l^aben, tl^ei^ 
len ben SRaum in 15 dicinmt] bcnn bon ben 8 Sdfen, bie burd^ 3 ber 
gegebenen Sbenen gebitbet »erben, \ i . 

»irb nur eine t)on ber bierten Sbenc ^jm 

nidbt getl^eitt. @iner biefer 15 JRäume , / /\ 

ABCD ift bottftanbig begrenjt unb Z/...i..\B" 

l^eigt ein Sietraeber; er fann auf y^j j^^ 

4 arten ate eine breifeitige ^^ramibe /^^.^^^a^ 

betrad{|tet »erben, bon feinen Äanten X.^^^"^^^ \\ 

liegen 3mal 2 nid^t auf einer @bene:^i bK;^ 

unb l^eifeen gegenüberliegenb*), 

AB unb CD, BC unb AD, CA unb BD. SBier anbcrc 9ifiumc {A\ 
(B), (C), (D) finb 3feitige ßden, unb g»ar bie ©egenerfen ber (Sdten 
beö SEetraeber«. SBier anbere {Räume (ABC), (BCD), (CAD), {ABD) 
liegen aufen an ben gtäd^en be« SCetraeber« unb »erben bon bem 
SEetraeber iu ben (ädfen beffetben ergänat. ÜDie 6 übrigen SRäume {AB) 
unb {CD\ {BC) unb {AD), {CA) unb {BD) liegen außen an ben ^aiu 
ten be« letraeberö. 

eine ebene, bie mit i»ei gegenüberliegenben Äanten AB, CD be« 
letraeber« jjarattet ift, fd^neibet ba« SEetraeber in einem ^araöetogramm 
A'B'B'*A'\ ®enn A'B' unb A*'B*' finb mit AB paxaM, A'A" unb 
B*B*' ftnb mit CD })arallel. SSergl. §. 5, 7. änm. 

!Die SSJinlel ber Äanten eine« SEetraeber«, bie gtäd&en»inlct unb 
bie Sdfen ftel^n in bemfelben Bufammenl^ang unter einanber, ate bie 



*) SWougc Corresp. sur Tee. polj't. I p. 440. 
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iSettnt, SBtnltl, gfä^en einer Bon 4 ^aufjtfteifen geBitbeti 
giflur (1). 

4. S)ie ffitenen, welt^e je eine fiante beS Setroeb 
iWitte bet geflenfiberlieaenben Äantc entgolten ; bie ®etabe 
aWitten bei geflenübetliegeuben Äaiiteii »erbinbeu; bie ®e' 
bie €))i^en beS XetiaebetS mit ben ©d^tcenjuncteii ber ge( 
ben )$lä(^n »erbinben, — ge^n burt^ einem ^unct, ben @( 

D be« letraebet«.*) ©tnb i 

äßitten üen ^0 unb BD, 
bie aWitten Bon SC unb 
G' bie aRitten ocn AB unb 
EFE-P, FOrG', GEG'E 
^fltttüelogrommE, bie 3Ril 
bee Jetraebetö. Siergt. 5 
3. 2)ie ©benen ACE' unb 
ben fic^ in bet ©etaben ££*, u. f. K. Hiie gemeinfc^aftl 
bet ©tterfen ££*, /"/", (?<?' liegt auf iebet oon ben Sl 
CDG, . . . ©ie ©etabeu DS, S5' fc^nelben bie SJteiecEe 
in i^ren ©c^toerpuncten H, J, weit AF' unb BE aUiltellin 
eJ« ABC |inb, n. f. ». C^lanim, §. 8, 4). 

3)abei ift Ä7 jjötaM mit £0, unb HJ-.BD = 
£fi : ES = SJ : ED = 1 : 3 ; alfp ÄÄ ; SD = 1 : 
©(^Ujetpunct be8 SIetraebetS t^eilt bie ©etaben, Bielt^e bie 
Jettaeberfl mit ben ©t^nterjmnden ber gegenübertiegenben 
binben, na^ bem äjer^ältnig 3. 2>ie Sc^meipuncte ber \ 
Xettaebere finb bie @cfen eines ä^nlii^en Süetraebete, meti 
erftetn t)etfi)ecti»i((§ liegt. SBetgt. unten i\l) unb ^tonim 

5. 9Benn jtoei letraeber eine ©Äe unb bie anliegt 
bet 9?ci^e uqi^ flleid^ unb ä^nlid^ ^oben, (o finb fte gteii^ 
b. ^. bie glasen, Äanten, Sinlet, @den beö einen finb bei 
ben ©tüden bed anbein bet Steige nac^ gleii^ unb ä^nli 
ÜQoIume finb glei^. Sie betben S^ettaeber finb aber ni 
gruent, wenn ein ^aat g(eii$e unb ä^nti^e Sden congnie 
bem entflegengefeglen Satte Wirb bie ©leid^^eit ber SSolum' 
(egung bet incongruentcn S^etraebec in congruente Ütetrnebi 



') Sotnnianbinue de centro gravitatis 1565. prop. 17. 22 
iiitbee' Slli^nn Witt bte f^rctmnienben Sixftx fic^t man, icie ( 
jetbft aiiai(£t, bag älr^iinebea bU Sc^werijuucl« au^ von jufai 
Sitrtein benimmt ^L 

'•) Sielen SBetoei« ^ot Eeflenbre iGeoro, Note 7, 2te «ugfl.) 
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g« feien M unb M' bie (Zentren ber SSugetn ABCD unb A'B'Ö^D' 
(§. 3, 9), ^ unb iV' bie Zentren ber Äreife ABC unb A*B*€\ fo fönnen 
bie gteid^en unb a^nlid^en Setraeber ABCD unb A*B'C*D* in Je 4mat 
3 Xetraeber, ABNMf BCNM, CANM, . . unb A*B*N*M\ . . jerlegt 
werben, bie ber SReil^e mäf congrnent finb, totil bie ©den N unb iV', . . 
congruent finb* 

6. S)er diaum, toetd^en 3 jtoifd^en <)araüe{en ©ßenen entl^altene 
©d^id^ten gemein l^aten, l^eigt ein ^aratlelejjipcb (TtaQaXXrik-Biti- 
mSov). !5)iefeö ^ot^eber !ann auf 3 Slrten aU ein bierfeitigeö $ri8ma 
betrad^tct toerben; e^ ijat 6 Stächen, toefd^e ^araöetogramme finb, bar* 
unter 3mat 2 congruente unb ^araüele; ed ffat 8 breifeitige ©den, toeld^e 
in bemfetben äufammenl^attg fielen, alö bie i)on 3 Sbenen um einen 
$unct gebtlbeten (Sden (§. 5, 3); ed l^at 12 Tanten, barunter 3mal 4 
gleid^e unb paraßele. 

SBenn eine Sde brei redete SBtnlel l^at, fo finb atte Scfen con^ 
gruent unb baö ^aratlelejjijjeb ift rectangutär; benn eine Sde brei 
gteid^e Tanten l^at, fo finb alle Tanten gteid^, ynb baö ^aratfefepipeb 
ift r^ombifd^*); ttjenn beibe SSebingungen jugleid^ erfüllt finb, fo 
l^eißt ba« $araßete))i})eb ein SBürfet {y^vßog, cubus) unb ift toegen 
ber Songruenj feiner @dfen unb gtad^en (Qnabrate) ein regutäreö 
^e^aeber. 

gg giebt im 5)JaraüeIej3ipeb 3mal 2 5DiagonaI=^^ßaraüetogramme, 
ABA'B' unb CDaD\ . . unb 4 ©iago* 
naien, AA',BB\ CO, DD', bie im Sen* 
trum b^^ 5ßarane(ej)ij)ebö fid^ 
fd^neiben. Denn AA* toirb Don BB* 
^albirt im Parallelogramm ABA'B\ v] 
be^gleid^en bon CC unb DD'. 3ebe 
(äbene EFE*F*, toetd^e burd^ baö gen»* 
trum S beö 5ßarat(ele<)i^)eb« gcl^t, tl^eift ^ 
ba« ^arattetepijjeb in xmei gtcid^e unb 
öl^ntid^e, aber incongruente ^oU;eber. 
!Denn bie 5£:etracber ßEFA unb ßE'FA* 
finb g(eid& unb ä^nlid^, aber incongruent 
toie bie am Sentrum liegenben Scfen (5), u. f. to. 




OucIIc niitgetlficirt, xoxt bcn «ctoctö ber (^Uxöfytxt \\i^MWx ©cgcnbrctedtc. SJergl. 
§. 4, 4. 

*) SBenn feine glasen congruente ^t^omben fmb, fo l^eißt ba« ^arallele})i^eb 
ein iR^omboeber. Scrgt. unten §. 7, 5. 
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7. S^ gkU im ^axaMtpipti 4mat 2 paxaMt unb congrucntc 
!3Dlagonat*2)retccfe, toeld^e öon ben gegenfibetticgcnben Sden gleid^c un& 
äl^ntid^c aber incongrucntc 2;etroebcr obfd^ncibcn. 3^^^ parallele unb 
conflruentc SiiagonatSJreiede »erben bon einer SDiagonale in tl^en 
®(i^tt)er})nncten gefd^nitten unb tl^etlen bte ÜDtagonatc in 3 gtetdjfe 2;i^ei(e, 
i. ©. AA' unb eine aWittellinie beö JDreietf« BC'D tl^eilen M «ad& 
bem SSer^äCtniß 1 : 2 ($(anint. §. 8, 2). 

Die nid^t paxaUtUn 5Diagona^2)reie(fe be« ^araße(e})ij)eb« begrett* 
jen jtt)ci Xetraeber, JBZ).4'<7' unb B'D'AC, bte bem $araariej)i})eb fo 

eingefd^rieben fiitb, bag jie jtoei gegenäberttegenbe 

Äanten berfetben auf paxaUtkn gtäd&en be^ ^ar* 

anelej)it)eb« Hegen.*) 5Diefe 2;etraebcr ftnb ptx^ 

fpecttbifd^, gleld^ unb äl^ntic* (ntd^t congruent), 

toeil bie ©trcden BB\ DD*, A*A, ao baö 6en* 

trum be« $araae(e))ipeb« jur gemeinfd^aftlid^en 

aKitte l^aben (5). 3l&rc @d^toerj)uncte finb im 

Sentrum bc« ^arattet^ipebö vereint; benn bte 

^Diagonale AA* gei^t burdj^ ben @d^ti>er})unct ber 

gtäd^e BDO, u. f. ö). (4). 

5lnmerlung. 3>rei ®erabe AB, CA*, B*a, Don benen je jtt)et 

ni(^t auf einer (Sbene liegen, befttmmen 3 ©d&id^ten, mitl^in ein $arat 

b' ^y Iele}>t<)eb, »on »etd&cm AB, CA*, B*0 

nid^t folgenbc Äanten finb. 3ebe ber 
,j,' Tanten A'B*, CA, BC, toetd^e mit je* 
nen ber SRei^e nad& paxaUtl finb, l^at 
mit ben ©eraben AB, CA*, B'C* je 
einen $unct gemein, j. 85. A*B* l^at 
mit AB ben unenbttd^ fernen ^unct 
berfetben, mit CA* ben ^unct A*, mit 
B'C* ben 5ßunct B* gemein, u. f. ». 
m\o liegen bte ®eraben ^'B', C*A, BC auf bem burd^ bie ©eraben 
AB, CA*, B*C* beftimmten gerablinigen $^t>erbo(otb (§. 1, 8), toeld&e« 
mit bem 5ßaraöelet)t})eb concentrifd^ ift.**) 

8* Die ebenen, »eld^e burd^ bie äWitten ber Äanten ctneö 2;etra^ 
eberö normal gu ben iebe^mat gegenfibertiegenben Tanten gefteöt toer^* 
ben, l^aben einen 5ßunct gemein. >Die ©tredte jtoifd^en btefem ^unct 
unb bem Sentrum ber bem 2;etraeber umgefd^riebenen Äugel totrb burd^ 
ben ®d^tt)er|)unct be« 2;etraeber« l^albirt.***) 

*) SWonge Corresp. sur FEc. polyt. II p. 266. 
**) $a(^>ctte (Stelle 3. 1 p. ,345. 
'**) aJJonge Corresp. sur VEc. polyt. II p 266. 
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©eti)et«. Die gegcnübcrlicflcnbcn Äantcn be« Sctracbcr« ABCD 
Bcftttttmen 3 ©d^td^tcn, mttl^itt ein 5ParaöcIej)ij)cb, toeld^e« m\6)t nur bem 
STetracber ABCDf fonbern avi^ bem gleichen unb äl^ntid^en 2;ctraeber 
A'B'C'D* umgefd^rieben ift (7). Diefc SCetraebcr iieflen <)crfi)ectlt>ifci^, 
fo baß bie ©eraben AA\ BB\ . . ben @d^h)erj)ttnct be« S;ettaebcr« 

ABCD jur gemeinfd^aftfld^eit STOltte d ^' 

l^aben; bälget Hegen in^befonbcre bfe 
Scntren ber «reife ABC unb A'B'C, ^, 
bie Sentren ber Äugeln ABCD unb ^ 
A'B'C'D' \o, bag bie gtpifd^en i^nen 

cntl^attcnen ©tredcn öon bem @d^ti>er=* \ | '> ^; ^. \-4-^ ji 

)}unct bed S^etraeberd l^albirt werben. 
!£)ie (Sbene, b^etd^e ^^ l^atbirt unb 
Cn normal fd^neibet, ^atbirt bie 
Äante Ci)' normal, u. f. to. ©ie (S6enen, toefd^e bie Santen be« 
SEetraebcr« A'B^OD* normal l^atbiren^ gel^n burd^ ba« Sentrum ber 
Suacl A*&C'D* (§. 3, 9). aifo gel&t ieDe ebene, toetd^e eine «ante beö 
2:etraeber« ABOD j. 85. AB l^albirt unb bie gegenüberliegenbe Äante 
CD normal fd^neibet, burd^ baö ßentrum ber Äuget A'B*C'D*. 

9. S)ie $)ö]&cn eine^ letraeber« -4-ßCZ) — b. 1^. bie SRormalen 
a\x^ ben gdtj)uncten A, B, . . ju ben gegenilbertiegenben gläd^en CBD, 
ACD, . . — gel^n im Slttgemeinen nid^t burd^ einen $unct, fonbern 
liegen auf einem burc^ 3 berfefben beftimmtcn gerablinigen §^))erbotoib 
(§. \, 8). auf bemfetben $^))erboloib liegen bie Siormalen ber gtä^ 
d^en bcö SEetraeber«, bie burd^ bereu $ö]^n<)uncte gel^n. Da« Sentrum 
be« $^})erboloib« ift ber gcmcinfd&aftlid&e $unct ber (gbenen (8), toetd^e 
burdj> bie SWitten ber Äanten beö ietraeber« normal ju ben jebeömal 
gegcnübertiegenben fianten gefteUt ftnb.*) 

®enn H ber ^^tx^mti be« ©reied« ABC ift, fo finb AH, BH, 
CH bott ben burd^ A, B, gel^cnben ^öl^en be« Xetraebere bie 9ior* 
mal))rojiectionen auf bie Sbene ABC, S)enn bie (Sbene, toeld^e bie burd^ 
A gel^enbe ^Bl^e i)roiicirt, ift normal ju ben (Ebenen BCD unb ABC, 
folglich iu ber Oeraben JBC, u» f. ». S)ie burd^ -ff gel^enbe SWormale 
ber €bcne ABC fd^neibet alfo bie burd^ A, B, C ge^fenben ^öl^en be^ 
2:ctraeber« unb l^at mit ber burd^ D ge^enben $öl&c ben unenblid^ fer* 
neu ^Junct gemein. U. f. lo. 



♦) Steinet (Stelle 3. 2 p. 97 unb fi?fl. ©nt». p. 316. ©ergl. kernte« (Stelle 
3. 56 p. 241. S)ie (Sigenfdiaft bet iRotmaten ^u ben Rtö^en t>vix6i beten ^Öl^en« 
^uncte imb bie i^age bed (Sentcnm bed ®t^)>etboIoib i|t bon 3oa(^imdt^a( U» 
metlt lüotben. ®tunert ?(r^ib 32 p. 109. 
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a)a8 ßentrum bes §^pei:6oloibs liegt auf ber §o 
©tteifen«, beffen ©^enlet ju ben ©etaben beS §?per6[ 
(7, atnm.). 3ft nun d bie SJonnalproiectioii uon i> o 
ABC, m' bie SDiitte »on dH, fo ift m' bie Slotiiiatprojec 
trum befl Jg)^t)erbo(oil>S. Oft ferner S ber ©i^merpuiict 
(> ABC, m ba6 Sentrum bc« 

unb bie ^RotmaliJtDJiection 
bev, Äugel ÄBÜD auf bie 
fo t^eilt 5 bie ©ttecfe l 
aJer^äUnig 2 (^ilanim. §. 1 
man ba« SIetraeb« ^'Z 
meÜ^eS mit ABCD bemfe 
"" ■" epipeb etngefc^vieben ift (7 

bie ©trede DD' aaä^ bem 9Jet^ältni§ 2, unb roenn man 
SJormalprojection wn D' ouf bie Sbene ^ßC 6ejei$net, 
a]x6) dS : Sd' = 2. ®a^ev finb md' Hnb dm' paraüel ui 
njiTb Bon dd' ^atbitt, olfo tft m' bie aJcrmatptDiectipn 
bet Äuget A'B'Oiy (8). I)iefelben ©emerfungen gelten fi 
be« JetraeberS ABCD, alfo ift ba6 ^ifperbotoib mit bei Si 
ccncentrifd^. 




10. 3Benn in einem lettaebet eine Äonte mit ber 
genben einen redeten 3QinM biCbet, fo liegen bie buii^ tf 
ge^enben ^iJ^ien be« SetcaeberS üuf einet Sbene, unb umgenvn- tvtnu 
in einem Jelraeber jlDei fotgenbe ffanten mit ben i^nen gegenüberliegen' 
ben teilte ©inlet bitten, fo ^o&en bie §B^en beS Xetraebete einen 
*punct gemein, unb umgete^rl.*) 



Semeis. ©inb 



Aa, Bb, Cc, Dd bie §B^en be« Xeltaeberä 
ABCD, unb ift CD normal ju AB, fp (te^t 
bie ebene CDd normol ju AB, mittjin normal 
iuc (S6ene ABD, unb enthält bie ^B^e Cc. 
Eben fo erlennt man, ba| bie etene ABb bie 
c ^^t■ Aa enthält. Die Sbene ber ^JÖ^En Aa, 
Bb ift notmal jn CD, bie ffibene ter ^ö^en 
Cc, Dd ift normal gu AB, olfo finb biefe Sbe* 
nen notmal ju einanbet. 



*) 2>iefe8 Idrotbet (emtnt kt g'^uiltet bet de relatione imitna p. 151. 
ajttgl. geviict in ffietj. ann, 2 p. 133. getterfiot^ bie bieiedia« ««amibe 
§. 4ü ff. S. 8, a. 3acobi ju Dan ©toinlKn p. 453 f(. 
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SBenn bic ^i^tn Cc, Dd auf einer (£6ene tiegcn, fo ift biefe S6ene 
normai ju ben ßbenen ABD^ ABO, mxt^rx ju ber ©erab^n AB, otfo 
ift aud^ CD normal ju AB. 

SBenn ^-B normal ju CI>, unb 5C normal jn -4i5 ift , fo liegen 
ie jtoei ^Bl^en auf einer Sbene, unb aöe l^aben einen ^unct E gemein 
(§• ^ 3). hieran« folgt, bag aud^ bie Sante 
CA normal ju BD ift. aSergt. §, 4, 15 unb ^ 

§. 5, 3. /ivNv 

8lnmerfung. 5Die gbenen ADE, BDE, / V\ \^c 

CDE fd^neiben bie ©eraben BC, CA, AB irf F, / Vvw 
O, H, fo ba| E ber gemeinfd^aftlid^e §8]^enj)unct W )^^\ / 
ber 5Dretecfc ADF, BDG, CDH ift. 5Die ®era^ / J^^-'^V 
ben JPJS, (?E, HE fd^neiben bie ©eraben AD, l^"''' ^ \l 
BD, CD red^ttoinlelig in F, 0\ H\ S)a^er^ ^ 

gel^n burd^ ben gemeinfd^afttid&en $unct ber §8l^en be« SEetraeberö, 
toenn ein fold^er borl^anben ift, aud^ bie gemeinfd^aftlid^en 9?ormatett 
FP, 00\ HH* ber gegenüberliegenben Santen. 

Sugteid^ finb bie ^robucte AE , Ea, BE . Eb, CE . Ec, DE . Ed, 
FE.EF, GE.EG\ HE. EH' einanber gleid^ (^tanim. §. 14, 7). 
lOal&er liegt G' auf bem Srei« FF'G, W ouf bem Srei« FFH, mxU 
^x^, liegen G' unb W auf ber Sugel FPGH. (gbenfo liegen h unb 
c auf ber Äu^el ABCa, u. f. to. ÜDer ^unct E l^at gleid^e ^otenjen 
in SöejUg auf bie 5 tugeln ABCa, BCDb, CADc, ABDa, FGHF*. 

IL Um jtoei Xetraeber ABCD unb A'B'C'D', bie burd^ il^re 
ber SReil^e nad^ gegebenen däpmctt beftimmt finb, l^infid^tlid^ il^re« 
©Inneö iu »ergleid^en, l^at man fid^ juerft in bie Sante AB t)ott A 
naöf B auftoärt« iu berfe^en unb ju be^* 
ad^tcU; ob bie SSetoegung bon C nad^ p 

linföum ober red^t^um gel^enb erfd^eint; / \^^ ''K-— ^i?' 

bann berfefee man fid^ in bie Äante A*B' 
Don A' m^ -ß' aufh)ärt^ unb bead^te, ob 
bie SBetoegung bon C m6) D' linlöum 

ober red^tdum gel^enb erfd^eint. 3e nad^bem beibe ^etoegungen auf ben 
^ angegebenen ©tanb})uncten bem ©inne nad^ übereinftimmen ober nid^t, 

*■ finb bie 5Eetraeber einerlei ©inne« ober entgegengefefeten ©inncö. 3n 
bem crften gaüe erfd^eint bon A an^ bie ©etoegung bon B über C 
m6) D auf bem Perimeter BCD in bcmfelben ©inne gel^enb, afö bon 
A* an^ bie ©etoegung bon B* über C nad^ D* auf bem ^Perimeter 
B*QD*) in bem jioeiten gaüe erfd^einen bie ©inne biefer ©eioegungen 
bon ben angegebenen ®efid^t«j)uncten m^ einanber entgegengefe^ät. 






günfte« ©u<ä&. @tercotttetric. 

^icrnad^ finb bte SEctracber ABCD unb ABCE eincrCci ober tnU 
gcgengcfcfetcn ©inne«, j[c nad^bem bic ®j)ifeen D unb E auf bcrfetten 
®ettc in SSejug auf bie gbene ABC liegen ober nid&t. 3n bem erftcti 
gaüe loirb bie ©trede DE Don ber (£benc ABO außen getl^eift, in bem 
jtt)eiten gatte innen. 

Sffienn bie gormein ABCD m\> A'B^OD* JEetraeber bon einerlei 
©inn bejeid^nen, fo giebt bie angejetgte Slrt ber 35erg(eic^ung ju erlen* 
neu, bag bie burcj^ bie gormeln ABDC unb A*B*C'D\ ACBD unb 
A*B'CD*, BACD unb A'B'CD' bcjeid^ueten 5Ectraeber entgegengefefeten 
©inne« finb. golglid^ toirb burd^ gegenfeitige SJertaufd^ung bon jtoci 
edpuncten in ber gormet beö S^etraebcrö iebcömal ber Sinn beffctben 
beränbert.*) 

VL 3Benn jebem ^unct einer SRaumfigur ein ^unct einer anbern 
atauntfigur fo entfprid^t, baß bie 5Eetraeber ABCD, ABCE, . ., »etd^c 
i)on brei ^uncten ber einen gigur mit ben übrigen ^uncten berfelben 
gigur gebilbet n^erben, ben cntf})red(;enben 2;etraebern ber anbern gigur 
A*B'C'D% A'B'CE\ . . ber $Rei]&e nad^ gleid^ unb al^nfid^ ^mt, unb 
tt)enn bie fotgenben Setraeber ABCE, . . mit bem erftcn ABCD einer* 
lei ober entgegengefe^tcn ©inn l^aben, Je nad^bem A*B*C'E\ . . mit 
A'B*C*D' öon einerlei ober entgegengefefetem ©inne finb: fo ftnb bie 
5Raumfiguren ABCDE . . unb A*B*CD'E' gleici{> unb ä^nlid^, b. 1^. 
atte anbern Jietraeber ber einen gigur finb ben entfjjred^enben Zittau 
ebern ber anbern gigur gleid^ unb ä^nlid^. 3)ie SRaumfiguren finb t)on 
einerlei ober entgegengefefttem ©inne, je nad^bem ein $aar entf})red^enbc 
2:etraeber berfetben t>on einerfei ober entgegengefcfetem ©inne finb.**) 

aSemeiö. äuö ber ©leid^^eit unb Se^fnlid^Ieit ber 5Eetraeber 
ABCD, ABCE, . . mit ben entfpred^enbcn 2;etraebern fd^Iießt man, baß 
bie 5letraeber ABDE, ACDE, . • ben entfjjred^enben Setraebern gteid^ 
unb äl^ntid^ finb; au« ber ®Ui6ftftit unb Slel^nlic^feit ber 2:etraeber 
BACD, BACE, . . folgt ebeufo, baß bie Ictraeber BADE, BCDE, . . 
ben entfj)red^enben SEetraebern gteic^ unb äl^ntid^ finb, u. f. f. 

13* 3^ S^^i gleid^en unb äl^nüd^en SDreiecfen bon berfd^iebener 
©teöung ABC unb A'B*C giebt e« eine Sljce s öon ber Slrt, baß fo* 
»ol&l bie gtäd^enminlel AsA', BsB', CsO, atö aud^ bie 5ftormaI))roiec* 
tionen ber ©tredten AA\ BB*, CO auf s einanber gleid^ finb.***) 



*) mnxvii Bar^c. (üatc. 19. @tatil 63. 
**) »crgl. ?jranim. §. 7, 1 rnib bic bafelbfl cttirte «B^anMuttg (34). 



*4'* 



) 55crgl. §. 35 ber citirten a^^anblung. 
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SBctDeiö. Sluß bem Zentrum O einer fcetteWg geiuä^ften Äuget 
jici^e man bie »labiert Oft Oy, Oß\ Oy' in ben 9«d^tungen AB, AC, 
A*B\ A*C* mib conftruire ben ^unct ber Äuget, toetd^er fo tiegt, ba§ 
bie fj)]^ari[d^en SDreiecfe aßy unb 6ß*y* congruent ftnb (§. 4, 18). Bicl^t 
man nun AD unb A*D* in ber JRid^tung beö 9iabiuö Oa, fojinb bie 
«n ben ©d^eiteln ^ unb A< geWtbeten @(fen ^5CZ> unb A*B'OD* 
congruent. 

gemer tege man burd^ A unb ^4' bie ju AD, i4'2>' normalen @6c^ 
neu, Bitbe auf benfctbcn bie 5Wormat|)rojiectionen EF unb E'F' \>on ßC 
unb jB'C, unb auf ber (Sbene ^EF bie 9Jormatproj;cction A**E^*F** t)on 
.d'A^'JP'. ®ann finb bie 2)reie(Ie -4EF, A'E'F', A"E"F^' gteid^ unb 
äl^ntid^ unb einertei ©inneö, toeit bie SJreierf e AEB unb A'E*B\ AFC 
unb A'F'C*, A'E'F* unb .ä"E"F" gteid{> unb ä^ntid^, unb bie S33inlet 
EAF unb_JE'A'F' SRormatfd^nitte ber gteid^en Stad^entoinlet BADC 
unb B'A'D^O finb. 

Sönftruirt man enbtid^ ben ^unct S ber Sbene AEF, U)eld&er fo 
liegt , bat bie gigurcn SAEF unb 8A'*E*'F** congruent finb (^laitim. 
§. 7, 2), unb bitbet man auf ber Sbene A'E*P bie 3^ormatproj;ection 
ß* beö ^uncte« S, fo ift SS' bie gefud^te Slje 5. SDenn bie cntfpre* 
d^enben (Sdfen an ben ©d^eitetn A unb A' finb congruent, bie entf))re^ 
d^enben Äanten berfetben finb gteid^, alfo finb bie JRaumflguren 
AEFBC unb A'EfF'B'C congruent. 3>^öt^i^ f^«^ i>ie giguren ^Ei^/Sf 
unb A'E'FS' congruent, atfo finb bie SRaumfiguren . .^EjPjBC/Sf unb 
A*E*F*B'aS' congruent (12), b. ^. bie SOBinfel ASE unb A'S'E*, ASF 
unb A*S*F*, ESF unb E'^'F'Jinb gte]d^. §ierau« erlennt man bie 
©leid^^eit ber gtäd{>entoinlel ASS'A\ BSS'B', CSS*a. SBirb bie ®e* 
rabc SS* j)on ben 5ßormaIen a\x^ B unb B' in T unb T' gefd^nitten, 
fo ift ST = iS'r, fotgtid^ TT = ÄÄ', u. f. to. 

14 3" Jö)^i gleid^en unb äl^ntid^en SRaumfiguren bon einertei 
Sinn ABCD . . unb A'B'OD* . . giebt e« eine 9l{e s öon ber Slrt*), 
baB fotoo^l bie gtäd^enioinlel AsA\ BsB\ . . , atö aud^ bie 5ßormat* 
projiectionen ber ©treden AA\ BB\ . . auf s einanber gteid^ finb (13). 

SBenn bie erfte gigur um bie 8lje s rotirenb ben SBinlel AsA* 
jurüdftegt, fo toirb fie mit ber anbern gigur pcrfpectiuifc^, bie ©eraben 
AA\ BB\ . . mcrben nad^ JRid^tung unb gänge übereinftimmenb, benn 



*) 2)ic 9(re s iji bon @ut er Bei ber Unterfu(3^uiig ber SBctocgung eine« fiarren 
ÄiJrtoerg cntbeot »orbcn. Nov. Comm. Petrop. 20 p. 199. Theoria motns eorp. 
solid. 978. 2)tc ouöenBUcfliii^c S)re]^unö«a3?e (axe instantan^) eine« Bctocgten Mn 
|>er« tcax öon 2)*€UmBcrt (Pr^cession des ^quinoxes 1749 p, 83) fcemcrft 
tvcrbcn. Sßergl. @uUr Mem. de Berlin 1750 p. 185. 
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J>ie ?lorma(projiecttonen bcibcr SRannifiguren ^ auf eine jur Silfe « nor^ 
tnale @bene faÜen {ufammen. SBenn bie erfte gigur nun in bev 9It<]^ 
tung ber äjce s fortfd^reitenb bic ©trede A4' juriicftegt, fo fäJtt fte mit 
ber anbern giflwi^ äufamraen. 

SBenn bie erfte gigur in ber SÜd^tung ber Sl^e s fortfd^reitet, bi« 
bie $RoruiaIproiectionen bon AÄ', BB\ . . auf « berfd^toinbcn, toenn 
bann bie erfte gigur wm bie 3lfe s rotircnb ben SBinlel -45-4' -f- 180 <> 
jurüdlegt, fo lommt fie in fold^e 8age gegen bie gleite gigur, baß in 
jeber burci^ bie 9lfe s gcl^enben Sbene gleiche unb äl^nfic^e ^lanfiguren 
gu ben bciben SRaumfiguren gel^ören, »eld^e gegen bic Stje s f^mmetrifd^ 
liegen. 

15. 3^ 8^^^ gleid^en unb äl^nlid^en ©reieden »on t)erfd{>iebencr 
©tellung ABC unb A'B*C gicbt t% einen S5ianieter n bon ber 2lrt, 
ba§ bie gtäd^entpinfel -4n-4', BnB'f CnC" einanber gteid& finb unb ba§ 
bie ?Rormat))roiectionen ber ©tretfen AA', BB/ CO auf n eine gemein^ 
fd^aftlid^e Wxiit S l^aben.*) 

SBetpeiö. 2luö bem ßentrum einer beliebig getoäl^Iten fingel 
jiel&e man bie SRabien Oß, Oy, Oß\ 0/ in ben JRid&tungen AB, AC, 
A*B% A'O unb conftruire ben $unct v ber Äuget unb feinen ®egen* 
})unct v', tpeld^e fo tiegen, baß bie f))]^ärifd^en ©reiecfe vßy unb v'ßy 
entgegengefefet gteici^ unb äl^nüd^ finb (§. 4, 19). ^k^i man nun bie 
(geraben -4^ unb ^l'-fl" in ben 9iid^tungen ber JRabien Ov^ unb Ov\ 
fo finb bie an ben ©^eiteln A unb A' gebilbeten ßcfen ABCH unb 
Ä*B'aW entgegengefefet gteid^ unb_ al&ntid^. ^t A'H*' bie SRid^tung 
Ov, fo finb bie gtäd^enloinlel BAHC unb B*A*H''C* einanber gteid^. 

gerner lege man burd^ bie SKitte bon AA* bie gu ber ®erabcn 
AH normale Sbene, unb bilbe auf berfelben bie S)?ormol})roiectionen 
JKL unb J'K*L* ber ©reiecfe ABC unb A*B*C\ ©ie in ben gleichen 
gläd^entoinleln BAHC unb B'A*W*a liegenben ©reiecfc JKL unb 
J*K*L* finb gleid^ unb äl^nlidf^ unb einerlei ©inneö. Sonftruirt man 
enblid^ ben $unct S ber Sbene JKL, loeld^er fo liegt, baß bie giguren 
SJKL unb S*J*KL* congruent ftnb C^lanim. §. 1, 3), fo ift bie in 
ber 9tici{>tung AH burd^ S gegogene ®erabc ber gefud^te 2)iameter n. 
!Denn bie SRaumfiguren 8JKLABC unb S*J*KUA*B'C finb gleich unb 
äl^nlidf^ unb entgegengefefeten ©inneö, u. f. ». 

16. 3^ V^^^ gleid^en unb äl^nlid^en SRaumfiguren bon entgegen* 
gefeljtem ©inn, ABCD . . unb A*B*OD' . ., giebt e« einen J)iamcter n 



^) ^Scrgl. §. 37 ber dtirten Slbl^anWung. 



§. 6. SCctracber unb $arattelq)i|>cb. 211 

t>on bcr Wct, baf bie ^aäftnvoinM AnA\ BnB% . . cinanbcr ^Uiäf 
finb, unb ein fid^ felbft cut[))red{>cnbcö Scntrum S*\ bie gemeittfd{>aft* 
tid^e aWittc t>on ben Siormalprojectionen ber ©treden AA\ BB', , . 
auf n (15). 

SBcnn bie erfte gigur um ben Diameter n rottrenb ben a33infet 
AnA' jurüdtegt, fo lommt fie mit ber anbern gigur in f^mmctrifd^e 
Sage ju ber Sentrale6ene, beren SWormate ber ©iameter n ift. 

XBenn bie crftc gigur um ben üDiametcr n rotirenb ben SBinfet 
AnA' + 180^ jurüdkgt, fo lommt fie mit ber anbern gigur in per* 
fpectioifci^e Sage unb bie SKitten ber ©tretfen AA', BB* vereinigen fid^ 
in bcm Sentrum & 



17. SBenn Don jtoei SEetraebern ABCD unb A*B'CD' bie (Sden 
A unb A* gtcid^ unb äl^ntid^, unb bie SSerpltniffe ber entf))red^enben 
Äanten an biefen Scten AB : AC i AD unb A*B* : A'O : A'D* bcr 
5Rei^e nad^ gleich finb, fo flnb bie Setraeber ä^nlid^, b. 1&. bie glä^ 
6)txi be« einen ietraeberd jtnb ben entfpred^enben glädf^en be^ anbern 
Qi)xAi6), bie übrigen Sden be« einen SEetraeber« finb ben entfpred^enben 
Sden bcß anbern gleid^ unb äl&nfid^. 2)enn jufolgc ber SSorau^fefeung 
finb bie SJreiede BAC unb B*A'C\ CAD unb C*A'D*, DAB unb 
D*A'B% DGB unb D'OB' ä^utid^; bie ®(eid^^eit unb Sle^nlid^Ieit ber 
übrigen 6den toirb l^iernad^ auö ber ©leid^l^eit il^rer ©eiten erlannt. 

!Die ael^nßd^feit x>on jtoei 5Raumfiguren ABCDE . . unb A'B'OD'E* . . 
ift analog toie bie ©teid^l^cit unb Sle^nlidf^Ieit berfetben (12) burc^ bie 
Sle^nßd^feit ber entf})red&enben STetraeber ABCD unb A'B*C'D\ ABCE 
unb A^B'CE', . . beftimmt. 

3« Jtoei al^nli^en SRaumfiguren t)on einerlei ©inn ABCD . . unb 
A*B*C*D' . . gicbt eß eine 8ljfe « unb einen fid& felbft entfpred^enben 
$uttct berfclben S Don ber 2lrt, bafe bie gläd^enioinfet AsA, BsB\ . . 
gteid^ unb bie SRaumflguren SABCD . . unb SA*B'C*D* . . ä^ntid^ unb 
einerlei ©inneö finb. SBenn bie erfte gigur um bie Sl^e s rotirenb ben 
SEBinlel .45-4' jurüdlegt, fo toirb fie mit ber anbern gigur })erfpectit)ifd& 
unb ber ^ßunct S »irb ber augere äel^nlid^fleit^punct bon beiben gigurcn. 

3n stoei äl^nlid^en SRaumfiguren von entgegengefefetem ©inn ABCD . . 
unb A'B'OD' . . giebt tS> einen ÜDiameter n unb einen pd^ felbft ent* 
f))red^enben $unct beffetbcn S i^on ber 8lrt, baß bie gtäd&enioinlel AnA\ 
BnB% . . gleid^ unb bie 5Raumfiguren SABCD . . unb SA^B'C'D' . . 
entgegengefe^t äl^nlid^ finb. SBenn bie erfte gigur um ben !Diameter n 



*) SÄagnu« ottalJ?t.*fleomctr. Slufg. n p. 109. JBcrgl. bie cttivte tlBl^anblung. 
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Sin ipoHiebet o^ne bEeterftge unb fünfeäiäe gläc^en ^at ttenigften« 
6 Uietöfige gläc&en; o^ne breifeitige unb fünffeitige ©den ^ot e« »e« 
nigfiten« 6 cierfettlge ©den. 

> gilt iPol^ebet p^ne DicreÄige unb fünfedtge gtfi^en ^ot toenigften« 
4 bteieiJige glö^en; o^ne »ierfeitige unb fiJnf(ettige ffiden (lal e6 me* 
nigftene 4 bceifettige @(ten. 

@tn ^ot^eber, beffen iSden fämmtlic^ bretfeitig fittb, unb unter 
beffen i$tSc^eu auger beliebig i^iel fec^edigen nur enttcebet bteiedtger 
ober cieredige, ober fiinfedige Dotfommcn, \)at nt($t me^r unb nii^t ffie< 
niger al6 4 bteledlge, 6 tiietedige, 12 fünfedtge gröc^en. 

@in 5pi)t^ebet, beffen gläc^en fämmrtic^ breiedig fiiib, unb unter 
beffen @den oußer beliebig »iel fe^äfeittgen nur entmeber breifeitige, 
pbet Dierfeitige, ober fünffeitige »ortöintnen, ^ot 4 breifeitige, 6 Bicrfeü 
tige, 12 fünffeitige ©den, 

S)ie ®(eii$ungen (IV) teilten; 

Sin $Dl^eber o^ne bteiedtge unb tieredigc gtäii^en ^at wenigftenö 
20 breifeitige gden; o^ne breifeitige unb öierfeitige Srfen Ijat eö a>e* 
nigftene 20 breiedige gläc^en. 

Sin ipot^eber, beffen glasen fÜnfedig unb beffen @den breifettig 
finb, ^at 20 öden, ein ißot^eber, beffen gden fttnffeitig unb beffen 
Stächen breiedig finb, ^at 20 glücken. 

äinmetlung. tik an befonbem ^ol^ebem früher*) »a^rgencm« 
mene ©ualttöt ift burc^gängig bot^anben: jebem gegebenen ißol^eber 
lägt fi(^ ein pclatea ^ot^ebet fo beiorbnen, ba§ jeber mfeitigen Srfe 
beS einen eine medige gläc^e bed anbem, feber nedigen ^l&djt H9 
einen eine nfeitige @de bed anbern entfptic^t, unb ba§ beibe $oI^eber 
gleitetet j^anten l^aben. Man ^at nur ni^t^tg, in äSejug auf eine be< 
Uebig getoä^lte Suget bie Ebenen a, ß, y, . . aufjufuc^en, beten $o[e 
bie edj>uncte be« gegebenen $ol^eberfl A, B, C, . . fwb (§. 5, 12). 

5. Unter ben ^ot^ebecn finb befonbete bie regulären ($Iato- 
nifi^en) beachtet üjorben"), welche regutäre gläi^en unb reguläre ffiden 
Don je einer äirt ^aben. 

ffiin reguläres ^ct^eber, beffen glücken aüreiede finb, ^at entroe« 
ber breifeitige, ober öierfeitige, ober fünffeitige @rfen. 3n bem erften 
gaQe \iat ti 4 'X)Teiede unb 4 breifeitige @den (4, III unb II), unb 



•) aJloutotljcufl 1532 (Betgl. 3. $. 2. SPJÜHei: in ©nintrt ai*iu 34 p. 1). 
SeVVlei: härm, mundi V, I. aJleijiet 1785 Coinm. Götting. Vn p. 39. 3)er 
attgemeint ®a6 ^at feinen gtnauetn äluSbnid butr^ ©erjonne a. a. 0. erhalten. 
*') ffltt Snibedung b« ^tatonifiSen ipoUeber (Plato Tim. p. 55 unb de anima 
mundi p. ÖS) mirb bec $ut^ai>tetFAtn Sieulc iunefcbrteten. SBun bcnfelben ban> 
bdc@uclibc3 @Um. Xm ff. 
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ffzi^t ein S^ctvocbet. 3n bcm jtoeitcn gaÖe l^at c^ 8 ÜDretedfe unb 
6 bicrfcittge däzn, unb l^ct^t ein Dctaeber. 3n bem britten gaüe 
l&at e^ 20 ©reiecfe unb 12 fünffeitige ©den (4, IV unb in), unb Reifet 
ein 3cofaeber. (So lönnen nid{>t alle Scfen fed^öfeitig fein (3). 

(Sin reguläre^ ^oßjebcr , beff en gläc^en SSierede finb , lann nur 
breifeittgc (Scfen l^aBen, unb ^at bereu 8 (4, n) ncbft 6 gtäd^en (4, ni), 
unb l^eigt ein ^^^f^^ber. 

Sin reguläre^ ^ofijeber, bejfen gläd^en günfedc finb, lann nur 
breifeitige (gden l^aben unb i)at bereu 20 (4, IV) nebft 12 gläd^en (4, 
III), unb ]&ei|t crn3)obecaeber. @^ Wnnen nid^t aüe iJIäd^en ©ed^«»» 
ede fein. 

' ©aijon bitben baö S^etraeber mit fid^ fetbft, Dctöeber unb ^eja^ 
eber, 3cofaeber unb üDobecaeber je ein $aar, fo bag jeber wedigen 
tjtäd^e be^ einen ^ot^eberö eine wfeitige Sde be« anbern entf))rid^t. 

6* Unter l^albregulörcn C^lrd^imebeifd^eu) ^ol^ebern*) 
loerbcn fold^e ^erftanben, bie gteid&e unb ä^uHd^e Sden fjobm, einge^ 
fdj^toffen bott regulären gtäd^en öerfd^iebener Slrten. üDenfetten juge*» 
orbnet finb fold^e ^Jötijeber, bie gleid^c unb öl^nlid^c gtfid^en l^aben, ünb 
Ätt jeber gtäd^e reguläre Sdeii »erfd^iebener arten. 

I. SBenn ba^ 5ßoI^eber nur wfettige Sden l^at, fo ift (4) • 

2Ä; = mc = 2e + 2/ — 4 

/— 2 

e = 2- 

^m—2 

2)ie mögtid^en gtäd^en ftnb (3) 

m = 3, 2fc = 3e = 6(/ — 2) 
m = 4, fc = 2e == 2(/ — 2) 
w == 5, 2Ä; = 5e ==: VC/ — 2) 

IL SEBenn an jeber Sde be^^oi^eberö a «edige, jS fcedige, y 
cedtge, . . gläd&en liegen, fo ift 

2k = (a + ß +..)e 

Sluf bem ^olljeber giebt e« cce 5Binfet, bie ben «edigen gtäd^en angc* 
l^öreu, unb ben aten Sl^eit fo biet gtäd^en üon biefer Slrt, u. f. to., folg^ 
lid^ ift 



/=(7+f+-) 



*) 3)te öon Slr(]^imebe« cntbedten l^aftregulärcn ^ol^cbct finb öon $a^^ju8 
V. Einleitung ju prop. 18 bcfd&ncBcn hjorbcn. S)tc Dbcrfläd^cn^Sflcfec jtnbet man bei 




Xtigonometne 1652 p. 345 ertoäl^nt. 
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@in *(3ijl^eber o^ne bveierfige unb fanfcäige glätten ^at iceniaftenö 
6 »ieredige gläi$en; o^ut breifeitige unb fünffeitlge (Stfen ^at e8 »c 
nigftenS 6 oietfeitige Stleti. 

- ©in 5|3oI^ber c^ne Btetedige unb fänfedige 3lÄ(^eii f)at tttnißftenö 
4 breiedige S'äi^en; ol&ne bietfeltige unb fünffeitige @den ^at eS B)e= 
nigftenö 4 breifeittge ffiden. 

@in Sßol^eber, beffen @ifcn fämmtltc^ bieifeitig ftnb, unb untex 
beffen Stächen auger MiebiQ Diel fe^Sedigen nur entujebet iiätäigc, 
ober oterectige, ober fünfectige Borlomraen, §at nic^t mel^r unb nic^t lue* 
«iget atö 4 breteflige, 6 »ieredige, 12 fiinfedige gVad^n. 

gin $o(^eber, beffen gtäc^en fämmtti^ bteiedtg fiiib, unb unter 
beffen ©den ouger beliebig oiel fed^äfeittsen nur enttoebet breifeittge, 
ober bierfeltige, ober funffeitige öcrtommen, ^at 4 breifeitige, 6 blerfei» 
llge, 12 funffeitige Eden. 

Die ©teic^ungen (IV) (e^ren: 

@in ^ol^eber o^ne bveiedige unb oieredige gtäi^en ^at menigften« 
20 breifeitige @den; o^ne fcreifeitige unb »ierfeitige <äden ^at eö roe* 
nigftenS 20 breiedige glücken. 

Sin Sßot^ebet, beffen gläd^en fiinfedig unb beffen ScCcn breifeitig 
finb, ^üt 20 @den. gin igol^eber, beffen ®den fünffeitig unb beffen 
gingen breledig finb, ^ot 20 gtäc^en. 

Sflnmerlung. ®ie an Bcfonbent $o(^ebern feiltet*) »a^rgenom* 
Kiene 33ualltät ift burd^gängig »or^onben: jebem gegebenen ^Pol^ebet 
lägt fii$ ein polares $oI^eber fo beiorbuen, bag jeber mfeitjgen @cfe 
bed einen eine medige gläd^e beS anbem, ^ebec nedtgen gläd^ befl 
einen eine nfeitige @de bee anbern entft)tt($t, nnb ba^ beibe ^of^eber 
glei^Dief Santen ^aben. 3^an ^ot nur nBt^ig, in Se^ug auf eine be' 
liebig gemä^lte $ugel bie Ebenen a, ß, y, . . aufjufuc^en, beren $oIe 
ble edpuncte bee gegebenen $o£^ebetß A, B, C, . . finb (§. 5, 12). 

5. Unter ben $oI^ebern finb befonberS bie regulären ($(ato* 
nlfc^en) beadbtet tttorben**), loef^e regutSre Stächen unb reguläre Sden 
t)on je einer äirt ^aben. 

Sin reguläres ^ct^ebet, beffen Stächen ©teiede finb, ^at entwe« 
ber breifettige, ober öierfeitige, ober funffeitige gden. 3n bem erften 
gatte ^at eS 4 Dreiede unb 4 breifeitige @den (4, IH unb II), unb 

•) aHioutol^cuB 1632 (betgl, 3. ©. 2. SüfilUx in ©tunett «tt^i» 34 p. 1). 
StiJptet bann, mnndi Y, 1, SWeillei; 1785 Comm. Götting. VI! p. 39. 3)« 
nagctneine @a^ ^at fitncn genauetn SuSbnid buTrt ®eigi>n!ie a. a. D. et^alttn. 
*') Sie Sntbtctunfi bei ^loWnififtcn ipolBtber (Plato Tim. p. 55 unb de aninm 
mnndi p. 98) vicb ber_%bt^aactei|^<n ®i^ul< jugffi^riehn. SBun benfdbtn ^oii' 
Mt tSuclibcS @ltm. xm % 
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fftx^t ein 2;etvaebct. 3n bcm jtoeitcn gaÖc i^at c^ 8 ÜDreiedfe unb 
6 bicrfeitige Sden, unb l^ei^t ein Dctaebcr. 3n bem britten gaKe 
l&at eö 20 ©reiede unb 12 fünffeitige ©den (4, IV unb in), unb l&eigt 
ein 3cofaebcr. (S« lönnen nid^t alle @cfen fed&öfieitig fein (3). 

Sin reguläre^ ^ol^eber , beff en gläc^en SSierede ftnb , lann nur 
breifcitige Scfen l^aBen, unb iat bereu 8 (4, n) nebft 6 gtäd^cn (4, IH), 
unb l^eigt ein ^^cj^eber. 

Sin regutäreö ^ot^eber, beffen gtäd^en günfede finb, lann nur 
breifeittge Sden l^aben unb f)at bereu 20 (4, IV) nebft 12 gläd^en (4, 
ni), unb l&eip ern3)obecaeber. So Wunen uid^t aüe iJIäd^en ©ed^^* 
ede fein. 

' ©abon bifben baß S^etraeber mit fid^ felbft, Dctaeber unb ^eja* 
eber, 3cofaeber unb SDobecaeber je ein ^aax, fo bag jeber wedigen 
ijläd^e be^ einen ^otljeberö eine wfeitige Sde be« anbern entf))rld^t. 

6* Unter l^albreguCären (9lrd^imebcifd^en) ^ot^ebern*) 
loerben fold^e üerftanben, bie gleid^e unb äl^uHd^e Sden J^aben, einge^ 
fdj^loffen bon regulären glöd^en Derfd^iebener Slrten. üDenfetten juge* 
orbnet finb fold^e ^Jolijeber, bie gteid^e unb äl^nlid^e gtftd^en l^aben, ünb 
üxi ieber gläd^e reguläre Sden öerfd^iebener Slrtcn. 

I. SBenn ba^ $ot^eber nur mfeitige Sden f)atf fo ift (4) ^ 

2k = mc = 2e + 2/ — 4 

/— 2 

e = 2- 

^m—2 

2)ie mögtid^en gtäd^en finb (3) 

m = 3, 2fc == 3e = 6(/ — 2) 
m = 4, fc = 2e == 2(/ — 2) 
w = 5, 2Ä: = 5e === V(/ -- 2) 

IL SBenn an jieber Sde be« 5ßoiJjeber^ « «edige, ß ftedige, y 
cedige, . . gläd^en liegen, fo ift 

2k = (cc + ß +.,)e 

Sluf bem ^ol^eber gicbt eö cce SBinfel, bie ben «edigen gtäd^en ange*« 
l^öreu, unb ben aten iEl^eit fo biet gtäd^en oon biefer Slrt, u. f. to., fotg^ 

m ift 



/=(^+i-+-) 



*) 3)te öon 5lr^imebc8 cntbcdten l^aRregulärcn ^ol^ebct finb toon ^a^^ju« 
V. (ginkitung ju prop. 18 bcfd&ricBcn toorbcn. S)tc Dbcrfläd^cti*9flefec jtnbet man bei 




Xtigonomettie 1652 p. 345 ertoäl^nt. 
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SBermöge bcr ©letd^ung V + 2e — 2A; = 4 l^at man alfo 

(|+M+., + 2-.-^-..),_4 



ober 






©er ©ttbtral^enb i&at feinen gcringften SBertl^, »eun « = /3 = . . = i^ 
a = 3, 5 = 4, . . • Slutt ift aber 2<i + i + | + |; atfo 
giebt ed fein ^ot^eber, beffen (Sden fammtßd^ anf gteid^e Seife bon 
mel^r atö brciertei $o(^gonen eingefd&loffen toerben. 

in. SBenn alle (Sden bed $ol^eberd anf gleid^e SBeife bon a 
aedigen, ß ftcrfigen unb y ccdigen gläd^en cingef^Ioffen flnb, nnb eine 
bcr ^a^^n a, h, c, j, ©. a ungerabe ift, fo mng eine ber äa^^» 
« — 1, /?, y mittbeften^ 2 betragen,**) bereinigt man mit ber erften, 
britten, fünften, • . ®eite eine^ aßde jlebedmal eine (Seite eine^ a(&<i^, 
fo treffen juCe^t an einer (Sde brei a(gde jnfammen. S3ereinigt man 
mit ber erften, britten, fünften, . . ©eite beö agd« iebeömat eine ©citc 
eine^ &@(f9, fo treffen ^ule^t an einer Sde jmei &@(Ie snfammen. ÜDa^ 
l^er lann nid^t jebe ber 3^^^« « — t, ft y weniger ate 2 betragen. 

IV. $)iernad^ ergeben pd^ alö möglich 

Slrd^imebeifd^e ^ol^eber mit breifeitigen (gtfen: 
3ebe @de loirb bon einem a(Sd unb jtoei 6@den eingefd^Ioffen. !£)ie 
3a^I Z^ muS gerabe fein (III). SDlan ^i (H) 

unb erl^ätt folgenbe SluflSfungen 



a 


n 


3 


3 


3 


4 


5 


h 


4 


6 


8 


10 


6 


6 


e 


2n 


12 


24 


60 


24 


60 



e 2e 

&n ^olpeber biefcr ?lrt l^at — «edige unb -^ ledige gtad^en. 

€• Cr 

9Birb iebe Sde bon einem a@d, einem bdi unb einem cdi ein^ 
gefd^loffen, fo muffen a, b, c gerabe 3<iW^« f^te- 5Die (Steid^ung 

l^at nur itoti SluflSfungen 



*) SIReter ^irf^ a. a. O. p. 171. 
♦*) $ttppUx a. a. 0. n, 17. SWcier $ir|(^^ a. o. O. p. 142, 
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a 


i 


e 




4 


6 


8 


48 


4 


6 


10 


120 



ein fotd^e^ 5ßot^eber l^at — aedige, ~ fcedige unb — ccdtge gläd^en. 

$[rd^tmebeifd^e $o(^eber mit ))terfett{gen (Sden: 

3ebe Sde toitb Don brei a@den unb einem bdd eingefd^Ioffem üDte 
®(eid^ung 



(■ 



I + I-1I.-2 



l^at bie SluflSfungen 



a 


5 


3 


n 


4 


3 



2n 
24 

ein fold^eö ^ol^eber l^at — «edigc nnb -j ftedige gläd^en. 

SBirb jiebe (Sde t)on jtoei a(Sden nnb jtoei ftiSden eingefd^Ioffen, fo 
ffüt man bie @(eid^ung 



a+i-'>=' 



mit ben ^ufldfungen 



a 


b 


e 


3 


4 


12 


3 


5 


30 



2e 26 

Sin fold^eö ^ol^ber l^at — «edige unb y ledige gWd^en. 

3BiTb lebe (Sde ioon einem a(Sd; jtoei 5(£den nnb einem c(Sd ein« 
gefd^toffen, fo mng & gerabe fein. 9(n^ ber ' ©(eid^nng 



;i+l+i-.>_. 



\ b \ C \ 



fotgt nur 



3 I 4 I 5 I 60 

©iefeö ^ot^eber l&at 20 Drefede, 30 SSierede unb 12 gönfede. 

ärd&lmebeifd^e ^ot^cber mit ffinffcitigen ddtn: 

3ebe 6de toitb bon »?ier a^den unb einem JSd elngcfd^Ioffen. 
®teid^ung 



Sie 
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( 



i +1-31. -4 



^at bic SluflBfungcn 



a 


6 


e 


3 


4 


24 


3 


5 


60 



©n fotd^cö 5PoI^ebcr l^at — öedtge «nb ^ ftcdige gläd^eti. 

9lnmerlung. $a^)^)u« unb^cjjjjler jäl^teti 13 Slrd^tmcbetfd^c 
^Pol^eber, weiC fte tpegen il^rcr Unbefttmmtl^eit btc 2nc(Jlgen 5PoC^cber 
iDcgIaffen, bcren @(fcn enttocbcr iebe bon jwei SJicredcn unb einem n(Sd 
ober iebe bon bret SDreieden unb einem ngd eingefd^toffen merben. 

V. gür ^oCijeber, toeld^e nur medtge gläd^en l^aBen, erpft man 
bie entf^)red^enben SRefuItate burd^ gegenfeittge SSertaufd^ung bon e uttb 
/, aedigen gläd^en unb afeittgen ©den, unb flnbet ben Slrd^tmebeifd^en 
polax jugeorbnete ^ol^eber mit breiedtgen, bieredigen, fünfedfigen gläd^cn. 
Unter biefen ^ol^ebern finb befonberö bie {Rl^omboeber (§. 6, 6) mit 
mehrerlei (Sden*) betrad^tet toorben; ba« eine )Jon 12 9?]^mBen ^at an 
jeber gläd^e jmei breifeitige unb jtoet bierfeitige ©den, ba^ anbere bon 
30 SRI^omben ffat an jeber gtäc^e jtpei breifeitige unb jmei fünffeitigc 
Sden. 

7. 5Wad^ anbern afö ben oben angegebenen Seftimmungen finb 
Patonifd^ unb Slrd^imebeifd^e ^ol^eber nid^t möglid^. Die 9teatität 
eine^ ganj ober jum 2:]&eil regulären ^otJjeber^, beffen SÖeftimmungen 
ber 9iatur eine^ fold^en nid^t toiberfj^red&en, toirb erlannt, inbem man 
eine Äugelfläd^e burd^ $au^)tfreife in ein fj)]^ärifd^eö $oÖ?eber tl^eiü, 
beffen ^olljgone fl)]&ärifd^ finb unb biefetbe 5lrt, Slnjal^l, Sieil^enfolge 
l^aben ate bie plamn ?ßoI^gone be« gu conftruirenbcn ^ßol^ebcr«. 

5Daju ift erforberttd^, baf man an« einem toltdürtid^ gcioöl&lten 
?ßunct O ber Sugel bie Söogen OA^, OA^, . . bon gteid^er Sänge fo 
jiel^t, bat ^ic SBinlel ber ©eignen A^OA^, A^OA^,.. ben SBinfeln 
ber regulären planm ^ofijgone gleid^ toerben, bie eine (Sdc beö ^ol^j^* 
eberö einfd^tiegen.**) 3)ann entl^alten bie (Sbtnm A^OA^, A^OA^, . . 



*) Äc^))lcr a. a. O. n, 27. 2«eier §irfd^ a. a. D. p. 186. 
**) ^cjetd^nct man ben gefnd^tcn (Sentrtiöinict ber gUt^en iöogcn OAj, OA2, . . 
burd^ 7j, Joie pefudjften SBinfel ber 8oaen AiOAz, A^ÖA^, . , burc^> ^j, ^2. . -r bie 
gegebenetf SQSmfel ber ©eljinen AiOÄ^, A^OA^^ . . bur(§ A^, A2, . ., fo bitben bie 
@e?>nctt mit bem J)on O anSgc^enben Sßabiu« ber Äuget ben Sinfel 900— 4^, unb 
man Ijiat anö f!|)]^arif(i64rigonometrif(]^en ©rünben 

cosjjy = sinj^i : sin|Ai = . . 
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reguläre plane ^cl^one, bie ber Äuget eingefd^ricBen fiub, unb bereu 
©eiten eben fo lang finb ate bie gteid&en ©eignen OA^, OA^, . . . Die 
(Srfpuncte btefer ^ol^gone beflimmen toieberum reguläre f|)prifd^e ^o«» 
(^goue, unb itoax a a(&ätf ß bddtf y cScfe, bie um ben $unct O in 

ber gefud^ten Sßeife (iegen. 3n ber Zfjat Betragen — fold^e reguläre 

fl)]&arif(ä^e agde, y JgdEe, ^ cScfe jufammen eine Äugelfläd^e. ©inb 

nämlid^ «J^,^ -ö-j, <9"3 bie ©inlet ber regulären fp^ärifd^en aSde, ftSdc, 
cgtfe, fo l^at bie gtä^ beö agtf« (§. A, 5) ben SBertl^ a^j — (a— 2) . 1 80«, 
u. f. tt). <g« tft aBer (5, II) 

^[a&^ —(a—2). 180^] + ^[ 5^2 — (^ — 2) . 180«] 

+ ^K - (0 - 2) . 1800] 

= K + ^^2 + y^3 - (« + ^ + y - ^ - y - 7) • i800]6 

= 4 . 180", ti)eil a^i + ^^2 + y^3 = 2 . 180<» 

^iernad^ (iegen aQe (Stfen eined Slrd^imebeifc^en ^ol^eber^ auf einer 
Äugel ; bie ©den beff elben, »etd^e mit einer (£cfe burc^ Sauten berbunben 
finb, liegen auf einer @bene. 

3n einem Slrd^imebeifd^en ^ot^eber finbet man ba6 polare, inbem 
man burd^ bie (Sdfpuncte bie SBenen legt, meldte bie umgefd^riebene 
^get berül&ren. SBenn mel^rere Srfpuncte auf einer Sbene liegen, fo 
gcl^n bie baju gel^örigen 5Eangentenebenen burd^ einen ^unct (§. 3, 6). 
ßinem regulären aSdf entfprid^t bal^er eine reguläre ofcitige Stfe, ftatt 
ber mfeitigen Srfen erl^ält man beftimmte 7«e(fige gläd^en. Sitte gläd^en 
beö polaren ?ßol^eber6 berühren eine Sugel; bie gläd^en beffelben, 
weld^e mit einer gläd^e burd^ Äanten berbunben finb, l^aben (erweitert) 
einen $unct gemein. 

2)ie (Sifpuncte eine^ ^latonifd^en ^ol^eberd liegen auf einer Sugel, 
bereu (Zentrum bon ben t^läd^en unb bon ben Sauten jie gleid^e Slbftänbe 
l^at. Sllfo toerben bie gläd^en in i^ren SKitten (ben Sdpuncten cineö 
polaren $ol^eber^) unb bie Sauten in il^ren äßitten bon ie einer con^ 
centrifd^en Sugel berül^rt. 2)ie Sentralebene, n^eld^e eine Äante 2a be« 
^olij^eberd entl^ält, fd^neibet bie Sugeln in ^auptfreifen berfelben mit 



alio 

aebfl a^i + ^^2 + y^a = 360o. SBcrgl 2Keier ©irfi a.a. O. p. 151 unb 176. 
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ben SRafcien r, r', r", unb bas *Po(^ber in einem f^mm 

baS Setiaeber in einem 'Sittkä, ba« Octaebei unb 

einem ©imd, ba« 3ccfaeber unb baö iJobecüebet ii 

9ia(^bem man ben JRobiu« r" unb ben SHabiu« p beö einet gtä^ be« 

^ol^eberS Bm(;efc^rie6enen Äreife« bur^ a auSgebrüdt ^ot, finbet man 

r^ = r"2 — «2, r'5 = r^ — jV) 

SInmerlung. 9Ie6en bem ^latonifii&en 3cofaeber unb S5obecaeber 
giebt 63 no^ ein @tetn = 3(ofaeber unb ©fetU'SDobecaeber, 
leaeä mit 12 fünffeitigen (&dm, beren fiugeift^nttte teguUce f^j^äiifc^e 
©tetn-Oönferfe finb, unb bie »on regulären S)reiec(en eingefc^Ioffe« 
merben; biefeä mit 20 breifeitigen SÖen, ble Bon regutaten ©tetm 
i^ünfeden eingefd^loffen ffierben. 3(ugeTbem tennt man jlDei au|eK< 
otbentlic^e (2, äum.) reguläre ^Pot^eber, beibe mit 12 fünf» 
feitigen ©den , beren €d&eitel mit benen eines ^[otonift^en 3cofaeber« 
jufammenfaüen unb beren Rugelfc|>nitte reguläre fp^ärifi$e ©tem'günf:» 
ede bei bem einen, gemeine günfede bei bem anbern finb, beibe mit 
12 t$Iä<$en, bie bei bem einen reguläre gemeine j$ünfe<fe, bei bem 
flnbern ©tern=Sünfecte finb; beibe mit 30 ftanten.") 

8. ajenn baö '9ol\)e'Dtt e eien ^at unb feine glasen ^ot^gone 
finb, beren Perimeter iiÜ) felbft nid&t fi^neiben, fo beträgt bie ©umme 
ber ^ot^gonwinfet auf bem ^ol^eber (2e — 4) . 180", boplJett fooiel 
al« bie ©umme ber SEBintel eines planen egiie."*) 

SBeloeiS 1. S)aS ^ot^eber ^abe k jtanten unb / glasen, bai> 
unter eine aedige, eine btäigt, . . . ^it ©umme ber ^inlel beS ftlanen 
agcfa Bon ber Borauögefeßten Seft^affeni^eit betrögt (a — 2) . ISO«», 
älfo betrögt bie Summe ber SBJintel auf bem ^ol^eber (a + & + . . 
— 2/) . 180«. Sßun ift a + 6 + . . bie ainio^I biefer ©iulel, WeK^ 
2k beträgt, fotgfi^ (2) 

a+i+.. — 2/=2ifc-2/=2e — 4 

iSeffieiS 2. @ine afeitige @cfe be« ^ol^eberS ifl Den a :^eiecEen 
umgeben, tveli^e eine gemeinftl^aftti^e ©(»i^e l^aben unb beren j&afen ein 



') amtSot SSritf 3)teeb(n 1871. 

**) 2>as Stctn-SlDbecacb« unb baS augembcntlt^c ^I^cbet Mn Stun-QQnftdcit 
finb wn Set)t»ltt 1619 (Harm, mnndi II, 26) jutcp bdftrieBdi unb atj(i*net, 
bie Selben anbem teguISten $olbebet odii ^Joinfot 1801 (J. de I'Ec, polyt Cab, 
10 p. 39). Son ben tnSglitben aJartetSttn bei: ^latonifdien $ill)ebei; battbeln ottgei 
$i>tn!at a. a. O. noc^ l£au4iQ J. de l'Ec. poivt. Cah. 16 p. 68 unb ißettTanl 
Compt. rend. 1858 p. 79. »erflt. Soviel} Philos. Mag. 1859 p. 123. SBient 
SGieleife unb Sielfla*'- ^'Ws ^864. $ei8 unb ffififireeiler Sripn. 1867 p. 294 
©eliel ©leit&edig« jol'f'ber, SDIarburg 1871. ^eß Sarietfiten ber äi^ebetf*« 
Stitptx. aJiarSncgei: »eniite 1872. 
"'*) ©e'flearteB «nb Sulei a. a. D. 
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reguläre plane ^cl^gone, bte ber Äugef eingefd^riebcn finb, unb bereu 
©citen eben fo Cang finb ate bie gleid&en ©eignen 04^, OA^j . . . Die 
Srfpuncte biefer ^ol^gone befllmmen tokberum reguföre f^jprifd^e $o«« 
I^gone, unb }n)ar a adät, ß bdät, y c(&dtf bie um ben $unct O tu 

ber gefud^ten Sßeife (tegen. 3n ber Zf)at Betragen — fold^e reguläre 

f^jprtfd^e aQit, j Jgcfe, ^ cgdfe jufammen eine Sugelfläd^e. ©inb 

näuilid^ «J^,^ -ö-j, ^3 bie ©inlet ber regulären fjjl^ärtfci^en aSde, ftSdfe, 
cgcfe, fo l^at bie glä^ beö agtf« (§. 4, 5) ben SBertl^ a^j — (a— 2) .180«, 
u. f. tt). (gg tft aber (5, II) 

^[a^i — (a _ 2) . 180^] + ^[ 5^2 — (ö — 2) . 180«] 

+ -[c^3 — (c — 2) . 1800] 

= K + ^^2 + y^3 - (« + ^ + y - ^^ - y - ^) • i800]e 

= 4 . 180«, ti)eil «^1 + ß^2 + y^3 = 2 . 180 <» 

§iernad^ liegen aüe (gtfen eine« SKrd^imebeifc^en ^ofijeber« auf einer 
Äuget; bie ©den beffelben, »etd^e mit einer (£cfe burc^ Sauten berbunben 
pnb, liegen auf einer Sbene. 

3u einem 9lrd^imebeifd^en ^ol^eber finbet man baö polare, inbem 
man burd^ bie Sdfpuncte bie gbenen legt, »eld^e bie umgefd^riebene 
^gel berül&ren. SBenn mel^rere ßrfpuncte auf einer Sbene liegen, fo 
gel^n bie bagu gel^örigen 5Eangentenebenen burd^ einen ^unct (§. 3, 6). 
ßinem regulären add entfprid^t bal^er eine reguläre afeitige Srfe, ftatt 
ber mfeitigen Scfen erl^ält man beftimmte 7«erfige gläd^en. alle gläd^en 
beö polaren ^ol^eber« bcrül^ren eine Sugel; bie gläd^en beffetben, 
Toelci^e mit einer gtäd^e burd^ Äanten berbunben finb, l^aben (erweitert) 
einen ^unct gemein. 

2)ie @(fpuncte eine« ^lotonifd^en ^ol^eber« liegen auf einer Sugel, 
bereu (Zentrum bon ben ^^läd^en unb bou ben Sauten ie gleid^e Slbftänbe 
l^at. Sllfo »erben bie gläd^en in i^ren SKitten (ben Srfpuncten eine« 
polaren $ot^eber«) unb bie Sauten in il^ren äßitteu bon ie einer con^ 
centrifd^en Sugel berül&rt. 2)ie Sentralebene, n^eld^e eine Äante 2« be« 
^oltfthtx^ entl^ält, fd^neibet bie Sugetn in ^auptfreifen berfelben mit 



al{o 

sin^^i : 8in^^2 : sin^^s = sin^Ai : 8111^^2 : sin^As 

nebfl a^i + ^^2 + y^g = 360o. SBcrgl äÄeicr ©irf^ a.o. O. p. 151 unb 176. 
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lomaien, laffen fi^ toegen ber Songtuenj ii)itx Diormc 

fo »ereitrigen, baß ein $aat gleite Säiigenfanlen j. 3). in ^£; ju)atn« 

— ^-ABCDEFOH unb AB'CD'EF'O'H' beruht 

nun ouf ber ffiergfetctung ber ^ut^eber 
^.ABCDB'GD' unb EFQBF'Q'H'. ©ie 

gläc&en ^ßCD unb iEFG^ ftnb congtueirt, 

-A. £ eben fo bie (Scfm ^ unb E, B unb F, C unb 

G, D unb 1?, büju Rnb bie Äanten -SS' unb F/", CG unb ÖG", 
ZJU' unb Hn' gteic^, olfo finb bie ^olvebtr ABCDB'C'D' unb 
EFGHF'G'S' congtuent. giat^ bec ©ubttaction biefet $ot?eber bon 
bem ^cl^eber ABCDEF'G'n- be^ÖÜ man bie gleichen ^tiSmen 
ABGDEFOn unb A'B'CD'E'F'6'Jl'. 

91nmet(ung. Qcin treifeitigeä ^igma iß l^atb fo gro| an £8o> 
lum als ein ^aralle(e))ipeb, taS mit i^m eine ISde unb bie anliegeuben 
Aanten gentein ^at ^enn baö $ataKe(et)i))eb loitb buxc!^ ein ^agonal^ 
(joraüflogramm in jmet breifeitige iptiSmen get^eilt, weld^ congruente 
9ioimal(($nitte unb g(eti$e Sängenfanten, mithin glet<$e Sßolume ^aben. 



2. aSenu jtDei ^ovottelepi^iebe gleiche SSofen unb gleiiJ^e ^B^en 
l^aben, fo finb fie gteii^ on Sßolum.') 

SetoeiB. SDie gteid&en iöflfen ABCD unb A'B'CD' btt beiben 

^ßataltelepipebe p unb p' Umm, menn j. 35. A'B' > AB ift, fo auf 

eine ß6ene gelegt Werben, bQ| A' auf A unb B' auf BC fö0t. IConn 

, ge^t bie ©etabe Oiy huxdf ben !ßunct 

Z), toeil bo3 ©teietf AB'D ^olb fo gtog 

ift oI« bad ^atailetogromm A£a2>, 

r mithin m^ ^alb fo grog al9 iaS $ar< 

ollelogramni A'B'CD'. Die ben ©afcn 

gegenttberliegenben gtäd^en FQHJ unb 

F'Q'H'J' ber ^araaetepfpebe liegen auf 

einet @lienc, weil bie $otalleleftpebe 

gleiche 5»&&en ^aben, ©ie fianten iV unb 

i^G' f^neiben T«* in .ff. ®ie aJet» 

flleid^ung ber ^araßelepiiiebe p unb p' 

" " beruht nun auf i^ret Siergleic^ung mit 

bem $oratlelepi}>eb q, beffen 33afi8 Äff ED unb beff en gegenüBerliegenbe 




•) Encl. XI, 31. S)ie b«n SSetotiB Wefentlii^ Becetitja^mbt 3ufammettltflung 
ber «attn ip Bon 3- *. %■ aßiilUi (©ttreoin. p. 9«) onfleflrttn Iwrben. 
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^ol^gon Mtotn. SEBenn man bicfc S)tetecfc üoti bcm ^otijcber abtrennt, ; 
fo cntftel&t eine Oeffnnng, bic man mit a — 2 2)reicdEen bebctfen fann. 
aSott bcm ^ol^ebet mit e Mm, beffcn gtäti^cn an« d ©reieden beftanben, 
ief)&lt man bemnad^ ein $ot^eber mit e — k Sden, beffcn gläd^en au« 
d — 2k ©reieden beftel^n. ©et 4 Srfen gicbt e« 4 2)tcic(fe, atfo ift 

e? — 2 (c — 4) =« 4, £2 = 2e — 4 

9. SBcnn ba« ?ßoI^eber / gläc^cn i^at unb feine SdEcn Sugcl^ 
fc^nittc l^obcn, beten Perimeter fid^ felbft nid^t fd^neiben, fo beträgt bie 
t>oj)j)eItc ®nmmc feiner gtäd^entoinlel »entger bie ©nmme feiner Srfen 
(2/ — 4) . 180^ toppüt fo »icC al« bie ©nmme ber 8Bin!eI eine« pta^ 
ncn /Sd« *) 

©eioei«. Da« 5jJoI^eber l^abe k Kanten unb e Srfen, baruntcr 
eine ßfeitige, eine fefeitige, . . . Die SBinleJ ber «feitigen (gde l^aben bie 
@umme a, u. f. to. Dann betragt bie afeitige gde « — (« — 2) . 180^. 
aSergl. §. 4> 5 unb §.5, 2. Sltfo l^at bie ©umme v ber (Sdcn be« 
5PoI^eber« ben SBertl^ a + ß + , . — (a -^ h + . . — 2e) . 180\ 
9lun ift « + jS + . . bie boppelte ©umme 2w ber gläd^entoinlct be« 
^oC^eber«, a + b -^ . . \>k boj)j)ettc 5lnja]^t 2fc ber 'ißol^gontoinfet be« 
^ol^eber«, folglid^ 

V = 2u — {2k — 2e) . 180» = 2w — (2/ — 4) . 180» 

Slnmerlung. Sejeid^net man bie ©umme ber ^ol^gontoinlcl be« 
^ol^eber« burd^ t, fo ift 

i = (2e — 4) . 180» 
2w — t? = (2/ — 4) . 180» 
folglich 

« + 2u — «7 = (2fc — 4) . 180» 
bot>^eIt fobiet al« bie ©umme ber SBinfel eine« plamn fe@d«. 



§. 8. Kubatur ber $ri8mett unb ^pramibeu. 

1. fflSenn jtoei ^ri«men (S^tinber) congruente 5KormaIfd^nitte unb 
gleidije fiängenfanten l^abcn, fo l^aben fie gteid^e SSotumc.**) 

33 e tt) e i «. Die unbegrenjten $ri«men, bereu ©egmente in ©etrad^t 



*) grancai« ©erg. ^nn. 3 p. J89. ©runert (Srettc 3. 5 p. 41. ©rian* 
^on J. de TEc. polyt. Cah. 25 p. 317. !5)cn cntf^reci^cnben @aft für baS Setra* 
eber ^otte 2)e ®ua bemerlt M^m. de Paris 1783 p. 369. 

**) ©icfcr @a^ lommt bei Eucl. XI, 28 in bem )öe»etfc t)or. 3)cn gebühren-- 
bcn Sftang ^at er bei ben ißenem erl^dten, j. ©. SSretf^netbcr @ei>m. §. 466, 
3. $. X. SRülUr @tereom. p. 93. 
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AB' Du' : AB' Ca = 

oetft^ieben finb, f 
= ABCiAB'G'. 
SÖeftet^n nun ' 

Pi, p^, . . unb 5i, 3j, . -, i^te soaien a uno u hu» i 

flj, . . unt ii, 62- ■ f fo '&"* "fl" 

;>. : ?i = »1 : ^1 

Pi'9i^ «ä :6i, «■ (■ f- 
alfo hux6t «bbition p : «, = a : 6,. enbl4 i[t 

2, : 7) = 6, : a 

5j : p = fij : a, u. f. f. 
ttifo bur$ aibbitiott 5:^ = 6:«. 

anmetfung. aöenn jlDei ^riSmen gteii^e §i}^en ^aben, fo i[t 
i^re Summe ober ©ifferenä einem ^tt8ma öon berfetten §B5e gtei^, 
beffen Safia bie Summe ober Differenj ber fflofen ber gegebenen 
Prismen ift. 

4. ■ ^ettn jmei ^riSmen (S^Itnbet) fileiäft IBafen ^akn, fo i^ 
baS 9}er^ä[tnig i^ter SßoCume bem SSerl^ältnig i^ier $5^en gleit$. Encl. 
XI, 25. 

ißelDeie. 5ßa(l>bem man bie ©ofen ber ^riSmen auf eine läbene 
gelegt ^Qt, conftruirt man Ebenen in beßebiger Sinio^l parallel mit bet 
ebene ber Sa[en, beren je jioei fotgenbe Don ben §iJ^en ber ^rißmen 
gleite I^eile, folglich Don ben ^riöraen gleiche ^r'ömen abft^neiben, 
Meil alle I^eile ber ^riSmen «uget ben gleichen 5&^en gleiche Safen 
befifeen (3). ^m erhalten ba3 SJer^ältnif ber §ij^en unb ba« aier= 
^altnt^ ber SSotume ber priemen entroeber betifelben rationalen Sert^, 
ober fie werben betbe jroifc^n betifelben beliebig na^en Orenjen gefua= 
ben, alfo finb fie gleic^. 

5. ®a3 SSer^ältniß ber SJolume Don iWei $ri8men (ßljlinbern) 
ift baä ißrobuct ber SJet^ältniffe i^rer S9afen unb i^rer ^Hifen. 

©eweie. iDie ^riSraen p unb p' ^aben bie S9afen b unb 6', u«b 
bie §ö^en A unb h'. aiian conftruire ein ^n«ma q, ouf ber SSafi« *' 
mit Cer $5^e h. Sann ^at man 

p : 5 = 6 : 6' (3), 3 : p' = A : A' (4) 
folglich bun^ aßuttiplication (9tlgebra §. 1, 3) 
p:p' = (&;ö')[ä:ä'). 
anmertung. Senn bie äJer^älfniffe ber Safen unb ber §ö^eu 
Don gmei priemen reciijrol finb, fo ^aben bie $ri«men gleit^e ajolwm , 
Eucl. xr, 34. 



§. 8. (Subatitt bcr ißiismen mib ^i^romibcn. 
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gläd^c KLMN ift. Die ^araßclepipcbc p uub q finb $ri«tncn bon 
gtcid^em SSolum (1), tocil tl^re Sängcnlantcn gleid^ AD unb il^re 5Komat 
fd^ntttc congruent finb atö 9iormatfd^nitte bcö bicrfcitigcn ^riöma, beffeu 
Santcn AD, BE, GM unb ä7. (gfccnfo finb bie ^araaetept))cbc /?' 
unb q $ri«mcn t)on glcid^em aSoIum, ttjcil il^rc ßängcnlantcn gleidff AB* 
unb i^re 5Wormalf(^nttte congruent finb ate 5RormaIfd^nitte be« »ierfeiti* 
gen ^ri^ma, beffen Äanten AB\ D'E, NH', K&, 2lu« ben ©Icid^ungen 
i? ==» gr unb p' = 5^ folgt p = p\ 

Slnmerlung. SBcnn jtoei breifeitige ^ri«men gleid^c SBafen unb 
flleid^e ^ßl^cn l^aben^ fo finb fie gteid^ an 35o{um. 3- 35. bie breifeiti* 
gen ^ri^men bon gleid^en ^iJl&en, bercn ©afen bie gteid^en ©reierfe 
ABC unb AB*a finb, ^aben gleid^e aSoIume, mcit fie l^alb fo gro§ finb 
al6 bie gteid^en ^arattete})i^)cbe p unb p* (1^ %xm,). 

3. aScnn jtoel ¥rt«men ((S^linber) glcid^e ^öftcn l^aben^ fo ift 
ba^ S5er^altni§ i^rer aSolume bem SSeri^ättuif il^rcr ©afen gleid^. Encl. 
XI, 32. 

93 ei» ei«. Die ju bofgteid^enben grienten p unb q toerben burd^ 
5Diagonal})araßeIogramme in breifeitige ^ri«men öon gteid^en f)8l&en 
geriegt, jtt bereu SSafen j. ö. bie ©reiedEe ABC unb AB*a gehören. 
Die ©erabc BC »irb bon ber (Seraben AC* in D gefd^nitten. 2(uf 
ber Safi« ABD conftruirc man fotool&t 
bad $ridma,. beffen Tanten mit ben ftan^ 
ten beö auf ABC ftel^enben ^ri^ma bie 
SRid^tung unb Sänge Aa gemein l^aben, 
afö aud^ ba« ^ridma^ beffen Tanten mit 
ben Santen beö auf AB*0 ftel^enbcn 
$ri«ma bie SRid^tung unb Sänge Auf gc«* 
mein l^aben; biefc 5ßri3men, »etd^e burd^ 
ABDa unb ABDa' bejeid^net toerben, A 
finb gleid^ an 58oIum (2, %rm.). 

Um junäd^ft ba« SSeri^ältnig ber SSoIume ber $ri«men ABCa unb 
ABDa ju finbcn, legt man burd^ bie Sante Aa !Diagonal^)aratte(ogramme 
bon beliebiger Slnjal^t, bereu ie jtoei folgenbe auf ber ^eraben BC 
gteid^e Il^cite, folglid^ auf ber ©afiö ABC gCeid^e SDreiedfe, unb bon 
bem ^riöma ABCa gleid^e ^ri^men (2, 2lnm.) abfd^neiben. 5Da^er 
finb bie SSer^tniffe BCiBD, ABC: ABD, ABCa t ABDa gteic^, 
inbem fie enttoeber bcnfetben rationalen SBertl^ l^aben ober jtoifd^en 
benfetben beliebig naiven ®renjen liegen (Sltgebra §. 1, 2). äu« ber 
^ro^ortion ABCa : ABDa = ABC: ABD unb ben auf gteid^ ffieife 
fid^ ergebenben ^rojjortionen ABDa' : AB'Da* == ABD : AB'D, 




" ^^7-.. 
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günftc« S3ud^. Stereometrie. 



Sctoeiö. 2)er Slbftanb bcr crften unt) ber testen ®bcnc ttjcrbc 
burd^ btc übrigen ^jaratfelen Ebenen in n gleid^c S^l^eilc * getl^citt, fo 
bag 5 bei l^inreid^cnb großem n beliebig Mein toirb. 2)ie 3«>ne ber jtpt^ 
fc^en jtoei folgenben Ouerfd^nitten w, «' entl&attenen Söriperfci^id^t »erbe 
burd^ t)araüele ®erabe auf bic Sbene u* j>roiicirt: bie ^rojiectiott ber 
3one ift ein SRing, beffert Sreite ilberaü Jjerfd^toinbet, tuenn bie ^öl^c ^ 
J)erfd^tt>inbet. Oetoiffe ^JSroiicirenbe ber 3one bifben ein ^ri«ma (S^tin* 
ber), ba« bon ber Äör^^erfd^id^t ganj eingefd^toffen toirb, anbrc bttben 
ein ^ri^ma^ bon bem bie tßrj>erfd&id^t ganj eingefd&toffen tt)irb, fo ba§ 
bie ©afiö u ber S!örperf(^id^t nid^t Meiner ift ate bfe ®afi6 be« innem 
•ißri^ma unb nid^t größer ate bic ©afiö be« äußern ^riöma. 5Die SDif* 
ferenj itoifd^en ber ©d^id^t beö ^örper^ nnb bem in berfelben ©d^id^t 
bie öafid u ^^roiicirenben ^riöma ift Meiner ate bie ©ifferenj jtoifd^cn 
bem äußern unb innem 5ßriöma b. i. Keiner ate ein ?ßri«ma, ba« bie 
protection ber ^owt jur SSafi^ l^at. ©al^er ift bie ©umme ber SDif* 
ferenjen gtoifd^en ben einjefnen Sör^jerfd^id^ten unb ben in bcnfet&cn 
conftruirten ^riömen Meiner ate ein $riöma bon; ber ^Bl^e 8, beffen 
Saft« ou6 ben ^Jirojectionen ber '^oMn aüer ÄBr^^erfd&id^ten beftel^t unb 
eine enblid^e ®rBße l^at. ©ad SSotum biefeö $riöma Derfd^toinbet, tocnn 
bie ^Bl^e d t)erfd^tt)inbet. Sllfo ift bic Differenz jwifd^en ber ©umtne 
ber auf ben cinjelnen Querfd^nitten conftruirten $rl3men unb bem gcge* 
benen Äi5r})er bei unenbtid& großer SDlenge ber Querfd^nitte bon 9?utt 
nid^t öerfd^ieben. 

3. ». öei ber breifeitigen ^^ramibe ABCS finb bie einxctnen 
Ouerfd^nitte J)arattel mit ber SJafi« ABC, unb burd^ ^aratteten mit 
ber Sante Ä8 auf bie folgenben Sbenen ^jroiicirt. 5Dic S^ifferenj ^tot- 

f($en ber erften ©d^id^t ber ^^ramibc unb 
bem in berfelben ©d^id^t ftel^enben ^riöma 
ift Meiner atö ba« ^ridma bon berfetbcn 
^ö^c *, beffen SBafid bic ^roiection 
BCDE ber 3one BCC^B^ auf bie ®bene 
eine« Ouerfdffnitt« ift. U. f. to. SDic 
©umme ber !Differengen jtoifd^en ben ein* 
jefnen ©d^ic^ten ber ^^ramibe unb ben 
in benfetben conftruirten 5ßri«mcn ift folg*: 
(id^ Meiner at« ein ^ri«nia bon ber §öl&e 
5, beffen Safi« bie ^rojection ber gtai^e 
BCS auf bie ßbene eine« Ouerfd^nitt« ift. üDiefe« $ri«ma ift bon 
bem auf ber SJafi« ftel^enben ^ri«ma nid^t üerfd^ieben, unb oerfd^ioin^ 
bet jugleid^ mit feiner ^öl^e d. 
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8. SBenti ätt>ci U'ixptx auf einer Sbeuc fielen unb biö an biefetbc 
t^axaMt @bene reid^ien, unb menn auf biefen mie auf aQen ba^mifd^en 
Itegenben ^jaraöelen Sbenen bic Querfd^nitte bciber Rör^^er baffelbe SJer«» 
l^ältniß m \)aUn, fo l^aben aud^ bie SJoIunte ber Äörper ba^ SBerl^äÜ* 
nig m,*) 

SetoeU. 2J?an tl^eilc bie ©d^id^t jtoifd^en bet erftcn unb testen 
Sbcne in ®d(|id^ten Don gleid^cr ^5^e, unb conftruire in allen ©c^^id^ten 
auf ben Duerfc^nitten ber beiben ^ixpzx ^ri^men , »ie (7) angegeben 
h)orben. üDie ^riömen be« erften Sör^^er^ l^aben bcr SReil^e nad^ in 
ben 5Pri«men be« jtoeiten ÄBrj)er^ ba^ aSerl^attniß m, »eiC md) ber 
SBorauöfefeung il^re Safen biefe« 33er^altni| l^aben, unb nad^ ber Son* 
ftruction il^re §J^en gleid^ fmb (3). 3llfo l^at aud^ bic ©umme ber 
?Pri^tnen be« erftcn R9rj>er6 ju ber ©umme ber ^riömen bed jtoeiten 
itörj>er« ba« SSerl^äftnig m. ©ei unenblid^er Sujal^t ber ©d^ic^ten 
untcrfd^eiben fid^ aber bie ©ummen ber ^ri^men nid^t bon ben Ä5r* 
ptxn (7). 

9. SBentt jttjci ^^ramiben (Segel) gleid^e ^iJl^en l^aben, fo tft ba« 
aScrl^ättniß il^rcr aSolume bem 33cr]^ättni§ il^rer 95afen gteid^. Eucl. 
XII, 5.**) 

©eti)ci«. SDie ^^ramibe ABCS, bereu ^ö^e QS, toirb burc^ 
eine mit ber 89afi^ parallele Sbene gefd^nitten, bereu 
Slbftanb bon ber ©})ifce RS. S)er Querfd^nitt DEF 
ift ber ©afi« ABC ä^nlid^ (§. 5, 1), alfo ^at man 
DEF : ABC = {DE : AB)^ = (DS : AS)'^ = 
(RS : CIS)\ Sei ber jtociten ^^ramibe, bereu cnt^* 
f})red^enbe ®tMt burd^ blefclben accentuirten S3ud^* 
ftaben bcjeid^net toerben, l^at man ebenfo 

D'E'F : A'B'C = {R'S' : Q'S'y 
SBenn nun QS^ Q*S\ RS== R'S\ fo ift DEF: ABC = D'E'F' : Ä*B'C' 
ober DEF : D'E'F' = ABC : A'B'C, fotglid^ (8) ba« aSer^ältnig ber 
^^ramiben == ABC : A'B'C. 

10. eine ^^ramibe (Äegel) ift ber britte S^ett eine« $ri«ma 
(S^linber), ba« mit i^r gleite »aft« unb gleid^c^ö^e^at***), fo bag (6) 

^^ramibe = ISBafi« x|)öl&e 




♦) (£ai)anert geometria indivisibilibus contmuorum promota. II, 4. 

*♦) e« tp auf ferne Seife gelungen, jtoei $i?ramiben l)on ßlcic^en S3afcn unb 
$ö^en fo ju ^erlegen, bag bie ®Ici(3^^eit ber S3oIume au8 ber (Songvuenj ber SUjieirc 
erf!*tni toarc. ^ ^ 

♦**) Eucl. Xn, 7. 2)ie Subatur ber ^i^vamibc ift juerfl ^on Suboju«, einem 
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iÖemei«. !Det 2I6flant> ber erflen unb bet lefeten ISbene »erlie 
iaxät bte übrigen paxaMtn Ebenen in n gfei<$e 2;^l(e d get^eiU, fo 
bo6 5 bei ^inreid&enb großem n beliebig Kein ttirb. i)ie ^om bet jtti' 
(i^en jluei fotgenben Duerf^nttten u, u' entladenen Hörperf^ii^t »erbe 
tüxä) paxaiitlt ©erabe auf bie @bene u' projicirt; bie ^rojection ber 
3Dite ift ein dfing, beffen Steile übetall cet^minbet, nenn bie ^ifft 6 
cetfc^lDinbet. @etoiffe ^ftolicitenbe bet 3oi)e bitben ein ^lienu (@^(tn=- 
bet); baS Von bei Jti^t)>eif(i^i($t ganj etngefc^toffen nitb, anbte bilben 
ein ^tiema, con bem bie RÖvpetfi^ii^t ganj eingefc^toffen Uitb, fo bag 
bie aSafie u bet ^Bt))etf(^i($t nic^t meinet ift olS bie fBafifl iti innctn 
f risma unb nic^t gi&fet afö bie iBap btS Sugetn ^riema. iCie !Dtf' 
fetenj jKifc^en ber ©d&ii^f be« ÄBtpere unb bem in berfetben ©i^ii^t 
bie iSafiS u ptojicirenben $ti8ma ift Heiner atö bie 5)ijfereni jlDif^en 
bem ängetn unb innern $tiema b. i. '([einer als ein ^riSma, baS bie 
^tojection bet ^one J"f Sofia ^at. SDa^er ift bie ©uuime bet SJif« 
ferenien jwif^en ben einjelnen fliJtpetfc^id&ten unb ben i« benfetben 
tonftruirten ^tiSmen Keiner ate ein ^riöma Don ber 5&^e S, beffen 
S9ap« ou8 ben ^ßrojectionen ber 3onen aßet ÄStperfftiii^ten befleißt unb 
eine enb(ii^e ©rSße ^ot. !DaS ©ofum biefeö $ti8ma öerft^fflinbet, roenn 
bie §5^e S tetfc^roinbct. Kfo ift bie T)iffereni jmifi^en ber Summe 
bet auf ben einjelnen Ouerfi^niUen tonftruirten ^riSraen unb bem gege* 
benen Sitpex bei unenblii^ groger ÜKenge bei Quetfc^nttte ben ^tüü 
ni(^t DeifiJ^ieben. 

3- ©■ ©ei ber bteifeitigen ^^romibe ABCS finb bie einjelnen 
Ouetf^nitte pataüet mit bet 3afi« ABC, unb bur^ ^araßefen mit 
bet Äante äS auf bie fotgenben ebenen projiciit. Die SDiffetenj jtoi^ 
fc^en ber etften ©c^it^t ber ^^tamibe unb 
bem in berfetben S^ic^t ffe^enben ^liöma 
ift Heinet als bafi ^ti«raa Don betfelben 
^Bl&e *, beffen Safi« bie froieetion 
BCDE bet 3one BCCiB, auf bie (Ebene 
eines Ouerfi^nittS ijt. U. f. K. Iiie 
Summe ber 2>iffetenien äWif^ea ben ein« 
seinen ©^ii^ten bet ^^ramibe unb ben 
in benfetben confttuitten $ti«men ift fotg« 
lic^ Iteinet ata ein^riöma »on ber ^S^e 
d, beffen SSafiS bte ^Jrojeetion ber 313^ 
BCS önf bie Sbene eine« Querfc^nittö ift. S)iefc8 $ri8ma ift Bon 
bem auf ber iBafiß fte^enben ^riSma ni^t oetfc^teben, unb uetf^roin» 
bet jugleit^ mit feiner ^Ö^e ä. 
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8. 3Benti ätt>ei Wixpzx auf einer @bcue fielen unb blö an biefetbc 
t>araöetc ebene refdjien, unb »enn auf biefen tote auf aüen bastoifd^en 
liegenben parallelen Sbenen bie Ouerfd^nitte betber Rörj)er baffelbc SJer«^ 
l^ältmß m l^aben, fo i^aben aud^ bie SJoIunte ber Äör^jer ba6 SBcr^ätt* 
nig m.*) 

Sctoet^. SJfan tl^eile bie ©d^id^t jtotfd^en ber erftcn unb testen 
@bcne in ©d^id^ten Don gleid^er ^ö^e, unb conftruirc in allen ©c^^id^tcn 
auf ben Duerfc^nitten ber beibeu ^ixptx ^riömen , tote (7) angegeben 
toorben. ©ie ^ri^nten be« erften Sör|)er^ l^abeu ber SRei^e nad^ ju 
ben ^rt^men be« jtoeiten Ä8rj)er« ba^ aSerl^ättniß m, toeil nad^ ber 
SSorauöfefeung il^re SBafen biefe« SSerl^altniß ^aben, unb nad^ ber (Son* 
ftruction il&re ^iJi^en gleid^ pnb (3). 3IIfo ^at and) btc ®ntmm bcr 
^ri^men beö erften ÄBrjjer^ iu ber Summe ber ^riömen bed jtoeiten 
Äör|)er« ba« SSerl^öItniß m. ©et unenblid^er Sujal^t ber ©d^ic^ten 
untcrfd^eibcn fid^ aber bie ©ummen ber ^ri^men ntd^t bon ben ÄiJr^ 
t>ern (7). 

9. SBentt jtoei ^^ramiben (Seget) gleid^e ^Bl^en l^aben, fo ift ba« 
aSerl^ältniß i^rer Solume bem 33erl^ättnt§ il^rer 85afen gteid^. Eucl. 
XII, 5.**) 

©etoei«. 5Die ^^ramibe ABCS, bereu ^if)t QS, toirb burc^ 
eine mit ber 89afi« paxaUtU Sbene gefd^nitten, bereu 
Slbftanb bon ber ©l)ifce RS. S)er Querfd^nitt DEF 
tft ber ®afi« ABC af)nüdf (§. 5, 1), alfo l&at man 
DEF : ABC = {DE : AB)^ == (DS : AS)'^ = 
(RS : QS)\ Sei ber jtoeiten ^^ramibe, bereu ^nU 
ftjred^enbe ©tüdte burd^ biefetben accentuirten öud^* 
ftaben bejeid^net toerben, l^at man ebenfo 

D'E'F : A'B'C = {R'S' : Q'/SO^ 
SBenn nun QS= Q'Ä', RS= R'S\ fo ift DEF: ABC = D'E'F' : A'B'C 
ober DEF : D'E'F' = ABC : A'B'C, folgtid^ (8) ba« 93erpttni§ ber 
^^ramibcn = ABC : A*B'C. 

10. Sine ^^ramibe (Äegel) ift ber britte 2:^eil eine« $ri«ma 
((S^linber), baö mit i^r gtcid^eSBafi« unbgleid^e^öl^e^at***), fo bag (6) 

^^ramibc = ^SBaft« x|)ö]^e 




*) (Saiöaltert ffeometria indivisibilibus contmuorum promota. II, 4. 

**) @« ip auf ferne Seife gelungen, jtoei $l?ramibeu l)on ßlcic^en S3afcn unb 
^ö^>en fo ju jerkgen, bag bie ®[txSfyt\i ber S3o(ume au8 ber (Sougiuenj ber jL^^eifc 
erficttlii toare. 

***) Eucl. Xn, 7. 2)ie (Subatur ber ^i^vamibe ift juerfl ^on ^uboj:u«, einem 
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:, üvit) eine beliebige ©ttede inxxäf MN 6 
t(^ttg bev !{;etraefcer 

ÄfJV-iP = MNAB + ^/i^^C + j»««^ 
in, Mjenn mon bie Sctraeber bon einerlei Sinn {§. 6, 11) mit 
^tii/m, ütib bie ÜTetraebet Don entgeflengefefttem ®tnn mit ben 
igefefeten ^eiäfm nimmt.') 

etDeid. 3ie^t man bur^ N bie mit MA pataMt ©erabe, 
roeldSie bie @6ene ABC in fij^nelbet, unb bie a3ia= 
goHole AE be9 ^ßaraUelogrammö CABE, fo ^ot 
man nac^ SSatignon'« SeMafe C^tanim. §. 9, 8) 

OAB + OAC = OAE 
fotgli(^ für bie Sß^rnmiben ton gleicher ^'ii/e 
MOAB + MOAC = MOAE 
lei(i&en nat^ ben Seiten bet SSrelecte OAB, OAC, OAE fceftimmt 
9Iun Ift MOA = MNA, u. f. ID., alfo au4 
MNAB -(- MNAC = MNAE 
) l^at man in SSejug auf ba8 ^aiaKelogramm DAEF 

MNAE + MNAD = jWA'^F 
3uti$ abbitten 

MJVLiß + J/A-^C + MNAD = MNAF 

I. giir bie buic^ h $uncte fieftimmten Ütettaeber, loelf^e i'^vem 
[emä| ))oftfiB ober negotib finb (14), gilt bie ®tei(ftung") 

ABCD = ABCO 4- BADO + ACDO + CBDO 
etoeis. ®ie 15 3iäume, in beten einem bet ^unrt liegt, 

nac& ber in §. 6, 3 angegetenen Sffieife burd^ Bier, brei, jroei, 
■et Sud^ftaben A, B, C, D bejeiiinet, bie abfotuten SJert^e bet 
ÜEettaeber ber Kei^e na^ trnrc^ i, S, y, ß, «. SßJenn nun O 

ifiaum (ABCD) liegt, fo finb alte S^etroeber Bon einerlei @inn, 
an ^at ber 3lnft^ouung gemäß T=Ö-}-y + (S + «. ®e^t 
en iRaum (ABC) übet, fo we^felt boS Setroebet ABCO fein 
;, unb man ^ot in Ueberetnftimmung mit ber atnf^ouung t = 
\~ r + ß -\- "■ @f^t au« {ABC) in beu SRaum (AB) über, 
ifelt BADO ba« ^tiäjtn , unb man ^at bet älnfc^auung genüg 
■S — y-\-ß-ir a. Oel^t ouö (AB) in ben {Raum (A) Übt 
ifeJt ACDO baö 3ei(^en unb man %ai r = — S — ■/ -~ ß -^ 
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fo ba§ bic aufgcftcütc ©Ictd^uftg in aöen ^äUm mit bcv Slnfd^auung 
in Ucbctcittftimmung bleibt. 

' Slnmcrlung. S33enn iitgbefonbcrc bcr $unct ba^ Scntrum ber 
bcitt 2:etracbcr ABCD cingefd^riebenen Äugcl ift (§. 3, 12), tocntt bcr 
9iabtuö biefer Suget r Sängencin^citen, unb bie ben @j>iftcn A, B, C, D 
gcgenübcrliegenbcn gtäd^cn beö SCctraeber« a, h, c, d Duabrateiul^citen 
l^aben, fo ift*) 

SBcnn man burd^ r^, r.^, r^, r^^ bie SRabicn ber ben JRäümen (CBjD), 
(ACD), (BAD), {ABC) cingefd^riebettett Äugeln bejeid^net, fo erl^ätt man 
Auf biefclbc SSBcifc 

^ = H — a + * + ß + ^)^if ^' r ti). 

333enn bem 9iaum {AB) eine Äuget pd^ einfd^reiben tagt, bereu SRabiuö 
burd^ rg bejeid^nct toirb, fo ift 

u» f. tt). 5lu« biefen gormetn finbct man 

7 = r + r + r + r'"-^-^"^ 

r r^ r^ r^ r^ 

16» Säte man bei einem j)tancn ^ol^gon bie rechte unb linfe 
(Igelte unb bunitc) Seite feineö Perimeter« unterfd^eteet C^JIanim. §. 9, 
10), fo l^at man bei einem ^JJot^eber bie äußere unb innere ©cite 
feiner Oberfläd^e ju nnterfd^eiben. Um bie Slnfd^auung ju unterftüften, 
überjiel^e man eine Seite ber Öberfläd^e (bie Slufenfeite) ganj mit 
l^eHer garbe, inbem man bon einer glad^e beö 5)3ol^gon« auf eine f otgcnbe 
über bie gemeinfd^afttid^e Äante fortfd^reitet, unb laffe bie anbre ©eite 
ber Dberfläd^e (bie 3nnenfeite) bunfel. SBenn eine gtäd^e be« ^ol^* 
cber^ au^ 2fi^tix bon t)erfd{^iebeuen 3^^^^^ beftel^t, fo trete man beim 
Uebergang au« einer gefärbten ^zUz in eine entgegengcfefet bejeid^nete 
gugleid^ auf bie anbre ©eite ber gläd^e über unb fefee bafetbft bie gär^» 
bung fort. Unter ben ^ol^eberu, iDeld^e fid^ fetbft fd^neiben, giebt e« 
iebod^ QiVi6i außerorbenttid^e (bon 2Röbiuö entberfte), bei benen bic 
äufern unb innern ©eiten i^rer Dberflä^en fid^ nid^t unterfd^eibeu, 
bergeftatt ba| nad& aSoöenbung ber Dorgefd^riebencn gärbung ein fotd^e« 
q?oC^eber auf beiben ©eiten gefärbt ift.***) 

Sei jebem ^ot^eber, ba« ni^t ju ben aWöbiu^^fc^en gehört, lönnen 



*) Sag ränge sur le pyr. 24 (Mem. de Berlin 1773). 
**) ©tciner in ®crg. änn. 19 p. 93 unb (Srcttc 3- 2 p. 97, 
♦*♦) SRO bin« l^at in ben SBerid^tcn ber @ä*[. ®ef. b. S. 1865 p. 31 bicje @n^ 
bc(fung mitgetl^citt unb bie fotgenbcn @ä§e beriefen. 
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au^^t, m\> eine belteMge @tre(fe bitr^ MN Bejei^nei mhh, fo gitt 
bie (^fekl^ng ber Zettaeber 

IfiVÄP = MNÄB + lfl^.4C + MNÄD 

aßgemein, toenn man bie j^etraeber Don etnerfet Sinn (§. 6, 11) mit 

gleichen ^üi^, unb bie S^etraebet Don entgegengefe^em @inn mit ben 

cntflcgcngefe|ten ^tidftn nimmt.*) 

»etoci«. 3ic^t man burc^ N bie mit MÄ jjaraüele (Serabc, 
jif- rod^t bie ebene ABC in O fd^ncibet, unb bie !£)ia^ 

A jr -/ gonalc ^E be« ^Parattetogrannn« CABE, fo ^at 

^i v \p /j\ raö« «0* aSarignon'« 8e^rfa% (?Ianim. §. 9, 8) 
\cU/Lj OAB + OAC= GAE 

"^i^^J^—V f^'fl^^^ f"^ ^^^ ?^ramiben Don gteid^er ^ö^e 
A ^-- ^ MOAB + Jlf OilC = MOAE 

bcren 3ei(!^^en nad^ ben ^eic^en ber S>reiede OAB, OAC, GAE bcftinmit 
loerben. SRun ift MGA = MNA, vu f. »., alfo au^ 

JfAT^JB + MNAC = IfZViäE 

@ben fo f)at man in Sejug auf bad ^ataHetogtamm DAEF 

MNAE + MNAD = JlfiV:4P 

ballet buvd^ Slbbition 

MNAB + ifiV^C + MNAD = Af^:AP 

15. gür bie burd^ 5 ^unde beftimmtcn S^ctraeber, u>ete^e il^rcm 
©inn gemäg t)ofittb ober negattb fmb (14), gilt bie ®Iei(i&ung **) 

ABCD = ABCO + BADO + ACDO + CßDO 

Sctoei«. ©ie 15 SRäume, in bereu einem ber ?unct liegt, 
»erben nad^ ber in §. 6, 3 angegebenen SBeifc burd& bier, brei, iioei, 
einen ber SSud^ftabcn A, B, C, D bejeid^net, bie abfoluten SBertl^e ber 
obigen Jetraeber ber $Reil&e nad^ burd^ t, ö, y, ß, «. SEBenn nun O 
in bem 5Raum (ABCD) liegt, fo finb alle 2ietraeber bon einerlei ©inn, 
unb man l^at ber änfd^auung gemäß T = 5-fy + /5 + a. ©el^t 
O in ben $Raum (ABC) über, fo tocd^felt ba« Xctraeber ABCG fein 
3eid^en, unb man l^at in Ucbcreinftimmung mit ber Slnfd^auung t = 
— ^ + y + /5 + a. ©el^t au« (ABC) in ben 5Raum (AB) über, 
fo loedf^felt BADO ba« Beid^en , unb man l^at ber Snfd^auung gemäß 
r«, — ^ — y-f./54-a. (Stift au« (AB) in ben 5Raum (A) über, 
fo loed^felt ACDO ba« 3eid^en unb man l^at t = — 5 — y — ^ + or, 



♦) 2Rö6tu« ^mt §. 63. , 

♦♦) aJtöbiu« hax\)c. (£atc. 20. 33erfl(. SWoiige J. de l'Ec. polytCah. 15 p. 68. 
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fö ba§ bic aufgeftcüte ©(ctd^utig in allen gäücn mit bcv Stnfd^auuna 
in Ucbereittftimmung bleibt. 

Slnmerlung. SBenn insbefonberc ber 5ßunct O baö Sentrum ber 
bem Jetracber ÄBCD cmgefd^rtebenen Äuget tft (§. 3, 12), toentt ber 
9?abiu6 btefer Äuget r gSngenetnl^citeu, unb bte ben @t)ifeen A, B, C, D 
gegenüberliegenbcn gtäd^en be« 5Cetraebcr« a, h, c, d Duabrateinl^eiten 
l^aben, fo ift*) 

T = -J(a + 6 + c -|- d)r 

SBenn man burd^ r^, r.^, r^, r^ bic SRabien ber ben SRäumen (CBD), 
(ACD), (BAD), {ABC) eingefd^riebenen tngetn bejeid&nct, fo er^ätt man 
auf biefetbc SBeifc 

t = \{— a + * + c + d)r^, U. f. ti). 

aSJcnn bem 3Jaum (AB) eine Äuget fid^ cinfd^reiben tagt, beren SRabiuö 
burd^ r^ bcjeid^net tt)irb, fo ift 

T = .J(a + & — c — d)r^ 

u. f. tt). Slu« biefen gormetn finbet man 

^ = - + i + i + -, u. f. ti).**) 
r r^ r^ r^ U 

16. äBie man bei einem ))Ianen ^ot^gon bie redete unb (infe 
(l^cttc unb bunlle) ©eite feine« Perimeter« unterfd^eibet (^tanim. §. 9, 
10), fo l^at man bei einem ^^ot^eber bie äußere unb innere Seite 
feiner Dbcrftäd^c ju unterfd^eiben. Um bie Slnfd^auung ju unterftfifecn, 
überjiel^e man eine Seite ber Oberfläd^c (bie Slu^enfeite) ganj mit 
l^eöer garbe, inbem man bon einer gtäd^e beö ^ot^gon« auf eine fotgenbe 
über bie geraeinfd^afttid^e Sante f ortf d^reitet , unb laffe bie anbre ©eite 
ber Dberfläd^c (bie 3nnenfeite) bunfet. SIBenn eine gtäd^e be« ^ol^* 
cberö au« ä^ö^n bon öerfd(^iebenen ^tiiitu beftel^t, fo trete man beim 
Uebergang au« einer gefärbten 3^0^ *« ^^^^e entgegengefe^t bcjeid^nete 
jugteid^ auf bie anbre Seite ber gläd^e über unb fe^je bafelbft bie gär* 
bung fort. Unter ben ^ot^ebern, njeld^e fid^ fetbft fd^neiben, giebt e« 
iebod^ aud^ au^erorbenttid^e (bon 3Kftbiu« entbedfte), bei benen bie 
öu^ern unb innern ©eiten il^rer Dberflä^en fid& nid^t unterfd^eiben, 
bergeftatt bag nad& SSoIIenbung ber Dorgefd^riebenen gärbung ein fold^e« 
5Poti)eber auf beiben ©eiten gefärbt ift.***) 

Sei jebem ^ot^eber, ba« nid^t ju ben SKßbiuö'fd^en gel^ört, lönnen 



*) ?agrange sur le pyr. 24 (Mem. de Berlin 1773). 
**) ©tcincr in ©erg. Sinn. 19 p. 93 unb Srcttc 9. 2 p. 97. 
♦♦♦) a»(5biu8 l^at in ben «ertöten ber ©äd^f. ®ef. b. 2B. 1865 p. 31 biefc (Snt^ 
bccfung mitgctl^eift unb bie folgcnbcn ^^t beriefen. 
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feie ÖMifimM %lä^m fc«n^ i^ fctincto f« oslgdräd 

)Cfec AÖiite Ott €eil( »eit jiea felgottti glä^oi tatgt 

bcöife aifäii (0cftk ber fiaatcn;. Xojh ift e« erfoi 

ttn^nA, feag bd atlot S^t^ kie Untbre^BSgai. vcfa^ 

Köife ber Perimeter ongtjctgt tveiboi, f^ onf etnalrt < 

dun ftr^atbe Stttaäfter dacrlet Sionrt fint. Sont j. 

cfcn liie ISOm A, B, C, D^aob äat g(ä(^ bcffcC 

ontgekindt Dtrfe, fo mag bic bnn^ bic ^nnctt ^, B 

3U(^ fecn attfbnuf £Ji) (nü^ ^£Z); ei^a&en, bamit 

gm ABC, BAD für onftcn auf bat glöt^ ft^bc 2 

td Sinn« ftnb; ben öbrigen ^(ät^n gebüiirat bic 9 

6:£I>. 3n ba 2:^at ^ bic bnidt^ A anb £ b^renite : 

bct ^Üä)t ABC bcn aaebnuf AB, aU €citc bn g 

«ttgegengeftfiteD 9ti0bni(f B^, o. f. u., fo bag bcm @i 

genügt ift. tM glSi^en cinee bur^ bie gleidfiett nnb )» 

AA', BB', CO bcßfainntcn ^tiema ^twn bie bcm ®i 

eirtftned^ben auttröde ^BC, ^CC^', CßB'C, B^l«^., ^.o^. 

U. f. W. 

£)te $^atntbe, benn Safid eine 3lä<^e beS ^oll^ebert anb becen 
@;ti^ ein beliebiger funct be« 9Iaume« iß, ^be einen ))ofitiDcn ob« 
einen negatiufn ©ert^, je noi^beni bie ®pi%i auf ber innern (banleln) 
cbet auf ber äufiem (^eOen , gefärbten) ©eite ber giäcfee ließt. Unter 
biefer 93Drau«fe$ung ift bie ©umme ber $^rantiben, uxlc^ eine gemein^ 
(c^aftltc^ ©{itfie ^aben , unb beren Safeu bie g^ä^n einee $cl^berd 
finb, von beut Ort ber @))i^e unabhängig. 

Seniet«. aßan bejeic^ne bit $^ramiben, beren :Oafen bie glS^en 
a, b, . . be« ^ot^eberS unb beren ©ptfeen bie beliebigen ißuncle 0, P 
flnb, biirdS Oa, Oh, . ., Pa, Pb,,., unb bie glätten bur* i^re Peri- 
meter j. iÖ. a bur(^ ..IBC . . fc , bafe bem ®efefe ber flauten genügt 
B?lrb. ffiJenn bie Differenj Oa — Pa xn^t uerfc^itiinbei, roenn alfo bie 
iSbene ber gtäijie a oon ber ©eraben OP in G gefe&nitten ttitb, fo ift 
a = CUB + QßC + . , (?£anim. §. 9, 10), unb no^ SKultiplica'- 
tion mit bem 3ten S^beil ber ^üift ber $^ramibe 
Oa = OQJB + OCiBO -\- . . 
Pa = POAB + POBC + . . 
9Iun ift Oa—PQ,= OP, OQA—PCU^OPA, OQAB — PQAB 
= OPAB, folglich 

Oa — Pa = OPAB + OPßC + . . 
S>ie Summe aller SDifferenjen Oa — Pa + 04 — Pi -i- . . ift 
bemnai^ ber ®umme ber Setraeber g(ei^, ttefd^e ju gegenüberliegenben 
Rauten bie gemeinfc^aftlii^e ftante OP unb \t eine ©eiie ber ^ol^gone 
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ffaitn, mlä)t bie gläd^en bc« ^ot^'ebcr« finb. 9iad^ bem ®cfcfe ber 
ganten lommt aber in btefer Summe neben jebem iCetraebcr »ie OFAB 
anö) ba« entgegengefeltc OPBA t>or. 5ltfo' üerfd^tov^bet bie (Summe 
ber ©iffereujen , unb bie Summe ber ^i^ramiben Pa -i- Fb -i- . . ift 
ber Summe Oa -{- Ob + . , gleid^. 

Slnmerfung. SBenn ba« ^ot^eber ju ben au^erorbenttid^en (5D?ö^ 
Biuö'f^^") a^^ö^t^ f^ tommt in ber Summe Oa -f 05 + . . jicbe ^Ij- 
romibe jmeimal bor, einmal ^)ofitib, ba« anbremal negatib, unb bie 
Summe berfd^minbct ibentifd^, 

17* 'ä^ie bon bem Ort ber Spifee unabl^angige Summe Z bon 
^ijramiben Oa + Ob + . , (16) ift bei einem ^ol^eber, beffen Ober^ 
pc^e \x6f fetbft nid^t fd^neibet, bem SSotum bc« ^ol^eber« gteid^. 

Söetoei^. (Sine ©erabe fd^neibet im Slßgemeinen eine gerabe Stn^» 
ia^ gtäd^en eineö ^ol^eber^, beffen Dberpd&e \i6) felbft nid^t fd^nei* 
bet, j. 39. ber JRei^e nad^ bie gläd^en /j, Z^, f^, . . in ö^, 0.2, G^, * -- 
SBäl^tt man bie @))ifee auf berfelben Oeraben fo, bag 0/^ eine ne^ 
gatit)e ^ßijramibe ber Summe 27 ift, fo ift Of^ l)ofitib, O/g negatib, 
u. f. m. Sin unenblid^ Heiner 9taum auf ber äußern Strede OG^ ge* 
^ßrt JU aßen $^ramiben Of^, Of^, , ., bereu e« eine gerabe Slnja^l 
giebt, unb lommt bemnad^ in ber Summe E nid^t bor. (Sin unenblid^ 
Heiner 9?aum auf ber innern StredEe G^j G^ gel^ört ju allen ^^ramiben 
Ö/2, 0/3,.., beren ed eine ungerabe ^Inja^I giebt, unb ift bemnad^ 
ein einfad^ pofitioer Seftanbtl^eil ber Summe S\ u. f. ». SUfo um^ 
faßt bie Summe S atte Steile be^ innern 9taumed (unb nur biefe) 
einfad^ ))ofitio. 

25a« SSotum eine« mel^rieüigen $oti)eber«, beffen Oberfläd^e fid^ 
fclbft fdj^neibet, toirb burd^ bie angegebene Summe bon ^Ijramibcn be^* 
finirt. 3. S. für bae bon ben Dreieden ABD, BCD, CAD, GBE, 
BAE, ACE gebilbete fünfetfige ^e^aeber finbet man 
ba« aSolum ABCD + ACBE = ABCD — ABCE, 
inbem man bie S:pifee ber ^45^ramiben in A annimmt ; 

ober FABD + FCAD + FGBE = AFDB + ADFC 

— FBCE, wenn man bie S^)ifee ber $^ramiben in ^^ 

ben iDurd^fc^nitt F ber Sante AE unb ber gtäd^e BCD _ 

berlegt. 

gür ba« ad^tedtige §ejcaeber, loeld^eö bon ben l^ol^Ien 95ieredEen 
ABCD, D'C'B'A\ unb öon ben SSieredfen ADD*A\ DCC'D\ CBB*C\ 
BAA'B' mit fid^ fetbft in E, F, G, H f(*neibenben Perimetern gebitbet 
ti)irb, finbet man ba« SSotum 
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günftc« ^u^. «Stereometrie. 



ÖABCD + 0D*OB'A 

+ OADFH -i- OHFE + OED*Ä* 
+ ODCF + OFGE + OEOCD* 
+ OCß^F + OFjBTGf + OOB'Cy 
+ OB^Ä + O^EG^ + OGEA*B' 

b. i. bic Summe bcr bciben äußern 3^0«" bcrmhtbert 

um bie {mifd^^enUegenbe ^t\iz, 

Sinmerlung. SEBenn bie planen ^ol^gone a, b, 

c, . . (jerftreut ober berbunben) gegeben finb, unb jebe« 
^ berfetben auf einer ©cite tejeid^net ift, fo baß eine 

$^ramibe, bereu ©afi« bad $o%ott ift, einen pofi* 
üben ober einen negatiben äBert^ i)ai, je nad^bem ber @)}i^e bie nicifU 
bejeid&nete ober bie bejeid^nete Seite ber ßbenc jugelel^tt ift, fo ffat bic 
©urnme ber ^^ramiben Oa -}- Ob + Oc + . . entmeber einen üon 
bem Ort ber @})i^e unabl^ängigen SBertl^, ober fie erl^att einen 
fotd^en nad^ ^'^^i^föfl^^Ö ^^«cr beftimmten ^^ramibe Op, 3n bem tefetcrn 
gaße bleibt bie in ©etrad^t gezogene ©ummc Oa -}- Ob -^^ Oc + , . 
unberanbert, toenn bie @})ifte O auf einer @bene bon beftimmter ©teüung 
(paxaM mit p) fid^ belegt.*) 




§. 9. Kubatur ber Äuget unb anbcrcr Ä5r})er. 

!• !3Da« 3Solum einer Äuget betragt | bc« umgefd^riebenen S^tin* 
berö, beffen Safi« ein ^autJtlrei« unb beffen ^ö^e ein 2)iameter ift. 
25a]^er**) 

SSotum ber Äuget = | §au))ttrci«ftäd^e X S)iameter 

= 1 7E Subifrabien 

Setoei«. SBenn ba« Quabrat ^BCZ> um bie Slje AB rotirt, fo 
befd^reibt bie Seite CD einen SRotation^ci^Iinber , bic ©lagonate AC 
einen SRotation^Ieget, ber eingefd^riebene Srci^quabrant BD eine ^alb* 

luget. Srgcnb eine Sbene, toetd^e bie Slfc AB nor*» 
mat in E fd^neibet, fd^neibet bie brei gtäd^en in con* 
centrifd^en greifen, bereu 5Rabien EF, EG, EH finb. 
5Run finb bie SBinfel CAB, BGA, EGA gleid^, atfo 

EG = AE] \>af)tx EG^ + ^^^ = ^E^ + Em 

= AH^ = AD^ = EF^ md) bem $ijt^agoreifdfren 
Safe; fotgtid^ bic Summe beö tegetfd^nitt« (Tt. EG^) 
unb be« Sugetfd^nltt« (jt . ElP) gteid^ bem ß^Iinber:* 

*) aKö6iu8 @tatif 56. SScrgl. ^ianim. §. 9, 11 unb §. 10. 8. 
**) S)ie S(u«meffung be8 SSoIiim« ber ^ugel unb il^rcv £)berf(ä<ä^e (luSbrutf ber* 




§. 9. C^nBatwr ber Äugcl nnb anbercr Äßi^cr. 
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fd^nitt (7t. EF^). SSctfll. ^lontui. §. 13. Su« ber für otfc Qucr^ 
fc^nittc b€r brei Äör^jcr, bc« Segcfe, ber $alb!uge( unb bc^ 5^^«^^^^ 
gcltcnbcn ©tcid^ung fd&ttcgt uion naäf §. 8, 8, bag bic ©ummc be« 
SegeU unb ber ^alblugel bem Si?Iinber glei^ ift. ^m beträgt ber 
^egel i be« S^Önber« (§. 8, 10), atfo bie ^atbluget | beffetben, u. f. tp. 

2. ©a« ©tfid einer gtäcä^e toetdöe« burcä^ eine ebene begrenjt 
»irb, l^eift eine 3one (fwviy, calotte). 2)er SRaum, toeld^er bon einer 
3one unb öon ber fie begrcnjenben Gbene eingefd^Ioffen toirb, l^eigt ein 
Ä5r})crfegment. Unter einem Äugetfector toirb ber I^eit be« 
Sugelbolum« öerftanben, toeli^cn bie Sugel öon einem concentrifd&en 
$Rotation«egeI abfd&neibet. ©agitte eine« ftrei«*©ogen« ]^ei§t 
(jxaäf bem ©ebrauc^ ber Araber) bie ©trecfe jtoifd^en bcn SDiitten be« 
©ogen« unb feiner ©el^ne. ©benfo toirb unter ber ©agitte einer Äuget* 
Jone ober eine» Äugelfegment« ober eine« Äugelfector« bie ©tredc 
Xtoifci^en bem fjj^ärifd^en unb plantn Sentrum be« Greife« »erftQuben, 
njetd^cn bie Sugel mit ber ebene ober mit bem 9totation«!egcl gemein 
ffat ©tüde toon gläd^en unb Äör})ern, bie jioifd^en jtoei glSd^en, in«* 
befonbere jnjif^en jtt)ei paxaUüm ebenen entl^alten finb, »erben eben* 
foU« ^omn unb ©egmente genonnt. 

ein Äugelfector beträgt | eine« S^Iinber«, beffen ©afi« ein 
^att}>tlrei« unb beffen $)ö]&e bie ©agitte be« ^getfector« ift.*) 

©ctoei«. SKan ergänje ben Srei«fector ABE ju bem Quabran* 
ten ÄBD, conftruire ba« umgefd^riebene üuabrat ^ c 

ABCD mit ber S)tagonate AC^ unb jiel^e ju AB 
bie $«ormalc EF, »eld^c AC in O, CD in H 
fd^neibet. ©er burd^ SRotation be« Srei«fector« 
ABE um bie Slje AB befd^riebene Sugelfector, 
beffen ©agitte BF x\i, mcrbe burd^ {ABE) be* 
}eid^net. eben fo bejeid^ne man ba« burd^ 9tota* 
tton be« Ärei«fegment« FBE \xm bie Sfje FB befd^riebene Äugelfegment 
burd^ {FBE), u. f. »• Slu« ber in (1) aufgeftettten (Sleid^ung für bie 
Ouerfd^nittc ber brei SBr^jer {ABD), {ABC), {ABCD) fd^Iiegt man nad^ 
§. 8, 8 bic ©leid^ung ber SSoIumc (FBE) + {FBCO) = {FBCH), 
folgUd^ ift 




felben burd^ bie %ia6ft eine« ^au^ttreifed) gel^Sct la ben glän^enben Setflmtgen bon 
ar((^imebe«, unb ifi entboUcn in beffen @d|^rift Ü6er Äugel unb (S^linber I, 37. 
Suget unb (S^Unber n>aren be91^db auf §(rti^imebe9' Grabmal ju *@t^racu9 gefetzt; 
an biefen Äennjeld^en Ijiat Stcero baffelbe toieber aufgefunben (Tusc. Qu. V, 23). 2)er 
biet gegebene SBetoet« be« obigen @otJc« fd^cint juerft in Segnet'« 3lnfong«gr. b. 
mat\). (§. 581 b. 2ten Slufl. 1773) t)oautommen. 

*) ^u« 3lr(3^imebe« ,^gel unb dr^l 1, 50 abgeleitet. 
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238 Sfinftcd 9ii4. €ftereoinetric. 

{FBE) «e (FBCH) — (ÄBQ + (:AFG) 

SBegett bed 3^f^^^^^<^^fl^ ^^^ Sofen l^at man ferner bie ®fei(^ung 
ber fteget 

(^FE) = {ÄFH) — (ÄFG) 
S)ur(^ Slbbttion btefer @teid^nngen finbet man 

(ABE) = (FBCH) — {ABC) + {AFH) 
= (FBCH) — (FBC) 
= |(Fi?ClO 

!Denn bie fteget (ABC) unb (i4FJf) l^aben glcid^e »afen; bcr Äcget 
(FBC) f)at mit bem fi^ünbcr (FBCB) bie Saft« unb bie ^ol^e gemein. 
älnmerlung. äßenn ber 9tabittd r, bie ©agitte s Sängenetisl^^ 
ten ffai, fo ffat ber Sugelfector ^Ttrh SubSein^eiten, ouc^ in bem gaffe 
ba§ bie @agitte ben 9tabittd übertrifft. S)ann ift nam(t(^ ber Sngd^ 
fector bie Differenj be« Äugelbolum^ unb be« Äugelfector«, beffcn <Bü- 
gitte bie gegebene @agitte gu einem SDiameter ergSnst. 3n ber Zl)at ift 

SBenn bie ©agitte ein IDiameter toirb, fo gel^t ber Äugelfector in 
ba« 3Sotum bcr gangen Ängel, unb litrh in ^nr^ über. 

3. SBenn bcr JRabin« bcr Ängel r^ bie ©agitte 5 gängenetnl^citcn 
f)atf fo beträgt ba« Sugetfegment nrs^ — {ns^ Subif einleiten.*) 

^ekoeid. S)ie in (2) aufgefteate ©leic^ung 

(FBE) = (FBCH) — (ABC) + (AFQ) 

gibt fofort für baö gefu(^te S5oIum nr^s — ^nr^ + -J;r(r — 5)3 b. i. 
nad^ arttl^mctifd^cr Snttoidelung nrs^ — Ins^ ßubileinl^eiten. 

aSBenn bie ©agitte ben JRabiuö übertrifft, fo ift ba« Segment bie 
Differcng be« ÄugelDoIumö unb bc« (Segment«, beffen Sagitte bie ge*» 
gebene ©agittc gu einem ©iamcter erganjt. ©« ift aber 

-Jjrr^ — nr(2r . — s)^ + -3^(2r — s)^ = nrs^ — \7cs^ 

Slnmerfung. ^uf bem angegebenen Sßege bietet fid^ aud^ bie 
©teid^ung bar (AFED) = (AFHD) — (AFG), an^ bcr man unmit^ 
telbar für ba« jmifd^en einem §)auj)tlrei« unb einem ^arattellrei« ent* 
l^altene ©egment nrH — ^jth^ Subifeinl^eiten finbet, njenn bie Sentren 
ber Sreife einen Slbftanb bon h gängeneinl^eiten l^aben. 

4. 5Da« jloifd^en irgenb gtoci Greifen cntl^altene ©egment einer 
Äuget ift bie !I)ifferenj bon gtijci Sugelfegmenten, bie im aügemeinen 



') %xä}mt\>t9 Äugel unb (£^(. II, 3. 
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itad^ (3) berecl^nct »erben, aßenn bic ©agitten ber (entern * unb t 
Sängeneinl^eiten f)ahtn, fo betragt bad ^ugelfegtnent 

(Subileinl^eiten. 

SEBeun ftatt ber ©agitten OC unb OD bereu SDiffercnj « — « = ä 
uttb bie SRabien CC = a, DD' ^ h ber Greife 
gegeben finb, {loifd^en benen bad jtugetfegment ent« 
^laiitxi \% fo ^ai man 

^3 _ ,3 ^ ä3 + ^Uh 
r{t'^—8^) — ^^{t^ — s^) = r(/+5)Ä — «SÄ— -Jä3 

^un ift naci^^bem ^^tl^agoretfd^en ®a^e 

2r5 = 0C2 ra a2 + «2^ 2r< = OD*^ = 52 ^ ^2 

folgltd^ 

2r(« +'5) — 2ts = a2 + ft2 „i^. j^t 

unb ba^ ^ugelfegment 

^r(«2 _ ^2) _ .l^(^3 _ ^3) ^ |j;j(ö2 4_ ft2)Ä + |,rÄ3 

3ft OE ba« arit^metifd^e SKittel ber ©agitten OC unb OD, unb 
EEf normal )u 0£ bt« an bie Oberfläche gejogcn, fo foß ber Ärei« 
ber Sugel , beffen Sentrum E unb beff en SRabiu« EE* — q ift, feiner 
Sage ttjegen ber SKittelfreiö beÄ Sugelfegment« genannt loerben. 
STOan ^at aber na($ bem ^ß^t^agoreifd^en ©afee 0E,2r == OJS'^ == OE'^ 
+ EE'\ atfo 

r{t -f 5)= ^2 ^ i(f ^ 5)2 
r(< + 5) — te = ^2 ^ 1^2 

SDal^cr ift Da« Äugelfegment*) 

;jr(f2 _ 52). _ .l^(^3 _ ^3) «== ^^1h 

©ie lefetc gormel lel^rt, ba§ Segmente öerfd^iebener Sugetn gleid^e 
SSoIume l^aben, loenn il^re SKittelfreife unb ii^re ©agittenbifferenjen 
gleic^^ pnb. 

5. S)a« jtoifd^en ^jarattelen ßbenen entl^aöene ©egment einer be=^ 
tiebigen gcrablinigen gläd^e fann burd^ jmei S^linber unb einen 
Äegel au^gebrüdt »erben. 3^'f^^« ben ^jaratteten Sbenen conftruirc 
man fomol^t bie S^tinber, bereu ©afen bie auf ben jjaraUelen Ebenen 
licgenben gtad^en be« Segmente finb, ate aud^ ben ber gerablinigen 
glädj^e beigcorbueten Äeget, beffen ©jji^e auf einer ber ^jaraUelen 
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♦) ©inf^ott« CrcHc 3. 44 p. 375. 



gün^ct Su^. @t(noinctiit. 

t Stantm bet Jßetl^e m^ mit ben ©eraben ber 

itlel Tinb. Eoe bcppelte fiörjjerfesinenf ift bit 

nbet TKtminbert um beii beigeortmeten ÄegeL') 

cptrfegmetit fei (egrenjt Don btn ^Dteteden ABC 

iraUefogramm ACDE unb Don bem parabclois 

bifc^en Sßierecf baed, befffn ©erabe mit 

ber ebene BCD paiaM finb (§. 1, 8). 

j Stgänjt man baffelbe ju bem ^ßrtSma mit 

ben potflHelen Äanten C/>, ^E, BF, fo er« 

feinen bie ©eraben be« paraBotoibift^en 

SJieredS aU IDtagonalen Don l^aiaUtU)' 

gtammen, to'tt pqr», in benen bae ^riSma 

„ buri^ Sbenen geft^nitten wirb, bie mit 

BCDF parflllet finb. Ku« ber §aI6ininfl 

■nfc^nitte burc^ i^re S>tagonaIen fc^üegt man 

iriema burt^ bae porobotoibift^e SBiered BAED 

t man ben Stbftanb ber ©eroben DE ton bet 

ift bas Prisma = ABC.k, fotgtic^ ba« gege^ 

iABC. h.") 

rfegment fei Don bem ^atallelogtamm ACDE, 
ceden CBFD unb BAEF, enbli^ Don ben par« 
lelen ©reiecfen ABC unb DP-E eingeft^Ioffen. 
gdenbet man bad ^tidma mit ben paraQeten 
mten CD, AE, OF, beffen ^^^ h ift, fo toirb 
8 gegebene fflSrperfegment in "S^ziU Don beTann< 
; 9(tt jerlegt, unb man erhalt fein $o(um 
: ^ABQ. Ä+ iBCG.Ä+IC^e. A + ^DEF.A. 
un ift ABG + BC& + CAO = ^BCf (ißta- 
m. §. 9, 9). atfo ift baS ÄiJrperfegment 

-■ ^JABC + DEF)h. 

r« SBr))et|(gmtiite , btc ijuin ü'^iitit, iß von SUtitr 
U, 102. 155. IS9) bur* 9tt*nun8 ODUbrar^t ttocbui. 
unb abUitiiitg ber gOBonnentii gotmtfn wurbt Oun 
Je 3. 18 p. 275 unb STieiicr Sf6t|ae ber ©tereomttrie, 
;t St^iu ä p. 32). Xije oben betrai^ttKii ficltpevlegniente 
: anft^aulidie unb untfaffoibe Srt San @teintT cuHtt 
p. 27.'>. Strgl. Brit Entte 3. 25 p. 139, augne 
t @<6Tu6 bielta ^amaraliS*!'- 

: i(l ton Xinftau 1780 (Mön. de Math, et Phys. 
nteflialiettnung, »on aileiec Öitf(& o. a. O. 181 tie- 
I erlennt ouf Bem onflejeiattn ätetgc, boß ein Zelratb« 
tved ^Ibiit wirb, tceK^ee gegtnÜbcTlitgtnbe fianicn be3 
:nb(ii Seiten t^it. 3' %- bae SettatbtT ABDE witb 
t(d ABDE tialbirt, weil feine @*nitte toie; pg'M', bie 
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aaScnn nun ein S5r^)erfe8ment öon ben j^arabolotbifd^cn SSiererfen 
ACFD, CBEF, BADE unb bcn püxaUtUn ©rciecfeu ABC unb DFE 
cingefd^Ioffen n)irb, bcrcn 5l6ftanb k ift, fo jiel^e man burd^ F paxaUd 
mit DA unb Ei5 (Scrabe, toctd^c bic gbenc ABC in G mt H 
fd^neiben, unb conftruire baö t)araBolotbifd^c SSicred BGFE, beffen ®e^ 
rabc mit ber Sfcene F(?i7 jjaraiOfet finb. ÜDa« j, 

ton bcn ^)arabpIoibifc^cn 33icrecfen CBEF ^^ 

unb J^ö^FE unb Don bcn ÜDrcicifcn OCF b/^—J- 

unb OBC cingefd^toffenc Sör|)crfcgmcnt tft f T 

= ^QBH, h + \BCH. h 4- ^CGH. h ' / / / 

— ICGH . Ä = {BCG. h — ^CGH, h. / / J^ \ \ 

gerner ift bad bon bcm ^araficfogramm / (/y\\ \ 
GADF, bcm }>arabolotbifci^en »icrcd ACFD . / J/' \ \ 

unb bcn S)reicden Cö^i^ unb CAG eingc^ /yh~~ "^\ 

fd^roffeneSört)crfc8mcnt = iC^G^.Ä. gnb^^ A^'' ^^^^^^^-^ 
(id^ ift ba^ bon bcm ^ßaraüelogramm AGFD, ^ 2 

ben ))araboIoibifd^cn aSicrcdcn GBEF unb 

BADE, unb bon ben 35Tcie(ten ^J5Ö^ unb DFE Bcgrcnjtc Sör))er^ 
fcgmcnt nad^ bcm Obigen = \{ABG + DEF)h, 35urd^ Slbbition fin* 
bct mm ba« gegebene Siirjjerfegment = {{ABC + DEF)h — \CGH. h. 
hierbei ift CGH bic SBaft« bc« ber jjarabototbtfd^en Dberfläd^e beige^ 
orbneten Äegcfö (^^ramibe). S)enn bic ©eraben, t^etd^e burd^ F auf 
bcn ©eiten GEH, HFC unb CFG ber in F gcbitbeten Sdfe gejogen 
merben lönncn, finb ber {Rcil^c nad^ !()araüet mit bcn ®eraben, burd^ 
loeld^c bic gtäd^en ber gegebenen ^)arabö(oibifd^en SSierede conftruirt 
tt)crbcn. 

Sebe^ Äi5r})erfegmcnt, loctd^eö ben ©ebingungcn beö aufgefteüten 
gel^rfafec« genügt, tagt pci^ auö cnblic^cn ober uncnbtid^ flcinen Äßr^jcr^ 
fegmenten bon ber julefet bctrad^teten 5lrt xufammenfcfch: 

6. 3!)aö einfad^ftc Sörjjcrfegmcnt; toeld^e« ju ber ßtaffe ber im 
SSorftel^enbcn cubirtcn Sör^jerfegmente gcl^ört, ift ber $^ramibe.n* 
ftumpf (tronc), ba^ ©egment einer (Sdte jwifd^cn jjaratteten gbenen, 
unb ber cbenfo ju betrad^tenbe Scgetftum|)f. J)ic ^jaraßeten ©df^nittc, 
jn)ifd^en benen ba« Äört)erfegmcnt cntl^atten ift, unb bic SSafi« bc« bei^ 
georbneten Segetö, bic burd^ a, b, d bejeid^net loerben, finb in biefem 
' %cSit äl^ntid^e giguren, fo ba^ entf})red^cnbe ©ttedfen berfetben 



mit bcn Tanten BD unb EA ^jarattcl finb, toon t^ren ^iogonalcn Ij^albitt tcerbcn. 
aWöbiu« barvc. (Sak. p. 238 unb (Steinet a. a. O. p. 280. 

g^alftcv II. 4. «itfl. 16 



tfttt 9n4- Slcnoindm. 

AC : DF : OC »ic I 
nr^aden, unb 

o : 6 : d = 1 : m' 
[töf erhalt bte gcnnel } 
BDlum ha $V^aniiben|t 
+ m*_ J(l_m)']aA_= 1(1 +1« +TO^)«A 

VC $t^Tamib< (titi ftegtls) inner^lft bei vott 
jefi^^lofftnen ®6fxä)t fi<$ f^neiben, j. 9. -/lü 
mit — m ju wrtaufc^, wie bie gigar jeigt 
S $^ratntbenfttnnt)fS ngiebt ft4 utnmttel&ar, 
te Xliffnini (©amnie) ber $^tatnib(n Utxailf 
unb beren ^i^en k^^ x anb x finb, fo bog 

A = y a : yb : ya ± yb 

$S^e geführter Querfci^nitt beS in (&) cubtT< 

du« ben beiben t)atatleten ©renjflät^n unb 

ten ffegeW beted^net metben. ajie ebene be» 

Ouerfi^nittö ^'S'C fei paxaM mit ben 

ebenen -IfiC unb DEF, nnb t^eile bie 

^ bon öEi^ bis .<1BC reit^enbe ©d&ic^t fo, 

bag ^'ö = V . AD, u. f. ». ®a« pQta» 

botoibifi^E SOieted /ICFO wirb bon ber 

t' ffibene 4'ß'C, mit weli^er AC unb fO 

patüllet finb, in ber Oetaten CA' gefc^nit» 

ten (§. 1, 8). 

■©er Ouerfi^nitt A'B'C enthält nun 

im Sßeratei^ jur Sa^S ABC ftatt be« SJrei* 

eds C^(? baö ^reietf C'A'G', beffen SBet> 

^Itnig ju Cd(? ben Sßett^ i- ^at, Weil bie 

iSBinfel ^'G'C = A6C unb bie Seite G'C 



iibn $ifi)na practica gMmetriae fol. 113, Sntn- 
itis prop. 23. gut l (1 + TO + m*) tann oui% it- 
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5Der Oucrf(!^^nitt Ä'ß'C' enthält ftatt be« !Drcie(!^ CGH ba« ol^n*» 
Kd^c ®reic(f CG'H\ beffcn 3Scr^äÜnif ju CöiS^ bcn 3Bert]& t?^ ^^^^ 

!Dcr Quctfd^ttitt A'B'C cntpt ftatt be« ©rcicd« ^1j5G ba« 
S>rcicd ^'B'6^' = G'Ä'J' + ^'J?'J' + B'G'J', ipcnn bie ebenen 
.4ßC unb A'B'C. r>on ber burd^ £ paxaM mit Z)^ gejogenen @era^ 
bcn in J nnb J' gcfd^nitten betben. !Dat)on ift ba« ©rcied G^A*J^ = 

(?^J == DEF, A*B*J' = v.ABJ, u. f. to., folglich -4'5'G' = v.ABJ 
+ t?. J5Ö^J + GAJ = V. ABG + (1 — v)DEF, 

®bcnfo ift B'a& = v.BCH + v^. CGH + v . öi?J5r == « . BOG 
— t^(l — t^)aöir, bo^er enblid^ 

A*B'C = v.CAG + v.ABG + v.BCG'{'{\—v)DEF—vH—v)CGH 
= r.^JJC + (1 — v)DEF — t?(l — v)CGir 

Säcjeid^net man bie untere unb bic o6ere OreuiPäd&e burd^ a unb 
h, bie S3afi« bc« Segete burd^ d, ben Querfd&nitt be« Äörjjerfegmente 
burd^ /, fo erl^ält man*) 

/ = qv -{- b(l — v) — dv(l — v) = b — (b -]- d — d)v -{- dv^ 

!S>i€fe gormel tel^rt, bag ber Ouerfd^itt ))erfd^iDinben tann ($ta« 
nim. §. 9, lO), »enn nömlid^ Y^f Y^' Y^ i^ einonber fid^ nid&t ber* 
l^aften^ n>ie bie leiten eined iDreiedtd, unb bqg unter aOen Ouerfd^nit^ 
ten e« einen ffeinften giebt, tt>enn d ^jofitib ift. SSergl Sllgebra §. 6, 5. 

Die gefunbene ^pxmA giebt ben äßittelfd^nitt c bed ^üxptx^ 
fegment«, n^enn v = ^, nämlid^ 

c = ^-(a + b) -^ {d 

!Durd(f JBenu^ung biefe9 äBert^ed erllält man ffir ba^ S3oIum bed cu^ 
birten Sörperfegment« ftatt |(a + 6)Ä — JdÄ bie gormel 

|(a + ft + ic)h ober ch + i^dh**) 

8. SSBenn bie gerablinige gläd^e, bereu ©egmentc unb Ouerfd&nitte 
im SSorftel^enbeu betrad^tet lourben, abtoidtelbar (döveloppable) ift b. 1^. 
an^ ptantn enbtid^en ober unenbtid^ Keinen Steilen beftcl^t, fo lann 
and) ber Perimeter eine« beliebigen Querfd^nitt« ber gtäd^e unb beö 



*) S)iefe gormcl für ben Oucrfiijnttt eine« fogenanntcn ObettSfcn ifl öon 
2:tnfeau, Äo^^c unb toon ©rijc t>m^ Ste^nuna acfunbcn twrben, o^nc bie geo- 
metrif^e «ebeutunö bon d, Wlit bem ^amtn Oitmt Ibejet^nen nämlid^ ©rij: a. 
a. O. unb Äo^pe in ber angeführten ©c^rift ein Äör^erfegment, ba« jtoiWen jtoei 
poraUelen klonen ^ol^gonen ent^oUen, übrigen« bon plonen aSieretfcn ober 2)rete(fen 
begrenjt tfl, unb ba« ftüljier unter bem ißamen $rt«moib toorfoinmt. 

♦♦) ©eometrifdb unb umfaffenb tourbe bie erfte biefer §ormeln toon @t einer a. 
a. O. betoiefen, bie ieljtere für ben ObeU«fen toon Äo^>pe in ber angeführten @d(^rift. 

16* 



246 günfits Su<t ©tneemelrit. 

xions no. 848) ©rgüniunfleflliebet ^injaflefügt, to 

faffen, baß bie ongefii^rtc befonbete Megel boS gefu 

fliebt, »Denn ber oben bur(i^ /■(»;) bejeic^nete Ouerfc^ 

tion ber ßänge a; ift, blc ben britten ®rab nid;, uutviitiai. j ■a«;»' 

mente, bie buri^ biefelbe SRegel genau gefnnben werben, finb ton 5Eot' 

ticelli, ZI). ©inn>fon") unb befonbetS eon ©teiner a. a. D. an* 

gejeiflt Ujorben. 

Um bie Zxasmtitt bet obigen iJteget jk prüfen, bemerle man, bag 
ba« Segment ä5i)ifc^en/(0) unb /{4) bie Summe bet ©egmente jiBi' 
fc^en /(O) unb f(2) unb imifi^en /•(2) unb /(4) ift. Sffienn nun f{x) 
eine fol^ie guncticn »cn x ift, ba| baS 3SpIum bee ©egmentö na^ bei 
obigen ^egel genau gefunben nlrb, fo l)at man tbentifc^ 

iirm + 4/C2) + rm 

= |[/(0) -H 4/(1} + A2)] + |[/(2) + 4/(3) + /(4)] 
/(O) - 4/(1) + 6/(2) - 4/(3) + m = 
Unter bet SJotouefe^ung /(x) = «o + a^x + aji* + . . ift abet 
rm - 4/(1) + 6/(2) — 4/(3) + /(4) ' 

= «0 

— 4oo — 4a, — 4aj — 403 — 4fl^ — . . 
+ 6«(, 4- 12a, + 24aj + 4803 + 96O4 + • ■ 

— 4flo — 12a, — 36aj — lOSoj — 324^4 — . . 
+ flo + 4a, + 16«! -I-- 64<ij -I- 256a4 + - ■ 

= 24a4 4- . . . unb »erf^lBinbet ibentifdd, wenn o,, a^, . . oetf(^(miii» 
ben, mithin /(a;) ben britten ®tab nit^t uberfteigt 3b ber Zitat fin« 
bet man unter blefer Sebingung 

m + ifm + m = «o 

-I- «« + Aa, 4- Ä^aj + A%s 
Ar 



[/(O) + 4/(^A) + /(Ä)] = Aflo + 4A5«, 4- ^A3«3 + lA*as 



etbrbltt^« bet ainalvriS j. e. aninbtna I p. S3U. 2)ie befmibett Sltncf ttsti oon 
XoTTtcetli amben »nbtn, »it^trcfli beri^ttt im ün^ng ju GnidoGrandi 
lüHtitcziooi äelle aezioni coniche, Firenze 1744. 

*) Brunacci compendio del cakoLo sublime, Milana ISIl, II p. 67. Xu 
gufl tm ^togr. bie UBIn. Sealgflnin. Scrlin 1849 p. 28 iinb CSvctlt 3- 45 p. 23f 
"*) Math, disaertatioiiB 1743 p. 109. Sie gt{ioloa'[d)e Jfiegd roiib iii^ali ji 
UttUn na(b Xb- ©impfDii benannt, Sticbtigei nennt man Sintffpn'Fi^c Sttgi 
eint anbete 9ttgel, rntti^e 3:(i. <Siin)if0n a. a. O. au« jcnci; jut annS^mbcn 9' 
retbnung be« ®tamaai ein« glätbe ob« eint« fiört)«^ o"* tiiwt SRtbtja^l » 
Outrfi^uitten abgtldtet ^at (filusel macb. St. 4 p. 1&0). 



i 



,§. 10. Ol&crpä(^^ be« Cj^Unbcr«, bc« Äcgel« «nb ber äuöcI. 247 

übetcinftimmenb mit bcr gormet; toeld^e oben <9) für ba« jtoifd^en /(O) 
unb /(Ä) entj^öltcne fiiJvperfegntcnt atißcgcbcn löurbe. 

©ef bcn in (5) cubirtcn ©cgmentcn ift /(a:) t)om j»eHen ®robc 
(7); dfo iPtrb nad) ber fonft mir annäl^crunaöiDeifc gültifleti ategcl ba« 
aSotum eine« fold^en ©egment^ genau gefitnben, \t>u @t einer geome* 
txl\6f btrect beriefen l^at. 

§. 10. Dberfläi^e be« ß^Unbcr», be» ffiegel« unb 

ber Äugel. 

L ©ie 3one eine« ß^Iinber« ittjifd^cn parattelcn (Sbenen 
tft einem ^araüelogramm g(eid^, beffen ©reite ber Perimeter eine« 
5WormaIfd^nitte«, unb beffen Sänge bie Äante ber 3one ift.*) 

©ett)ei«. @inb AÄ\ BB\ CC, . . «antcn ber S^Hnberione, fo 
beftel^t bie 3one eine« bem S^finber eingefci^iebenen ^ri«ma dM ben 
^aroflelogrammen ABB'A', BCOB*, - - j^ 

©iefe Parallelogramme finb fämmtUc^ t)on ^ ^ 

gteid^er gange {AA% t^re ©reiten finb bie Bl—^ Ä'l 




©eiten be« 5Ronnalf(ä{>nitt« be« ^ri«ma; atfo öL-J |W 

ift bie ©umme ber Parallelogramme ein ^^ ^ 

^araüelogramm öou berfelben Sänge, beffen 
©reite ber Perimeter be« 9?ormalfd^nitt« be« ^ri«ma ift. Da« einge^ 
fd^riebene ^«ma fällt mit bem S^linber jufammen, toenn e« mit il^m 
alle jtanten gemein ^at. 

3)er 5Rormatfd^nitt eine« 9iotation«c^linber« ift ein trei«. ©ei 
anbern S^linbern finb bie 9?ormalfd&nitte anbere giguren, beren ^eri* 
meter burci^ Sntegralred^nung ermittelt »erben. 

2. ©ie 3öne eine« ftegel«, toeld^c burd^ eine concentrifdjfe 
Äuget begrenjt »irb, ift einem Ärei«feäor gleid^, beffen SRabiu« bie 
Äante ber ^mt unb beffen ©ogen fo lang ift al« ber ^JJerimeter be« 
ftugelfd^nitt«.**) 

©etoei«. @inb OA, 0J5, OC, .. Sauten ber Äegetjone, unb 
burd^ eine um ba« Sentrum Befd&riebene Sugel begrenjt, fo beftel^t 
bie ^mt einer bem fieget eingefdf^ricbenen f})]&ärifci^en "^J^ramiDe a\x^ 
ben 8rei«fectorett OAB, OBC, . . . SDurd^ Slbbition biefer ©ectoren er* 
l^ält man einen Ärei«fector, beffen {Rabiu« OA unb beffen ©ogen ber 



*) ar(^imebc« (Äuget unb (£^t I, 14) i^at bie 3onc.etuc8 9?otatton«ci?Uiiber« 
htnäintt. 

**) ardt>tmebe« Äuget unb Ct?t. I, 15—17 ^onbett Don ben äonen ber 9lota* 
tiondleget. 
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lions no. 84S/ SrgÖnjungöfllieber Ijinjugtfögt, tetU^t [ofort eriainn 
taffen, bag bie angeführte befcnbeie 9Itflel baS gefugte Segment genas 
giebt, »enn bet oben buri^ /(a;) bejei^nde Qnetfi^nitt eine ganje gam- 
Sänge X ift, bie ben britten ©rab ni^t überfteigL*) ®tft^ 
)ie buT(( btefelbt 9}tgel genau gefunben ivtiben, flnb von £01= 
Zf}. @tmpfon**) unb befonbei« eon ©teincr a. a. O. m' 
»oiben. 

1 bie 3:iagtDeitt bei obigen 9!ege( ju )}Tüfcn, bemette man, bug 
;ment itoi[^en/(0) nnb f(i) bie Summe ber ©egmente äU)t= 

0) unb /(S) unb jroif^en fi2) unb /(4) ift. Kenn nun f(.x) 
^ gundion von x ift, baß ba« Sotum be« ©egmcnt« na^ bcr 
Regel genau gefunben mirb, fo l^it man ibentif(^ 

mo) + 4/(2) + rm 

■- mO) -H 4/(1) + /(2)1 + |[/(2) 4- 4/(3) + /(4)] 

/(O) — 4/(1) + 6/(2) — 4/(3) + /(4) = 
jer aJotauSfe^ung f(x) = o, + a,a; + a,x* + . . ift aber 
/CO) — 4/(1) + 6/(2) — 4/(3) + /(4) ' 

— 4o(, — iüi — 4a, — 403 — 4«^ — . . 
+ 6flo + 12a, + UOi + 4803 + 96fl4 + . - 

— 4ao — 12«, — 36a, — lOSaj — 324ii, — . . 
+ oo + 40, + !6o, + 64«, + 25Ga^ + . . 

+ . . . unb berfc^minbet ibentif^, »enn a^, «j, . . Berf(^n(tn> 
t^in /(«) ben britten ®rab nic^t überfteigt 3n bet %f)at fin- 
unter biefet Sebingung 
4/(4A) + /(A) = «, 

+ 4a„ + 2Aa, + A^aj + i*»«,, 

-I- Oo -+• Afl, + k\ + Ää«s 

-= 6ao -f 3Aa, + 2A»a, + ^h^a^ 

1) + 4/(^A) + /(A)] = Aflo + lA^a, + ^ÄSa^ + ^A^a^ 



r b« anal^flfl j. ». äßinbing I p. 230. Sie btfonbm Ktflel awt wm 
(li statten tOMbtn, Wit ^ertni btti^td im anbang ju Guido Grandi 
)m delle Beiioni coniche, Firenie 1744. 

runaoci compendio del calcolo Bublime, Milano 1811, 11 p, 67. Su- 
»roflt. bt9 am. Sealfl^mn. Berlin 1849 p. 28 unb ffreflf 3. 45 p. 239. 
ath. dissortadonH 1743 p. Iü9. Sie iKeirton'ftbt SBegcI tcitb fcefibolb Ju- 
1* Ib- ©inipion bfnonnt. SRttbtiaer nennt man ©impfon'fcbe «eoel 
;« 81m(1, TOelibe S6. ©implon a. a. D. oue jtner jur iinnäbtnit«n ©t" 
bea ©eamtntt einer glatb» ober einefl ftiJrti«« ani einer äReftrja^l Ben 
tten atsdeittt ^1 (Alffgcl matb. SS. 4 p. 150). 
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übcrcinftimmenl) mit bcr gormcl, toü^t oben (9) für ba« jiDtfdSfcn /(O) 
unb /(Ä) entl^aftcnc Sövperfcgment angegeben tt>nrbe. 

Sdtl ben in (5) cubirtcn (Segmenten ift /(x) öom jtoeiten ®rabc 
(7) ; alfo tt)irb nadji ber fonft mir annäl^erung^toetfe gültigen JReget ba« 
aScInm eine« foldjien ©egmente genan gefnnben, tt)te Steinet geome^ 
trtfd^ birect beriefen f)at 

§• 10. S)berf(a(^e be8 ß^Itttber», be8 Segel« unb 

ber Äugel. 

L Die 3one eine« S^Iinbcr« jioifd^en parallelen ebenen 
ift einem Parallelogramm gfeidji, beffen ©reite ber Perimeter eine« 
5RormaIfd^nitte«, «nb beffen Sänge bie Äantc ber 3one ift.*) 

®ett>ei«. @inb AA\ BB\ CC\ . . Äanten ber S^Iinberjone, fo 
befielet bie ^^m eine« bem S^finber elngefd^tiebenen $ri«ma äu« ben 
^arattelogrammcn ABB*A\ BCC'B', - - - j^ j» 

!j)iefe Parallelogramme finb fämmtlid^ öon ^ 
gtcid^er Sänge {AA% iffxt ©reiten finb bie JJ^-J^ 
©eiten be6 5Wormalfd^nittß be« ^ri^ma; atfo d 
ift bie ©umme ber Parallelogramme ein 
'Parallelogramm öon berfelben Sänge, beffen 
©reite ber 5ßerimeter be« 9?ormaIf(initt« be« ^riöma ift. Da« einge^ 
fd^ricbene ^ri«ma fällt mit bem Sljtinber jufammen, toenn e« mit i^m 
aQe Tanten gemein i)at 

2)cr ^Rormalfd^nitt eine« SRotation«cijlinbcr« ift ein Srei«. ©ei 
anbern S^tinbern finb bie 9lormalfd&nitte anbere gignren, beren ^eri* 
meter bnrd^ Integralrechnung ermittelt »erben. 

2. Die 3o«^ eine« Segel«, toetd^c burd^ eine concentrifc^e 
Ättget begrenjt toirb, ift einem Ärei«fector gleidji, beffen SRabiu« bie 
Äante ber 3one unb beffen ©ogen fo fang ift al« ber ^jjerimeter be« 
Äugelfd^nitt«.**) 

©etoei«. ©inb OA, OB, OC, .. tauten ber Segeljone, unb 
burd^ eine um ba« Sentrum befd&riebene ftugel begrenjt, fo beftel^t 
bie ^om einer bem Segel eingefdf^ricbenen f})^färifd^en ^^ramiDe au« 
ben Srei«fectoren OAB, OBC, . . . Durd^ äbbition biefer ©ectoren er* 
l^ält man einen Ärei«fector, beffen 9tabiu« OA unb beffen ©ogcn ber 





*) «r^imebcß (Äuget unb (S^t. I, 14) (>at bie Sonc.ctue« SÄotation«ci?liiibct« ;^ 

beved^net. 

*♦) 3lr^tmcbe« Äugcl unb (&\)l I, 15—17 l^anbelt öon beu 3onen ber 9lota* 
tiondlegel. 
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!Cet bon jtoei i>a9 (Zentrum fcer Sugel ent^c 
einem fp^ärifd&en ffiitilel Cäweied) eingefc^Ioffene ffi 
lum bec Äuget baffdte SSer^Ünig, al8 ker fr^ärifd 
päc&e. ^iernat^ ft^tiegt man (§. 4, &), bag aui$ 
rif(^e ilJ^tamibe jum Siolum ber ftligel baffette SBetl 
(p^orifc^e Dreiect, auf bem fie fte^t, jur fflugelpä(^ 

5. 3^i< Sugetflät^ ift btermal fo grog ald bi 
^auptttetfe. Sitte Augeljone ift einem ^araUetogi 
hafi» \o lang al9 ein $au|}tttet« unb beffen |>i 
bie Dilferenj bet ©agitteu ift.') 

Sdetotii. ICia«ißo(uin bet Suget ift fotool^I b 
fiäd^e X 9Iabiu« (4), ale au<$ |n Ouabrattabten : 

jtugelffäc^e = 4nOuabratta: 
unb ßleid^ bet ^ont be« wngefi^riebenen E^linber 
be« ÄMgelfector« ift fotoo^t ba« ^robuct } Sugetjc 
auä) Iw Quabratrabien x ®agitte (§. 9, 2). Xia^ 
flngefione = 2« JRobien x©o 
b. i. gleich ber %Uä)t etnee Äteife« , beffen Stabil 
3)titte( jtvif^en bem Sugelbiameter unb ber ©aj 
jtuei greifen eingefc^toffene fflugeljone ift bie X)iffer 
Jonen, bie »on je einem Äreie eingeft^Ioffen fmi>, fc 
anmerlung. ^ontn berfeffien Rugel finb g' 
giften ober ®Qgttten»!I)ifferenjen (§)B^ien) gleii^ ftnb 
fp^ärifi^en S&inMe ^at jur ^an^tugetfläc^e baffelbe 
SBinlet ber beiben ^auptfteife jn 180". 35ie gW 
2)reififS ^flt jur ^albtugcrfiäe^e baffefiie SBer^oItnig 
360«. U. f. to. äßetfll. §• 4, 5. 

ff 6. Unabhängig bon t 

gelbotume mirb bie gompl 
fläc^ burd^ folgenben ®a$ 
SCßenn ta9 gleti$f^en 
um bie auf feiner @bene 
gejogene Stje AA' rotitt, 
Safte BC 6ef*rie6ene Se 
allelogramm glei^, beffen »reife ber Perimeter b« 



T' 
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jttm »abiu« bcn 5l6ftanb i)^ bcr @)>ifee A öon bcr aSafi« ^C l^at, 
unb bcffcn Sänge bic 5KcrmöIproicction B*0 bcr iöafi« -BC auf bie 
«f e ^4' ift .♦) 

S3ett)ei«. ^iel^t man Bß', CC, DD* normal jur »je, fo ift 
DD* ba« arit^m^tifd^c üßittct Don BB' unb CC, tt)ei( i5D = DG. 
5Dic bon i?0 burd^ SRotatton um bie äff e AA' Bcfd^rtcbcnc Segeljonc ift 
aber = 2« . DD' . BC (2, änm.). 3ie]&t man BE i)araaet mit J5'C^ 
fo ift bae red^ttoinfettflc ©reied BCE bcm SDreicd DAD* ä^nti^ toeil 
bie 3Binf el ECB unb Z>'^D gleiii^ finb. 2)a^cr ift BC:BE = DA: DD\ 

DD' .BC'=^DA. BE, a(fo 

2n.DD\BC =: 2n.DA.B'G 

91nmcrfung. 3»it ^ülfc bicfe« Stu^brud« bcr bon i?C befd^ric*« 
bcncn Äegrigone crl^äft man nad& (3) für ba« aSotum bcß bou ABC 
Befd^ricbenen SRotation«I8rt)cr6 bcn Stu^brud ^Tt.AD'^.B'C* \>.l\ eineß 
e^finber«, bcffcn ©afiß bic fjläd^c eine« mit bcm «abiu« AD bef^ric* 
bencn Sreife«, unb bcffcn ^öl^e bic 5RormaI)5ro)icction B'O ift. 

7. S33cnn ein <xvA ben congruentcn glcid^fd^nleliflcn iDrciedcn ABG, 
AQD, ADE, . . jufammengcfcltc« piant^ 5Jo(^gon um bie täfc AB xo* 
txxt, fo ift bic ©umme bcr bon ben ©eitcn BC, CD, DE, . . bcfd^ric* 
bencn ftcgefjonen einem Parallelogramm glcid^, bcffcn Sänge bie 9ior* 
maI|)rojicction bcr an^ ben ©trcdcn BC, CD, DE, . . beftel^cnbcn gc* 
brod^cnen Sinic auf bic Sljre AB ift, unb bcffcn ©reite bcr Perimeter 
beö bcr gebrod^cnen Sinic cingcfd^riebencn ^eifcd ift (6). ®ci unenb* 
üä^ei anjal&I bcr ©erül&rung«})unctc fäüt bie gebrod^cnc Sinie mit bcm 
Sreife, bic ©umme bcr Äcgeljoncn mit einer Sugcigonc (mit bcr Äuget* 
fläd^e), bie ^rojection bcr gebrod^cncn Sinie mit bcr ©agitte (mit bcm 
Diameter) jufammen. 

(äben fo geminnt man bie §. 9 gegebenen ßubaturen ber Äuget unb 
be« Sugetfectorö au« bcm in (6) angcmerlten 9lu«brud be6 Äört)erö, 
n>etd^cn ba« regutäre ^oti^gon ABCDE . . burd^ JRotation um bic Hje 
AB befd^rcibt. 

§♦ 11. JBon ben S^tt^erpuncten ber Slgureu. 

1. ©erben bic ©eitcn eine« gcfd^Ioffencn t)tanen ^ot^gonö auf 
eine betiebige ®erabe feiner gbene burd^ ^Jaraüetcn bon bctiebiger SRid^* 
tung >)roiicirt, fo l^abcn bie ^^^roiectionen ber ©citen bic ©umme 3?uII. 



*) S)iefer ®a% fonunt in ben ?c^>rbü(i&cvn be« 18tcn 3ö^r^"nbert« t)or j. ^. bei 
(Stairault. 
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8. S„ Bj, . ., B, bie auf einer ©erat 
■X i&äpmcte bee $oI^gong AiA^ . . A^ mi 
e ^rojfcttonen ber Seiten, fo ^at man 
l^rer Sffiett^ («ßtanim. §. 14, 1) 

B^B^ + ßjßj + . . + J5,B, = 

^rojectton einer ®ette ift ber ©umme 
Seiten entgcgengefefet gUidf. 
m man bie auf einer (£bene ber Sage unb 
i ©treden ^jB^ A^ßj, . ., 4,JS^ auf 

(Sbene bur^ parallelen brnt beliebiger 9 
E ©umme ber 5ßroiertiDnen im SIHgemeiBe 
en ab. ^itifl man nämlii$ uon einem Ui 

CCj, C^C^, . . , C„_,C^ Bon gleicher Mid 
fienen ©trecfen, fo fällt ber ©nbijunct C, 

meinen ni($t iufomraen. SSerben nun bi. „..-, „.--, 

n ©treden A,Bt unb CC, burc^ *ßaraUeten auf biefelbe ®e= 
iicirt, fo finb aud& bie ^tojectlonen berfelben gleii^i unb gleii^ 

Sllfo ift «uf einer ©eraben bei beliebiger iRi(^tung ber ^ßro» 
1 bie "Summe ber SProiectlonen öcn A^B^, A^B^,.., A^B^ 
X Summe ber ^roiectionen bon CC,, C,Cj, . ., C^^^C^ b. i. 
r ^rojettion ber ©trecle CG„. goßt aber C, mit C iufomraen, 
luinbet bie ©umme ber ^rDJectionen Don.4jBi, A^A^, . ., 4,B, 
®erobe bei jeber Sü^tung ber (jaraHelen ^rojlctrenben , meit 
Oift. 

auf einer (SBene gegebenen ©treden ^,B,, A^B^, . ., A^B^ 
ne^rmal auf berfc^iebene SBeife burc^ parallelen von beliebiger 

auf eine beliebige ®erabe ^irojicirt unb jebedmal bie @nmme 
ectionen gebilbet. aSenn bei jmei ver[c^iebenen iRic{rtnngen ber 
nben bie ©umme ber ^ßroiectionen Derfijntinbet, fo »erft^winbet 

bei teber anbein SÜci^tung ber ^rojicirenben, meil jebeS aue 
benen 6tieden bur«^ (larallele Sßeif^iebung jufammengefeite 
CC^C^ .. (7„ ein geft^loffeneS ift. giete nämli^ C, mit C ni(^t 
n , fo icürbe bie ^toiection bon CC^ nur bann Derjd^toinben, 
e ^rolicitenben mit CC„ parallel wären. 3)iee ftreitet gegen 
luefelung, baß bei gmei »erfc^iiebenen SRl^tungen ber ^roji(i= 
ie Summe ber ^rojectionen ber gegebenen ©treden, mithin bie 
n Bon CC„ terf^minbet.*) 

ti fo f($lie|t man in ©ejug auf bie im SRaume ber Sage u: 
a^ gegebenen ©tteden AiB^, A^B^,.., toetd^e rae^rnial 

Stiua @taliC 47. 
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tjctfd^tcbenet SBcife auf eine Betiebifle (Scrabe butd^ paxaUüt Sbenen 
t)on beliebiger ©teßung t>roiicirt toerben* SBenn bei brei berfd^iebenen 
©teßungen ber j>rDJ[icircnben SBenen, .bit feine gemeinfd^aftlicijie JRid^tung 
entl^atten, bie Summe ber ^rojectionen berfd^toinbet, fo berfd^toinbet fie 
aniit bei ieber anbern ©teUung ber ^rojicirenben Ebenen, meil iebed 
butd^ paxaMt SSerfd^iebung ber ©treden jufammengefelte ^ol^gon ein 
gefd^Ioffeneö ift. 

2. SBenn im JRanme bie 5ßuttcte A, B, C, . . mit ben baju ge* 
l^ärigen Soefficienten (SDIaffen, ©eioid^ten) a, ß, Yf * * gegrten finb unb 
bie Summe a + /5 + y + • • «id^t berfd^toinbet, fo lonn ein gurtet 
S t>on fold^er Sage conftruirt »erben, bag für icben beliebigen ^unct O 
bie ©tredJe (a + ß + y + ..)0S au^ ben ©tredJen a.OA, ß. OB, 
y . OC, . . inxäf paxoMt SSerfd^iebung xufammengefefet b. 1^. ein auö 
ben ©tredten a. OA, ß,OB, . ., (a + ß + y + , ,)S0 burd^ pax^ 
aütk a3erfd(;iebung jufammengefe^te^ $ol9gon ein gefd^Ioffene^ ift. ^i^fft 
man burd^ bie ^uncte A, B, C, . ., S paxaUtk ® erabe t>on beliebiger 
SRid^tung, toetd^e eine beliebige (Sbene in -4', B\ C,..; S* fd^neiben, 
fo beftel^t bie ®(eid^ung 

ist -\' ß + y + ..)88' = a.AA' + y.BB* + y .CC + .. 

©er fo burdfi bie ^unctc A, B, C, . . unb bie ^rojjortion ber (Eocffi* 
deuten a : ß :y: . . beftimmte $unct 8 l^eift ber @d^U)erf>unct 
ber fnnctt a.A, ß.B, y.C,,.*) 

®ekoeid. S>urd^ ben $unct O giel^e man beliebig bie nid^t auf 
einer Sbene liegenben ®eraben Oä, OT, OZ unb j)roiicirc bie gegebe* 
neu ^uncte A, B, C, , . auf OÄ, OY, OZ hnxäf ®benen, toetd^e ber 
«eil^e nad^ mit ben ebenen 07Z, OZX, OXY paxaM finb. 3)ie $ro- 
jiectionen bon A toerben burd^ As, Ay^ At, bejeid^net, u. f. U). SOtan 
beftimme nun auf OX, OY, OZ bie ^uncte &, 8y, S^ burc^ bie ®Iei« 
d^ungen 

Q^ ^ a.OAt + ß.OBs + y.OCs + .. 

€c + ß + y + ,. 
na tt.Oily + ß.OBy + y.OCj, +.. 

^^ a.OAt + ß.OB, + y.Oft +.. 

U£S^ as= 1 — 5 — j j 



*) 2)te @$)oet|>uncte fotool^l ))on )>l^t^f!fd^en J^Si^ern (maff!)>en Stauten), aU 
au^ t»on geometrifcj^en giguren finb guerft ))on ^t^tmebed unterfu^t unb in ber 
©eometi'ie tertDenbet tverben (t>om (Slei^getDid^t ber (Sbenen unb t)on ben fij^lvim«' 
mcnben ^Sr^ern, ie ^toei ^i\(i)tVf bie Ouabratnr ber ^arabel). (^eometrifd^e $(ns 
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©iiib j. 99. 5,, ßj, . ., 5, bie auf einet @erob 
tionen fcer (£d)}uncte beS ^ott^aon« ^^ • •■^n, ^ 
B^Bf bie ^lotfttionen bet Seiten, [o l^t man i 
3ei^en i^ier Sßert:^e (^(atiim. §. 14, 1) 

B,B^ + fijS, + . . + B_ß, = 

unb bie ^roiertion einer ©elte ift bet ©umme -- t--. 

äbtIgen Letten entgegengefelit gleic^. 

SBenn man bie auf einet Sbene bet Sage unb ®t&ße na$ jerftieut 
gegebenen ©ttecfen Ä,B^, A^B^,.., A^B^ auf eine bttiebige ©etabe 
berfet&en'ffibene butc^^ parallelen öon betiebiger iRic^tnng projicttt, fo 
^ängt bie ©urnme bet ^roiectimien im älllgemeinen bon bei Sia^I btt 
iRic^tungen ab. 3'^^^ "tan n&mü^ bon einem beliebigen älnfong O bie 
©tteden CCj, C,Cj, . . , C^,C^ bon gleitet Mictitung unb ©tßße mit 
ben gegebenen <Stie(fen, fo fällt ber l£nb))unct C, mit bem ^fang C 
im ^{(gemeinen ntc^t gufammen. SfSetben nun bie gletd^en unb gteii^ 
geri(^>teten ©treden A,B, unb CC, buri$ parallelen auf blefetbe ®e« 
tabe ttroiicirt, fo finb auc^ bie ^toiectionen berfelben gleid^ unb gteit^ 
gerietet. Sllfo ift auf einer @eraben I>ei beiiebiger fRi^tung ber ^to^ 
jidtenben bie Summe bet ^toiectioncn öon AiB,, A^B^,.., A^B^ 
glei^ bei Summe ber ^roiectioneu oon CC,, C,Cj, . ., C,^^C^ b. i. 
gleii^ bei ^rojection bet ©ttede CC„. gatll aber C^ mit C jufammen, 
fo öerft^toinbet bie@umme bet ^rcjectionen »on ^iB,, A^An . ., A^B^ 
auf iebe ©etabe bei jebet SRi^tung bet ^)oro0elen ^tojtcitenben , toeit 
CC, = ift. 

!Die auf einet ©bene gegebenen ©tteden A^B^, A^B^,.., A^B^ 
loetben me^rmal auf oerf(^iebene SBetfe buri^ Sßaraüeten Bon betiebiger 
jRtc^tung auf eine beliebige ®etabe f)roiicirt unb iebeömal bie Summe 
ber ^roiecttpnen gebilbet. Senn bei tniei retft^iebenen {Richtungen bet 
^ßrciicitenben bie ©umme bet ^Ptojeclionen DerfijiBinbet, fo Oerft^minbet 
fie au<$ bei lebet anbern 9tic!ttung ber $rojictrenben, iDdl jebeS aud 
ben gegebenen Streifen bur«^ (lataliele üßetfd^iebung jafammengefegte 
^ol^gon CC, Gj . . (7„ ein gefi^loffenea ift. gtete nämrii^ C, mit C nlc^t 
jufammen, fo miitbe bie ^rojection oon C(7„ nut bonn betf^roinben, ■ 
ttienn bie ^tojidtenben mit CC^ poroUet luären. ©leS flreitet gegen 
bie Sßotaußfefeung, baß bei gmd cerft^iiebenen iRii^tungen bet $tßiid= 
renben bie Summe ber $ro|ectiDnen bet gegebenen ©treten, mitl^in bie 
protection oon CC^ Detft(>n)inbet.*) 

@ben fo fc^Uegt man in ^^ejug auf bie im iRaume bet Soge un' 
©töge nac^ gegebenen ©tteden ^,S„ A^B^,.., loelcl^e me^tmat i 

*) WiWiui ©tatir 47. 
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üctfd^tcbcnet SBcife auf eine Betiefeige (Serabc burd^ paxaUtU S6encn 
t)on beliebiger ©tettung t>roiirirt »erben. SBenn bei brei berfd^iebenen 
©teßungen ber j>rDJ[ictrenben Sbenen, .bit feine gemdnfd^aftlid&e JRid^tung 
entl^atten, bie Summe ber ^rojectionen berfd^toinbet, fo berfd^toinbet fie 
an^ bei ieber anbern ©tettung ber )>rojiicirenbett Sbenen, toeil iebe« 
burd^ paxaMt S3erfd^iebung ber ©treden jafammengefefete ^ol^gon ein 
gefd^toff eneö ift. 

2. SBcnn im JRanme bie 5ßuncte A, B, C, , . mit ben baju ge* 
l^örigen Socfficienten (SDIaffen, ©etoid^ten) «, ß, y, * * gegeben finb unb 
bie Summe a + /5 + y + • • «td^t berfd^toinbet, fo lann ein 5Punct 
S t>on fotd^er Sage conftruirt tt)erben, bag für jeben betiebigen $unct 
bie ©tredte (« + /5 + y -f- . .) 05 avi^ ben ©tredtcn a.OA, ß. OB, 
y . OC, . . burd^ paxaMt SSerfd^iebung xufammengefefet b. 1^. ein au6 
ben ©tredten a. OA, ß,OB, , ., (a + ß + y + , .)S0 burd^ pax^ 
aütk a3erfd(;iebung pfammengefe^ted $ol9gon ein gefd^Ioffened ift. ^i^f)t 
man burdfi bie $uncte A, B, C, . ., S jjaraltete ®erabe t>on beliebiger 
SRid&tnng, toetd^e eine beliebige ßbene in -4', B', C*, . .; S' fd^neiben, 
fo beftel^t bie ©(eid^ung 

(« + /? + y +. O^'S' = «. ii^' + y. ^^' + y . C'C + . . 

©er fo bnrdff bie ^unctc A, B, C, . , unb bie $ro|)ortiott ber (Eocffl* 
dtnUn a : ß :y: . . beftimmte $unct 8 l^eift ber @d^n)er))unct 
ber $uncte a.A, ß.B, y.C, ...*) 

®ekoeid. S>urd^ ben $unct giel^e man beliebig bie nid^t auf 
einer Sbene (iegenben ®eraben Oä, OY, OZ unb i)roiicirc bie gegebe* 
ncn ^^uncte A, B, C, . . auf OÄ, OY, OZ burd^ ®benen, loeld^e ber 
«eil^e nad^ mit ben (Bbenen OYZ, OZX, OXY p^xoM finb. 3)ie ^ro- 
jiectionen bon A U)erben burd^ Ax, Ay^ At, bejeid^net, u. f. xo. SOtan 
beftimme nun auf OX, OY, OZ bie ^unrte &, 8y, & burc^ bie ®Iei« 
d^ungen 

^ + ß + y + '* 

OS = «'^^y + ß'^^y + Y'OGn +.* 
* a + ß + y + .. 

^^ a.OAt + ß.OB^ + y.Oa+.. 

UOs as= — j j 

^ + ß + y + * ^ 



*) 2)te @$toei;|>uncte fotool^l ))0n )>l^t^fifd^en J^Sr^em (maffi)>en Si^nt^n), a(d 
aud^ t»on geometrif^en ^guren finb guerft t>on ^r^imebed unterfu^t unb in ber 
@eometvie tertDenbet tverben (^om ©Ui^getDtd^t ber Ebenen unb t)on ben fij^lvim« 
wenben ÄiJr^)ern, je jtoei iöüd^er, bie Ciuabratnr ber ^arabe!). (Seometrifd^e ^n« 
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Don (« + (J) P unb y. C^ unb t^eift i>it ®trede PC 

niß y : a + |J. Denn au« ber *ßwi)orHon PQ : ^«.^ = j- ; « -r i^ 

fliegt bie ®ttii$ung 

{« + ß^pp' + r.cc= (« + p + ).)Qa' 
alfo aui^ 

o. Jd' + j3. SB' + y.cc = C" + P + r)QQ' 

fnt jebe SRii^tunfl bet parallelen unb jebe ffibene, tcetf^e fciefelben in 
A', B", 0", i", ü' ft^neibet. U. f. ro. 

Ueber^aupt fünnen 6ei ber :iBefttmmung be« ®(^wet)}uncta von 
u.Ä, ß.B, y.C, . . ituei ober me^ il^untte bee ©^Ft^nifl buri^ i^ren 
befsnbem @i$Weri)unct erfe^t werben, bem ale Soefficient bie Summe 
ber Soefficleuten ber ju erfefeenben *ßuncte gegeben roirb. 

SBenn einige, unter ben goefficienten negatib flnb, fo tann man 
juerft ben ©c^nietfiund M ber $uncte beftimmen, \ot\ä)t ^c^tibe £oeffi< 
denten ^aben, bann ben ©t^merpunft N bet ^uncte mit negatiuen (5i)> 
efficienten, enblii^ ben ®(t)n)eri)unct S ber 5Puncte (i . Af unb — v. N, 
nai^bem man burt^ j« unb — v bie ©ummen ber pofitiben unb ber 
negotioen Soeffieienten beieit^net ^at. 'Siaaa ift S ber gefucdte ®(^n>er> 
pam be« gegebenen ©t^ftem«. 

5. !Der ®^tocr})unct Q, bet $uncte a. A, ß.B unb y.C, iceti^e 
nic^t auf einer ©eraben liegen, tl^eilt bie ^iaäft bc8 ©reiects AliC na^ 
ber Proportion*) 

BCa : CAQ, : ABQ. : ABC = a iß : y : a + ß + y 
Oft nomlit^ C, bet ©c^roetpunct bon a.A unb ß.B, fo tft 

ABQ : ABC =C|Q:C,C=y:a + (S + )' 
»eil C, a : QC = y : <. + |J (4). U. f. vo. 

1)ex ©^fflerpunct M ber ^uncte a.A, ß.B, y.C mi ä.D, »et^ 
ni^t auf einer iSbene liegen, t^eilt baS 3}olum be« jEetraeber« ABCD 
möt ber ^Proportion 

CBDS:ACDB:BADB:ABCR:ABCD = a:ß:y:ä:tt-\-ß-]-Y-]-S 
SBenn man n8mlie& buri^ A^ ben ©c^werpunct bon ß.B, y. C unb S.D 
bejeid^net, fo ifi 

CBDB-.ABCD = CBDB-.CBDA = A,B:AtA = a:a-\-ß-\-.y-{-S 
weit A,E : A4 = « : j3 + y + tf (4). U. f. t». 

Öei biefen ®Ä|en ift gn bea^ten, bafe ABC =* BCA = C^j 
ABC + 4Cß = (Flamin. §. 9), 45CO = BCAD = . ., 4ßC 
+ ABDC= {§. 8, 15). 

"')aHH6iii« fSrnijc. «olc24 ff. 
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2ßan fann ieben ^unct ber (Seraben AB atö <SäftotxpvLn(t öon 
a.A unb ß.B, iebeyn gurtet ber dbtntABC ate ©c^merjjunct i)on a.^, 
|3 . i? unb y . C, ieben 5)Junct be« 9iaumeö atö ®d^merj)unct t)on « . ^, 
/3. J5, y . G unb bem außer ber ©bene ABC liegcnben ^unct d. D \>qx^ 
fteflen, inbem man ben SSerl^ältniffen « : /?, a: ß :y, a:ß:y :8 t>k 
geeigneten SQSertl^e ertl^eift (^rinci}) be« bar^centrifc^en Satcute). \^ 

6. SBcnn bic Summe ber Soefflcienten a + /? + y + . . ber* 
fd{ftt)tnbet, fo ^at ba^ Softem ber ^uuctc cc. A, ß. B, y,C, .. im SIC* 
gemeinen einen in einer beftimmten SRidj^tung unenbttd^ fernen ©d^iper* 
:|)unct, unb bie ©umme 

a.AA' + ß,BB* + y.CC +,. 

t)erfd^tt)inbet bei ieber Sitd^tung ber ^ßaroKelen AA\ BB\ . . unter ber 
©ebingung, ba§ bie in A*, ^B\ . . fte fdj^neibenbe (Sbene ben @d^mer^ 
l)unct cntl^lt, b. 1^. mit einer (Seraben tjarattet ift, in bereu SRidj^tung 
ber ©d^U)er})unct beö ©Aftern« liegt.*) ®« fei B ber ®d^tt>er})unct üon 
ß.B, y.C, , ., ber in enbüd^em ©ereic^ liegt, tt>eit ß -j-y -+- . . nidjt 
üerfd^minbet, fonbern ben SBertl^ — a l^at. 5Der @di>n)ert)unct be« ge* 
gebcnen ©ijftem^ ift nun ber ®ci^tt>crj}unct öon a.A unb — a.R, er 
tl^eilt atfo bie ©trede AM naäf bem SSerl^ältniS — « : « =^ — 1 unb 
liegt auf ber ©eraben AR unenbtid^ fem. 3^^^^ in^n burd^ R, A, B, 
C, . . |>araüele ®erabe öon beliebiger JRid^tung, tocld^e öon einer bette* 
bigen (Sbene in R', A', B\ C, . . gefd^nitten »erben, fo l^at man (2) 

j3.jBJ?' + y.CC' + .. =(|S + y + .0Äi2' = —a.RR' 

golgüd^ l^at a.AA' + ß. BB* + y.CO +.. ben SBert^ a{AA' - 
jB22')r ttnb berfd^tt>inbet, n>enn bie fd^neibenbe (gbene mit ber ©eraben 
AR ))aralte( ift. JBe^eid^net man ferner burd^ Q ben ©d(in>er))unct t>on 
a.A, y.C, . ., fo flnbet man für a,AA' + ß.BB* + y.CC + . . 
benSBertl^ ß{BB*—QQ/), ber nur bann öerfc^ioinbet, loenn bie fd&nci* 
benbe (gbene mit ^Q jjarattel ift. Sllfo mn'^ BQ mit AR paxaUzl 
fein, tt. f. ti). 

3n bem befonbern gaöe, ba§ jugteid^ ein $unct beö ©Aftern« ber 
©d^tt)er^)unct ber übrigen ^uncte ift, ift ieber ^unct be« Softem« ber 
©d^ti)er})unct ber übrigen ^uncte; ba« ©i^ftem aüer ^uncte l^at leinen 
©d^ti>erj)unct unb bie ©umme a.AA* + ß. BB' + y.CC + . . t>er^ 
fd^toinbet bei ieber JRid^tung ber ^araöeten unb ieber ©tettung ber 
fd^neibenben (gbene. & fei j. ©. A ber ©d^ioertjunct )donß.B, y.C,. . 
S>ann l^at man für iebe 9?id^tung ber ^araUeten unb iebe ©teDung ber 
f(^neibenben Sbene 

*) a«8biu« iöar^c. (Satc, §. 9 unb 10. 



gflnfieB S3u(^. ©lertenirtrie. 
p.BB' + y.CCr +.. = (ß + y-^..)ÄA' 

|t i* + y + . ■ = — «, fotöli* "■ f- »■ 
in folc^ee ®|?flem o^ne ©^werpunct wirb er|)alten, inbem man 
II ©Aftern a.A, ß.B, y.C, . . feinen ©^wetpunct S mit bem 
ienten — (« + |3 -|- y + ■ •) ^injufefet- 

Senn ber ^tottpmct ber ^unde k.^ ^.B, )-. C, . . burt^ S 
1 betietifler ^mwl biirij& Eieieit^net icirb, [o ift") 
>A^ -\- ß.OBi ^ y.OC^ -\- . . — (a + ß + y + . .)0S^ 
— "ß-^^^ + «y.AC +..+ ßY.BCi + .. 
a + ß + r +■■ 
ctoetS. 2>ur($ ben $unct jie^e man loie oben (2) bie ®c> 
0^, OT, OZ, iebc^ fo bofe fie Ännten einet breirecijflDinMiflen 
Hb. ißun projictte mon bie ©treflen OS, OA, OB, OC, . . auf 
IT, OZ burc^ Sbenen, bie ber iRei^e nat^ mit ben Sbeneit OYZ, 
OXY parnflet finb, anb bejeic^ne bie ^toiedlonen auf OX buri^ 
^%, ^iT . -, HHf OY, bur(^ y, y,, i/2f »3» ■ •/ «Hf "52 *■"!* «- 
«3, . . . Dann tft (2) 

(o, 4- j3 4- y _|_ . .) i = (tci + jJaij + j'a;3 -f- , . 
). {iteiauä folgt 
{« + ^ + . (<^, * + ^^2 '-!-..)-(« + ^ + ■■)= ^' 

(« -h /S + . .) («r, 5 + ^ar^^ + • ■) - («^> + ^^s + ■ -)' 
gntwtdelung ber legtern gormel bleiben leine ©lieber mit ben 
ienten «', ß'^, . . übrig. Der ©oefficient aß tommt in 3 ©liebern 
re« SJerein 

■ f. to. iBa^er finbet man 

« + ^ + . .)(«^i^ + ßx,i + ..)~iu + ß-^. 0^^^ 

x?C=^, - a.,)= + ^y(x, - x,y + . . + ßy(a^^ ~ x^T 4- ■ ■ 

s ergeben fid^ bie ©Id^ungen 

«^(yi - »j)' + «)'(i/i - y^)^ + • • + ^y(y2 - va)' + • ■ 
« + (J +. .)(«^,^ -I- (^^2* + ..)-(«+ 13 + ■ O*^^ 

ie 2)ifferenjen x^ — x^, y, — y,, «, — ?j flnb aber infolge 
nftrudion bie Slormalproiertionen ber ©trede BA auf bie' ©ero' 

!üfltana''8 ©oft (Mem. de Berlin 1783 p. 290). 
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bcn OX, OT, OZ, aw^ bencn bic ©trerfc fctbft bercd^uct ipcrbcn lann. 
üKan gleite burd^ A bic ©craben AK, AL, -4M })äraCcI mit OX, OY, 
OZ, unb lege burd^ B ebenen paxaUA mit ben ebenen ALM, AMK 
AKL, \ot\6)t bie ©erabctt AK, AL, AM in ben ^nnc* 
ten K, L, M fd^neiben. ^ierbnrd^ entfielet ein xti^U 
toinletige« $arattele)5{)>eb, beffen Tanten AK, AL ==; 
KN, AM == NB bic Stortttatprojectionen ber IDia* 
gonatc AB auf ®erabe ber Siic^tungen OX, OY, 
OZ finb. 5Wun ift nad^ bcnt ^^tl^agoreifd^en ©afee 

AK^ + KN^- = ^iV2, ^ivr2 + iVJB^ — ,452 
fotgtid^ 

^7^2 + AL'^ + ^^2 = AB'^ 
ober 

(^1 - ^2)' + (y, ~ 2/2)' + (^1 - ^i)' = ^^' 
u. f. xo, eben fo ift 

^1^+ ^1^+ -21^= O2I2, «. f. ti). 
!Oemnad^ finbct man burd^ Slbbition ber 3 obigen ©leid^ungcn 
(« + |3 + . .)(«. 0^2 ^ /?. OjB2 + ..)—(« + /J 4. . )^0^ 
= aj3. ^52 ^ ay.AC^ + _ J^ ßy, ßCß + . . 

n)orau9 bie }u ben)eifenbc @(eid(fung fid^ ergicbt, nad^bem man nod^ 
burd^ « + jS + . . bibibirt l^at. 

Slnmcrfung. SSJenn ber toittlürüd^e ^unct O mit bem ©d^toer* 
})unct S jufammcufattt, fo t>erfd&tt)tnbet 08, unb man bel^SIt bie ®Iei* 
d^ung*) 

8* !Die ©ummc a.OA^ + p.OB^ + y.OC^ -{- . , be^t für 
bcrfdjfiebcnc ^uncte einen unb benfetben SBcrt^, wenn 08 unbcr* 
änbert bleibt. SBenn bemnad^ A, B, C, , . gegebene ^uncte, a, ß, y, . . 
gegebene ^a^zn finb, bcrcn Summe nid^t berfd^ioinbct, fo liegen bic 
^unctc 0, für toeld^e bie @umme « . OA^ + ß.OB^ + • • einen unb 
benfelben SBertl^ l^at, auf einer Suget, bereu Sentrum ber @d^tt)erj)unct 

bon a.A, ß,B, y.C,.. ift/*) 

Ueberl^au))t l^at jufotge ber aufgefteßten ©teid^ung bie @umme 



*) Sagrange a. a. D,, uub (Sarnot geom. de pos. 280 für ben gatt a = 
/9 = y = . . . 

**) a^crgl. ?JIanim. §. 14, 22. (Sarnot a. a. D. iWetcr ^u\^ gcom. 3(ufg. 
II p. 336 ff. 

17* 



j 



.1 



V 



260 Sttnftte £04. Sttieomctric. 

a.OÄ^ ■+- ß. OB^ + . . einen Melnften ober einen 
nai^bem « + 1* + • • f^ofitit ober negatie ift. 3 
größten Sffiert^ erteilet bie ©umme a.OA^ + ß.< 
bei betlebige ^unct O mit bem ®<$loeq)unct ß jufa 
bie Summe « . OA^ + ß . OB^ + . . einen unwe 
^aten, ber ben SBett^ «. SA^ -\- ß .SB^ -\- . . \i 
nit^t erteilte, in bem anbern ^o.'üt überftiege, fo mi 
auf einer imaflinSteit Kugel liegen, bie ixoax ein reat 
einen imaginären JRobtuö ^ot. 

SBJenn « + |S 4- y + . . »erf^ioinbet, [0 Ii< 
für Hielte bie Summe «.O^^ + p. OB» + . . ei 
Sert^ ^at, im allgemeinen auf einer beflimmten jtu 
ber unenblic^i ferne ©(^roerpund beS S^fteme a . ^ 
b- ^. auf einer beftimmten @bene, bie ju ber 9Iii$tut 
melc^ei ber unenblii$ ferne ©c^toerpunct liegt. @« 
^unct tm ß.B, y .0, . . . !Cann ift für feben beli< 

(J.OB» + 7.0C^ + ..~CU + )'+. .)OBi 

folflfi^, well j3 + 7 + . . = — «, 

B.0^5 + /S.OS» + y.O(ß = a{OÄ^— OR^ 

©emnad^ bleibt bie ©umme u.OA^ + ß.OB'^ + 
»etänbert, »emi bie SJtfferenj OA'^ — OB^ i^ren SBert^ nlt^t beran- 
beit, b. \). nenn auf einer beftimmten @bene liegt, beren 92orma(e 
AB ift (Sßtonim. §. 14, 2). 

3n bem befonbem ^aüt, bag bie gegebenen ^uncte a.A, ß.B 
y.C, . . leinen ©^werpunct ^aben, b. ff. jeber biefer ißuncte ber ©i^toer 
punct ber übrigen ift (6), ^at bie ©umme a.OA"^ + ß.OB^ -f y.OC- 
+ . . für (eben beliebigen *J}unrt benfelben SBertl^*), ber auf tiet 
f^iebene SQieife fid^ audbräden lägt, j. Sd. burt^ 

ß + 7-\--- 
Inbem 0^^ — OJü^ Derf^winbet, ober bur(i& ^. ^IB^ + y. 4C» + . . 
inbcm 0^ terfd&winbet, u. f. lo. 

9. @ine gigur (8ime, m&Ö}t, Slaum) ^eigt homogen, nenn a 
if)te Sßuricte mit gleid&en Soeffidenten behaftet finb. ©eometrlfi^e gtgur 

■) aftBbiiiS «vtllt 3. 26 p. 28. 
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n)erben aü l^omogen genommen^ fo lange nid^t ba^ ©egentl^eit au^brüd^ 
Ü6) t>Drau6gcfe|t ift. 

©er ®d^ti>ert)unct einer ©tretfe, eine« ^arattcto^ 
grawmö, eine« ^araflelcjjipeb« liegt im Sentrum biefer gtguren. 
SDenn iebem ^mct X einer fold^en gigur entfprid^t ein $unct x^ ber* 
felbcn Sigur bergeftatt, bag ba« Sentrum bie SDiitte ber ©trcdfe XX* 
ift unb Daß fclgüd^ ber ©d^toerjjunct bon -X' unb X* im Sentrum liegt, 
©bcnbafclbft liegt ber ©d&tt>erj}unct ber gigur b. i, ber ®d^»er})unct 
ton allen paaren tt)ie -X" unb X', 

!Dcr ®d^tt)ert)nnct einer gignr, toetd^e eineSlje ober eine Sbene 
bepfet, burdji bie fie in jtoei gegen bie älje ober Sbene f^mmetrifd^ lie* 
genbc SCl^eiJe getrennt toirb, liegt auf ber ertoal^nten älje ober ßbcne. 
S)enn iebem $unct X einer fold^en gigur entfj)rid^t ein ?unct X* ber* 
fetten gigur bergeftatt, bag bie ©tretfe XX* i>on ber äje ober Sbene 
normal l^aftirt toirb, unb bag ber @d^ti>erj)unct t)on X unb X* auf 
ber 2lfc ober (gfcene liegt. !Oer ®d^toerj)unct ber gigur Kcgt aber auf 
ber ®eraben ober auf ber Sbene, toeld^e bie ©d^^ioerpuncte oon aßen 
paaren toie X unb X' entl^äü (4 unb 3). 

Sben fo fd^tießt man öon einer Sigur, bie ein (Sentrum befifet, 
inöbcfonbere Don ieber regulären gigur, ba§ il^r ®(i^tt)erj)unct bon 
il^rem Zentrum nid^t ))erf(^ieben ift. 

10- Der ©d^toerjjunct ber ©reied^ftäd^e ABC ift ber 
@d^tt)ert)unct ber ^uncte A, B unb C, unb tl^eilt ben äbftanb ber Sßitte 
einer ©eite t)on ber gcgenüberüegenben ^jji^e innen nad^ bcm aSerl^ättnig 
1 : 2. ÜÄan iiel^e nad^ ber ÜÄitte Ci ^on AB bie ©erabe CC^, tt)ctd^e 
bie gtäd^e ABC l^albirt. 3ebem ^unct X ber einen ^ätfte entfpri^t 
ein $unct X* ber anbern ^älfte bergeftatt, ba§ bie ©tredte XX mit 
AB jjarattel ift unb öon CC^ l^albirt loirb. ©ie ©d^mer^juncte öon 
aUta paaren n>ie X unb ^' liegen auf ber ®eraben CC^ , atfo liegt 
ber ®d^n)ert)unct ber gläd^e ABC auf berfelben ©eraben. Sben fo fd^tiegt 
man, ba§ ber ®d^tt)ert)unct ber gläd^e ABC auf ber ©eraben Don A 
nad^ ber üJiitte Don BC unb auf ber Oeraben oon B nad& ber Sßitte 
Don CA liegt, ©er gefud^tc ®d^toer})unct ift alfo ber gemeinfd^aftlid^e 
5ßunct biefer ®eraben, mitl^in ber ®d^tt)erj>unct ber ^uncte A, B unb C. 
^tanim. §. 8, 4. 

©er @d^toer)5unct beß SCetraeberDolumö ABCD ift ber 
®d^toer})unct ber $unctc ^4, B, C unb z>, unb tl^eitt ben 5lbftanb be« 
@d^tt>erj}unct« einer glfid^e Don ber gegenüberliegenben ®j)ifee nad& bem 
a5cr^ältni6 1 : 3. 2ßan lege burd^ bie SWitte Cj Don AB bie (Sbene 
Cj CD, toeld&e Da« S5olum il^CD l^atbirt. 3ebem ^unct X ber einen 



+ ß. OB* + . . einen Ife 
X a -\- ß + . . ))OfitiD obe: 

SSJeitl^ erteilt bie Summ 
ebige ^unct mit bem ®ti 
tnme a.OA'' + ß.OB^ -\ 
ber ben aSSett^ « . S^> + 
let^le, in bem anbem iSoüt 
n imaginfiten Jhiget liegen, 
naginären 9tabiue I)at. 
enn « + (J -h y + . . »e: 
'.ä)t bie ©umrne «. 0^^ + 
^at, im SlUgemtinen auf ein 
tnbli<]^ feine ©c^tvettjunct 1 
uf einer beftimmttn Cbene, b 

bei unenbli^ feine @c^U)ei 
'on ß.B, y.C, . . . ©onn 

+ y . OC^ -t- . . — OJ H 

, Weil (3 + y + . . = — 

-f- jS. Oß' + y.OCß = 

ifS) bleibt bie @itmme a.O^ 
n:t, nxmi bie ©iffetenj OA 
>. \f. »enn auf einer beft 
($lonim. §. 14, 2). 
1 bem iefonbern goUe, boj 
. !einen ©i^Hjenjunct ^aben, 
ler übrigen ift (6), ^at bie € 
für jeben beliebigen $unct 
le 9Betfe fi^ au«biüden lägi 

ß + : 
OA^ — OR^ berft^töinbet, 
OA oerf^minbet, u. f. m. 

, eine gigur (8inie, gtö^e, 
uncte mit gleichen (Soeffittentei 

SDlSbiiiS eitUt 3. 26 p. 2S. 
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»erben öt« l^omogen genommen, fo lange ntdf^t baö ©egentl^e« an^brfi* 
üöf ^orauögefcfet ift. 

©er ®6)rotxpnnct einer ©trcdfe, eine« ^araltelo* 
grammö, eine« ^araltele)>lj)eb« liegt im Sentrum biefer gtgnren. 
©enn icbem ^Pnnct -ar einer fold^cn gigur entft>rid&t ein $unct -ar' ber* 
fetben gigur bergeftatt, ba§ ba« Sentrum bie SUitttc ber ©trcdfe 2[ä' 
ift unb Dag fotgtid^ ber @(i^ti)eri)unct t)on 2^ «nb Jf' im Sentrum liegt. 
Sbenbafelbft tiegt ber ©d&tt)er|)nnct ber gignr b. i. ber ©d^toerjjunct 
ton allen paaren toie Ä unb X', 

!Dcr ©d^merpunct einer iJtgnr, toeld^e eine Slfe ober eine S6ene 
Befifet, burd^ bie pe in jtoei gegen bie 2lfe ober Sbene f^mmetrifd^ tie»» 
flcnbe SCl^eile getrennt n>irb, liegt auf ber ermal^nten Slje ober Sbene. 
Denn jiebem $unct X einer fold^en gigur entfj)ri(i^t ein $nnct Z' ber^ 
fetten gigur bergeftalt, bag bie ©trede XX* t)on ber Slfe ober (gbene 
normal l^albirt toirb, unb ba§ ber @ci^ti>er))unct öon X unb X* auf 
ber 2lfc ober gbene tiegt. !Oer ®d^toer})unct ber gigur liegt aber auf 
ber (Seraben ober auf ber Sbene, »etd^e bie ©d^ioerpuncte »on atten 
paaren mie X unb X' entölt (4 unb 3). 

®6en fo f daließt man öon einer Sigur, bie ein (Sentrum Befifet, 
inöbefonbere tjon Jeber regulären gigur, ba§ il^r ®d^ti)erj)unct bon 
il^rcm Sentrum nid^t tjerfd^ieben ift. 

10- Der (5(i^mer^)ttnct ber ©reied^flfid^e ABC ift ber 
®d^it)er|)unct ber ^uncte A, B unb C, unb tl^ellt ben äbftanb ber SKitte 
einer ©eite t)on ber gegeniiberttegenben <^)5i^e innen nad^ bem aSerl^ättnig 
1 : 2. ÜÄan jiel^e nad^ ber Sßitte C^ ^on AB bie ©erabe CCj, »etd^e 
bie gläd^e ABC l^aftirt. 3ebem ?unct X ber einen ^ätfte entft)ri^t 
ein ^unct X ber anbern ^ätftc bergeftatt, bag. bie ©trede XX mit 
AB jjarattel ift unb öon CC^ l^albirt toirb. Die ©d^ioer^juncte öon 
äffen paaren toie X unb x* liegen auf ber ®eraben CC^f atfo tiegt 
ber @d^n)erpunct ber gtäd&e ABC auf berfetben ©erabem Sben fo fd^tießt 
man, bag ber ®d^toer|)unct ber gtäd^e ABC auf ber (Seraben öon A 
nad^ ber 2Bitte üon BC unb auf ber ©eraben »on B nadji ber 2Bttte 
öott CA tiegt. ©er gefud^te ©d^toer^unct ift atfo ber gemeinfd^aftlid^e 
5ßunct biefer Oeraben, mitl^in ber @d^tt)er|)unct ber ^uncte A, B unb C. 
^lanim. §. 8, 4. 

©er @d&n)ert)unct be« Xetraeberöolum« ABCD ift ber 
©d^toer})unct ber $uncte A, B, C unb D, unb tl^eilt ben äbftanb be« 
©d^toerjjunct« einer gläd^e bon ber gegenübertiegenben ©jjtfee nad^ bem 
a5crl>altni6 1 : 3. 2ßan lege burd^ bie SKitte Cj bon AB bie ebene 
Cj CD, tpetd^e Da« S5oIum ABCD ffatbixt 3ebem ^unct X ber einen 
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unb OD.D fann 5/>.Zge[e|t »erben, nad^bem man BK := GD 
auf ber IDtagonale BD gemad^t l^at (4). ÜDemnad^ ift ber gefud^k ?ßunct 
ber ©d^toerpunct üon ^, C, K. 

£)ic iStrede Ei?' ift mit BD j)araüel, unb tt>itb öon ^C in J7 fo 
gefd^nitten, ba§ EHiHF = BG: OD. Sllfo liegt ber gefuc^te ^unct 
J auf EF fo ba§ EJ = HF. 

©abei ift 

^G7 + CFJ + i?!4J = ÄCF 
CFJ = CffE, i^'ilJ = HÄE, CHE + JSTilE = AEC 

ACJ + ^EO = ACF 

folgtid^ 

^CJ = ACF — 4EC == K^CD — ABC) 

SBenn inöbefonbere CD paraKel mit AB ift, fo liegt ber ®d^U)cr^ 
})unct J aud^ auf ber ©eraben, toeld^e bie SÄitten ton AB unb CD 
terbinbet, u. f. xo. 

Ueber ben ®d^tt)er})unct einer f})]^ärifd^en gigur f. 2;rigon. §. 6, 2. 

VL Sür trgenb ein jtoifdj^en ^jaraHelen (Sbcnen ent^ 
l^attene« Sörperfegment lann ber Slbftanb feine« ®d^ti)erj)unctö 
t)on ber Safiö beö ©egment« bered^net loerben, toenn ber mit ber ©afiö 
t)araßele Ouerfd^nitt beö Si5r<)er« in bem beliebigen 3lbftanb x t>on 
ber Safi« eine gegebene Function ton x ift, bie burd^ /(a?) bejeid^net 
xoirb. ÜDa« ^^ri«ma, beffen Safi« ber Ouerfd^nitt f{x) unb beffen 
^öl^e ber nte Siliert ber §)B^e ä be« gegebenen ©egmentö ift, l^at ba« 

Sßolum —f{x), ©ein ©d^ioer^junct l&at ben Slbftanb x + ö~ *^^" ^^^ 
Safid bc« ©egment« (10) unb ben Soefflcienten — /(a?). SBenn nun 

n 

ber ®d^toerj)unct be« gegebeneu ßi5r})erfegment0 ben 9lbftanb u öon ber 
Safiö l^at, fo bitbe man einerfeit« ba« ^robuct ton u mit ber ©unune 

A ber SBertl^e, toeld^e bie gormel —f(x) bei ben SBertl^n ton x 

\ 1 . 2 , n— 1 , 

n n ' n 

erl^ält; unb anbrerfeit« bie ©umme B ber SBertl^e, toetd^c bie gormel 

(x + ö")""-^^^^ ^^' ^^^ angegebenen SBertl^en bon x annimmt Da« 

^robuct Wi4 tt)irb ber ©umme 5 gleid^ (2), wenn bie toiUHüriid^ ^af^l 
n in« Unenbtid^e loäd^ft. 

!©ie ©umme A brüdtt, toenn n unenbttd^ mirb, ba« SBoIum feel. 



i 



§. 11. Sßoii bcn @^tt>eri|3uiictcn bcr giguren. 265 

gegebenen SiJrt)erfegmentö au« (§. 8, 7). SDte Summe B befielet au« 

h 

bcr (Summe C ber ©ßebcr, toetd^c au« ber gormet —xf{x) entf<)rtn*= 

hh 

gen, unb au« ber Summe D ber ©tteber, toeld^e bie gormel r — f{x) 

barbietet. !Dte Summe D l^at aber ben aOBertl^ — A unb Derfd^totnbet, 

toenn n unenbßd^ gro§ toirb. SKfa bel^ätt man jur ©efttmmung t)on u 
bie ©Icid^ung uA ^=^ C, 

SaSenn /(a?) eine ganje Function bon x \% bie ben jtoeiten ®rab 
nid^t iibcrfteigt, fo ift bie gormcl xf{x), bie burd^ g {x) bejeid^net toirb, 
eine gunctlon bon x öon l^öd^ften« brittem ®rabe, SHfo ^at man 

(§. 9, 10) 

^ = *Ä[/(0) + 4/aÄ)+/(Ä)] 
C = JÄ[^(0) + Agi^h) + g{h)] 

§Kun ift (/(O) = 0, ^(iÄ) == iÄ/(|Ä), ^(Ä) = Ä/(Ä), 

folgtic^*) 

u ^ 2/(iA) + f{h) 

h /(O) + 4/-aÄ) + f{h) 

Slnmerfung. üDer einfad&fte S8rj)er, für toeld&en bie $öl&e feine« 
Sd^itoerpunct« nad^ biefer gormel fid^ bered^nen läßt, ift ber ^^rami* 
benftum^)f. Slufibem obigen SBege toirb audj^ für ein <)tane« gläd^en* 
fegment xtt>ifd^en j)araßelen Seltnen ber 2lbftanb feine« Sd^toerjjunct« 
üon ber at« S3afi« be« Segment« angenommenen Seltne gefunbeU; »enn 
ber ))arattele Querfd^nitt be« Segment« eine gegebene Function feine« 
abftanb« bon ber öafi« ift. 

13»» SBenn eine gegebene ^tanflgur um eine gegebene ©erabe 
i^rer (Sbene rotirt, fo ift bie »on il^rem Perimeter befd^riebene ^Rotation«* 
fläd^e ba« ^robuct be« Perimeter« mit ber ©al^n feine« ©d^toert)unct«, 
unb ber bon ber gläd^e ber ^tanfigur befd^riebene 9iotation«för^)er ift 
ba« ^robuct ber gtäd^e mit ber ©al^n il^re« Sd^»er})unct«.**) 



*) S3rtj unb 3luguft. SJcrgl. §. 9, 10. 

**) 2)icfer 3)o^!|3elfa^ ifl unter bem mmen ®ulbtn*fd^c Siegel bclanut. Un- 
teriud^ungen über Sf^otation^gebilbe toutben perfl bon $Crd^imebe9 (@]|>l^Smbe unb 
(Sonotbc) Qugejicttt, förtgcfe^t öon Äc|>^ler in ber stereometria doliorum 1615, 
»ottn aud^ einzelne gSue ber ©ulbtn'f^en Siegel bereit« ijorfontuien (theor. 18 f{.). 
2>tefe 9legel ifi bon $ai|)!|3u6 erfunben unb uritgetl^eiU tvorben am @nbe ber (Stn^ 
leitung gum 7. ^vL6i ber collect, matli., in ber neuern ^tii t>on (^ulbin in ber 
^toeiten ^Bt^eilung feined ^erld Centrobaryca 1640, ti^o bie Siegel an tieUn ^ei« 
iVielen erläutert aber no^ vx^ii allgemein betbiefen ifl. S3on ber ©ulbin'fdjicn Siegel 
tianbeln au8fü^>rll(3^ SÄeier §irf^ geom. ?(ufg. ü, 160 ff. 192 f., 3e^me @eom. 
b. 5lört>er. 1859. 
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fflewei«. (Sin plaiiea ^otVson, Ben welt^em 
3Jli(te M ^ot,-votite «m bie auf tiev Sbcne bee ?ott 

JCY. SDie ©eUe ^ß fiefc^i 

AB.in.MM' (§.10, 2. 3tnn 

abftanb bet 2JIi«e 3f oon 

©i^wetpunct N bea gonien 

©f^toerpunct oon ben ©c^ict 

ber Seiten, bereu Soeffid 

finb. 3nbem man jebe ®( 
ffanb i^teS ©c^toeriJuncM Bon bet Mje muUitjticirt 
abbiti, et^äft man bü« ^tobuct beö IßetimeterS mit 
feine« ©(^met|3unct8 Don ber Sje (2). a(fo ift bte 
ben ©eiten befc^rietenen ffegelionen baß *JJrobuci be 
'27t. NN' b. i. mit ber Don bem- ©c^roerpunct N jutü 
3ic&t man Ad' unb BB' notmut jur ?Ife ^F, 
ABJ^B' fctöo^t bie Summe ber 3>reiede -TAB + 2 
©umme ÄB'B + ßBM = JTB'ß + BB'A' b. 
^^S = .XA'B — XB'A. 

S3et bon bem 3)reiect ^^'5 befi^riebene (Rotat 
BB'\XA- ober XA'B.\ji.BB\ Sejeid&net man bur 
(junct bet gtä^e JV^'ß unb jie^t 00' normal jut % 
\BB', folfllicd bei üon XA'B beft^riebene SKofatiom 
2ir . 00'. eben fo pnbef mon ben oon K^A bef^tUvmt.. uiv.uiiuuw- 
tiJtiJer = XB'A.ln.Pr, wenn -P bet ©^wettjunct bet giöc^e ^J3'A 
unb PI* notmal jur 3Ife ift. ©ejeii^net mon ferner ben ©^»etpunct 
ber gtäi^e XAB b. i. XA'B — ^BM but$ Q nnb sie^t aü' normal 
jur äje, fo ift Q bet ©e^roetpunct Bon XA'B . unb —'XB'A . P, h. ^. 

XA'B. 00' — XB'Ä.PP' = XAB. Qu' 
©o^er ^at bet bon XAB befc^tiebene SRotafionfilörijer bas'ißolum 
XAB.2n.Q.a'. 

©ie gläc^e bet gegebenen ^ptanfigut ift bie ©umme ber ©reieiJe, 
beren fflafen bie SE^eile be« ^etimetei« finb nnb beten gemeinfc^aftli^ 
©pi^e in X liegt ($Ianim. §. 9, 10). ©et ©^roetiiuuct S ber gtäd^e 
ift bet ©c^werpunct bon ben ©e^mevpunclen bet einjelnen Dteierf«» 
ffäc^en , ujenn biefe glätten i^ten ©(^loerpunclen als Soeffitienten tri« 
gegeben »erben. IDaS >Probuet bet gangen SIS($e mit bem Slbftanb 
RR' i^ree ©d^Wetpunctö bon ber Mfe ift bie Summe bet ^robucte 
bet einjelnen S)relec[«f[Sc^en mit ben äibftSnben i^tet ©c^ioetpuncte ton 
bet 3ife (2). 3ltfo ift bet eon ber gegebenen Ißlnnflgut befe^riebenr 
SRotatipnölörpet baö ?iobuct ber ftettegfen glätte mit 2x.RR' b. i 
mit ber Dpn bem ©t^toetpunct R jutüdgelegten iBa'^n. 
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SBenn ba8 ^ot^gon AB . . einer Sutbe eingefd^rlebcn ift uitb mit 
i^r 6ci unenblid^er Slitjal^t ber gemeinfd^afttici^en ^uncte iufammenfättt, 
fo faßen bie ®d^ti)erj>uncte für ben Perimeter unb bie gläd^e beö ^$ol\f* 
gon« mit ben entfpred^enben ©cl^tt)er})unctcn ber Surbe jufammen, u. [. id. 

14 SBenn ein Äreiö um eine Slje feiner (56enc rotirt, fo totrb 
bie befd^riebene 9iinafläd^e unb baö JRingbolnm nad^ ber ©utbin^fd^en 
SReget (13) gefunben, Sejeid&net man ben Perimeter be^ Sreifeö burd^ 
p, bie gläd^e burd^ /, ben Slbftanb be« Sentrumö bon ber 3lje burd^ 

a, fo ift 

bie aiingfläd^e = p . 27ta 
ba« JRingbotum = /. 2na 

meil ber @d&toert)unct für ben Perimeter unb für bie gläd^e mit bem 
ßentrum jufammenfäßt. 

SBenn über]^auj>t eine mit einer 5ffe berfel^ene ?ß(anfigur um eine 
®erabe i^rer Sbenc rotirt, bie mit ber Slje ber gigur paxaüel ift, fo 
bef^reibcn bie beiben ^älftcn beö ^erimeter^ p unb ber gtäd^c / 3iing* 
fläd^eft unb 9?ingboIume, bereu l^atbe 2)ifferenjen ber gtäd^e unb bem 
aSoIum gleich finb, . ttjeld^e eine $älfte ber ^tanfigur burd^ Flotation um 
i^re eigene ^f^e befd^reibt.*) §aben bie ©d^toerpuncte be« Perimeter« 
unb feiner beiben ^ätften bie Slbftänbe b, b\ l** ton ber JRotationöaje, 
unb bie Slbftänbe 0, c, — c bon ber 5fjc ber SiflU^^^ fo ift 6' = 6 + c, 
V* = h — Cf folgtid^ 

bie ganjc atingpd^c = p.27rft 
■* äußere ^ = \p,%ih* = \p.27cb + ^p.2nc 
^ innere * = \p.1nh" = \p.2nb — lp.2nc 
f ofglic^i bie l&atbe !Diff ereng ber äugern unb innern JRingfläd^e = |jp . 27tc. 
&)en fo finbet man bie entf})red&enben Slu^brüdfe für bie 9?ingboIume. 

SBcnn bie rotirenbe 5ßtanfigur leine Sljre, aber ein Sentrum befi^t, 
unb burd^ ben mit ber SRotation^aje Jjaraßelen IDiameter getl^citt »irb, 
fo ergeben fid^ biefelben 3iefu(tate toic borl^in. 

Äcnnt man ba« bon einer ?ßtanfigur (ßinie ober gläd^e) burd& 9io^ 
tation um eine ®erabe il^rer Sbene befd^riebene ©ebilbe (gtäd^e ober 
aSoIum), fo lann man ol^ne aQSeitcre« aud^ ba« t)on ber ?ß(anfigur burd^ 
Dotation um eine anbere (Serabe ber @bene befd^ricbenc ®ebitbc bered^^ 
nen, wenn bie beiben SRotation^afen ^jaraßcl finb. 3ft A ber ©d^toer* 
))unct ber rotirenben gigur q, unb toirb bie erfte 5Rotation«öjfe in B, 
bie onbere in C bon ber burd^ A gel^enben 9lorma(c getroffen, fo erl^ätt 
man für bie iDifferenj ber beiben 9?otation«gebiIbe ben äu^brud 



*) a«cicr §irf^ gcom. 3lufg. II, 173. 
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SBenn ba« ^ot^gon AB . . einer Sutte eingefd^rieben ift unb mit 
il^t bei unenblid^er Slnjal^t ber gemetnfd^aftfici^en ^itncte iufammenfättt, 
f faüen bie ®d^tt)er})unctc für ben Perimeter unb bie gläd^e beö 5JJo(^* 
gonö mit ben entfpred^cnben ®cl^tt)cr})uncten ber Surbe jufammen, u. [. id. 

14* SÖBenn ein Äreiö um eine ^(fe [einer (56enc rotirt, fo toirb 
bie feefd^riefcene JRingfläd^e unb ba^ JRingboIum nad^ ber ©ulbin^fd^en 
Siegel (13) gefunben. 33ejetd&net man ben Perimeter be^ Sreifeö burd^ 
P, bie gläd^e burd^ /, ben 2lbftanb be6 Sentrumö bon ber ^{e burd^ 
a, fo ift 

bie SRingfläd^e = p . Ina 
ba^ 9tingbo(um = /• ina 

tt>cit ber @d&toerj>unct für ben Perimeter unb für bie gtäd^e mit bem 
Sentrum gufammenfänt. 

SBenn überi^au^jt eine mit einer Sfje berfel^ene ^lanfigur um eine 
®erabe i^rer Sbene rotirt, bie mit ber 3lje ber ijigur i)araüet ift, fo 
befd^reiben bie beiben §ä(ften beö ^erimefer« p unb ber gtäd^c / 9Jing^ 
fläd^eft unb 9?ingboIume, bereu ^(Aht 2)ifferenjen ber gtäd^e unb bem 
SSoIum gleich finb, . ttjefd^e eine $ä(fte ber ^tanflgur burd^ Flotation um 
il^re eigene 5fje befd^reibt.*) §aben bie @d^n)er})uncte be« Perimeter« 
unb feiner beiben ^ätften bie ibftänbe h, h\ b" bon ber JRotatlonöafe, 
unb bie Slbftänbe 0, c, — c bon ber 2lje ber Sigur, fo ift 6' = 5 + c, 
6" = 5 — c, fotgtid^ 

bie ganjc SRingfltäd^e = p.2nb 

* äußere * = ^p.2nh^ = -lp.27th + ^p.2nc 

^ innere ^ = ^p.2nb'^ = ^p,27tb — \p,2nc 
f otglic^i bie l^afbe Differenz ber äugern unb innern 8iingfläd^e = \p . Ine, 
6ben fo finbet man bie cntfpred^enben Slu^brüdfe für bie SRingbotume. 

SBenn bie rotirenbe 5ßlanfigur leine 5ffe, aber ein Sentrum befi^t, 
unb burd^ ben mit ber SRotation^oje ^jarattelen ©iameter getl^eitt wirb, 
fo ergeben fidj^ biefelben 3iefuttate tote borl^in. 

tennt man ba^ bon einer !ßlanfigur (8inie ober gläd^e) burd^ 9to* 
tation um eine ®crabc il^rer Sbene befd^riebene ©ebilbe (gtädjie ober 
SSoIum), fo lann man ol^ne SBSeitereö aud^ ba« oon ber ^tanfigur burd^ 
^Rotation um eine anbere ©erabe ber Sbene befd^riebene ©ebitbe bered^*« 
nen, menn bie beiben SRotatton^ajen t)araM finb. 3ft A ber ©d^ioer* 
|)unct ber rotirenben gigur q^ unb toirb bie erfte 3iotation3oje in B, 
bie anbere in C bon ber burd^ A gel^enben 9lorma(c getroffen, fo erl^ätt 
man für bie ©ifferenj ber beiben 5Rotatton«gebitbe ben äu^brud 
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q.2K.ÄC — q.la.AB = 5.2«, 
Worin BC, bn Sttflonb ber Beiben SRototioneofen, 
ift, \t nac^betn bte anbete 9I;e oon btm QiSfatt^m 
Heinere entfemung ^at, atö bie erpe Äfe. 

15. Senn bie gtäi^e unb ba9 9}o[um ein 
gcfleBen ift, fo IBnnen mäf ber ©nlbin'f^en iftei 
für ben 'Perimeter unb bie gtäd^e ber SDIeribianfifli 
3. iß. ber @c^U)er))unct £ beg fireiebogend j 
pund i^ be« Äreisfectot« D.4B liegen auf bem SRot 
iBogen unb ben @ector ^olbitt (9). ^enn ber 9 
um bie normol ju DC but(^ X 
fo l^at man fär bie »dii bem 

,45. 2«. DE = 4'ß'.2» 
toobei bie .Üformatprojecrion A 
auf bie SRotaHonSafe ber ©e^i _ „ „ , 

ift; unb föt ba« Bon bem ©edor befc^riebcnc aSofum 
DABI^.DF = A'ff.ln.D(P (§. 10, 7) 
?lun ift ber ©edor DAB = \ÄB. DC, folgtit^ 



DE 
DC" 



A'B" 
AB 



n7>=^'^^=i 



DC; 



= föE 



16. ©ie ®ulbin'f($e Siegel bient auc^ bann jur Seted^nung ber 
OBerfläc^ unb bee aSotumß, wetc&e eine Betoegte ^(anfigur 6efi$retM, 
loenn bie ^uncte ber $Ianfigur nit^t auf iiaralleten ßreifen, fonbeni 
auf betiebigen anbern tjarotleten Euruen normal jur Sbene ber $laD= 
figur fortf^reiten.'*) 

jiie ^tanfigur ABC ttetbe fo beroegf, baß ber $unct A auf dner 
gegebenen Surse DE fortfi^reitet, bo§ bie @beue ABC bie Surbe DE 
P immer normal f(^neibet, unb baß bie ®etabe AB, 

n>el($e bie belegte ^Canfigur einmal mit ber ®5ene 
ber ßurbe DE gemein M, immer auf ber gbent 
ber Sucbe DE Bleibt. Sö^renb ber ^und Ä ben 
©ogen AA' jurfiiflegt, Befd&reibt ber Perimeter ber 
ißlanfigur ein ©lad SSingfläd^e unb bie gläd&e bei 
^ianf gut ein ©täd dtingvolum, bie na($ ber ®ul> 

•) SKtitr *ttf* geom. att(a, H, 192. 

•'} S'iefe SStnterfung ip jiim S^ril »on Etitnij gemot^it ttorbtn. . 
1695 p. 493. euler feat in ber ab^anblung „fiter fniimne S^Iitibtr" 
Act. Petiap. 13 p. 91) He nähern SS cbingungen feffeeftcQt. Seigl. 9ßi 
gwm. 9ufg. U, §. 174 % (bauoii einiges vnf|Enati) unb $Dt|{Dn M^ca 
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bin'fd^cn Siegel befto genauer gefunben toerben, ie Heiner ber Sogen 
AÄ' ift. a»on lann .nämtid^ ba« befd^rtebene @tüd JRmgPäd^e ober 
Siingootum burd^ ein ©tfid ber atingpäd^e ober be« atingbolum« er^ 
fe^en, toetd^c bie 5ßtanflgur ABC befijreibt, mm fie um bie Slje ju 
rotiren beginnt, bie auf ber ®bene-4^C normal ju AB burd^ ba^ Ärüm^ 
mung^centrum be« Sogen« AA' gel^t. Die ®umme aßer ©tüdte ift 
ba« ^robuct bon bem Perimeter ober ber fjtäd^e ber ^lanfigur mit 
ber Summe aller Salinen bc3 jugel^örigen ©d^tocrpunct«. Die SSal^n be« 
®d{itt)erj)ttnctö ift bon ber paraßelen SSal^n bed ?ßuncteö A ber Sänge 
itadji nid^t berfd^ieben. 

ÜDie Eurbe DE lann aud^ uneben fein. ÜDann l^at man unter i^rer 
(Sbenc in bem $unct A biejenige ju berfte^en, toeld^e ben berfd^toin* 
benben Sogen AA^ unb beffen Srümmungöcentrum entl&äft. U. f. ti). 

17. Unter einem 5ßri«men]^uf (ungula, onglet) »trb ber Zf)til 
eine« ^^riöma bcrftanben, ttjetd^en jtoci nid^t paxaMt Sbenen begrenjen. 
aWan conftruire einen 5ßormatfd^nitt be« ^riöma, beftimme ben ®d^»er^ 
t)unct feine« Perimeter« unb jiel^e burd^ biefen ^unct bie ®erabe, loeld^e 
mit ben Tanten be« ^ridma jjaraßel ift. !Da« ©türf biefer ©eraben, 
meldte« jtoifd^en ben nid^t J>araße(en Sbenen entl^alten ift, bie ben 
§uf begrenjen, l^eißt bie®d&tt)erlante (bar^centrifd^e Sante) für bie 
^JtJcrimcter bcr 5Rorma(fd^nitte. 

S)ie ))ri«matifd^e (c^tinbrifc^ie) §uffläd^c ift ba« ?ßrobuct 
be« ^Perimeter« i^re« Stormatfd^nitt« mit ber jngel^örigen ©d^toertante.*) 

©etoei«. AB CD . . ift ein 5Rorma(f(^nitt be« q}ri«ma, K, L, 
M, . . finb bie SRitten bon AB, BC, CD, . . . Der ©d^toerpunct S 
be« Perimeter« ABCD . . ift bcr @d^U)eri)unct 
\)on AB.K, BC.L, CD.M,... ©erben nun 
bie burd^ A, B, C, . . gel^enben Santcn unb bie 
burd^ S, K, L, M, .. gel^enben ^araßeten bon 
einer beficbigcn Sbene in A*, B\ C, . . unb S', 
K\ V, M\ . . gefd&nitten, fo ^at man (2) 

AB.KK! + BC.LV + CD. MW + . . 

S6cn fo ift, toenn eine anbere Sbene biefetben 
®craben fd^neibet, 

AB.KK** + BC.LU* + CD, MM** + . . = 

folgtid^ burd^ ©ubtraction 




{AB + BC'\*..)SS" 



*) 2)ic S^Unbcrl^ufe jlnb juerjl t>on Oregortu« a. @t. SSinccntto (opus 
geom. 1647) o^iie ^arüccntrifd^t Setrad^ftungen com^Jlanirt unb cubirt toorben. 
i0leter $trf(]^ (geom. Siufo. 11, 163) l^at ben obigen umfa[{enben @a^ nid^t gan) 
correct bargejleßt, tt?ie öon ©teinev u. 3t. erinnert toorben tjl. 
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JEÖ ^riemo paraUete Oerabe. iDaS @tüil berfelben, ttrt' 
ben nic^t (»atallelen €6enen entljalteit ift, bie ben $uf be^ 

$icf4 Q. a. a 161. 
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grenjen, l&eigt bie ©d^tocrtante für bic gtai^cn bcr ^riömen^ 
fd&nittc (18)* 

2)a6 aSoIum be6 $tiginctil^uf6 t[t ba« ^röbuct bcr gtöd^e 
bcö 5WormaI[(i&nitt« bc6 ^riöma mit bcr jugcl^örtgen ®d&n)crlante.*) 

Sctoetd. A'B'CD' . . unb A'*B"0**D*' . . finb bie ©c^nitte bcö 
^riömo , bic bcn §uf bcgrenjen , ^5CD . . ift ein 9lormaIfd^nttt beö 
^riöma. !Die ®eraben , ml^t paxaUd mit ben Äantcn be« ?ßri^ma 
burd^ bie @c^tt)ert)uncte K,L,..S ber gtad^en ^J5C, ^CD, . . , ABCD . . 
geiogen toerben, fd^neibcn bie (Sbenen ber ©d^nitte in K\ L\ . ., S' unb 
K*\ Z", .., S'' fo ba6 

^ßC. Ä^ÄT' + ACD.LU + . . = (ABCD . .)88* 
ABC. KK" + ACD.LL** + . . = (^ßCD . O^'^" 
fotfllic^ ABC.K'K'* + AOD.UV + • • = (ABCD . .)^'^" 

!Cer breifeitiae 5ßri6men]&uf -4'5'C'A'-B"0" mirb burd^ bie 2)ia9o< 
natbreic(fe^"-B'C' unbA'ß'C" in biebreifcitigcn^^ramiben A^'C'il", 
^''^'CC" unb A*'B'C'*B*' xerlcgt. ©aijon ift 

^"J5'C'C" = A'B'OO' 

mW A*'A' mit ber gläd^e ß'C'C" t)araaet ift, unb 
A'*B'G*'B** = A'B'C'B" = A*B*OB** 

weil il^'A mit ber Stäche ß'C'ß" unb C'C mit bcr 
gtäci^e il'ß'5" t)araöel ift. 5«un ift A*B'C'A'* ber 
britte Streit beö ^ridma, beffen iRormatfd^nitt ABC 
unb beffen ßängenlante A'A'* \\i, u. f. to. aifo ift ber 
breifeitiflc ?ßriömen^uf A^BCA^^B'^C** 

= |ABC(.l'2l" + ^'jB'^ + C'C'O = ABCK'K'* 

fc(g(icl^ ber ganje $ri^menl^uf 

= ABC, K*K*' + ACD.UV + . . = (il5Ci> . .) S*S** 

SInmerlung. 3n6befonbere l&aben jtoei 5)ufe eineö ^ri^ma (ß^^ 
linber) gleid^c aSotumC; tocnn il^re ©ci^toerlanten in ©ejug auf bie 
©d^nittfläd^en bed ^ridma bon gleici^er S&nge ftnb. 

20* ®ad aSotum eine^ ^ot^eber« lonn avi^ ^riömcnl^ufen ju* 
f ammengef efet toerben **), toie bie Städte eineö j)Ianen ^ßül^gon« aud bc* 
grenjtcn Streifen (^lanim. §. 10, 6). 3Kan jiel^ burd^ bie @d})uncte 
^araüeten bon beliebiger 9?id^tung unb fd^neibe biefclben normal burd; 
eine Sbene. ÜDaburd^ erptt man fobiel ^ri^menl^ufe afe gläd^en be^ 



■* 










*) mtxti ^trf(^ a. a. O. 162, SScrgt. @tetner (Sredc 3. 16 p. 90. 2)ic 
SetUgung bc8 brcifeitigen ^ri^mcn^ufß ift toou Scgenbrc (Elem. de göom. Vi, 
22) gegeben ttjoiben. 

♦♦) aßeicr $tvf* a. o. O. 165. 
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gSoUjeberfl, anb »on jeber SSISc^e i^re 5Roi 
benbe @bette. ^ejei^net man bie 'Bd)ma 

hm^ A, B, C, . ., bte Siotmotprojettionen — ,,. ,. , — , ,_, — 

benbe ebene burd^ A', B', C, . ., unb ble SJlonnaliiroiectiijntn bcr glö" 
c^en bwr^ «, jS, j-, . ., fo ^oben bie $ufe btt «Bert^ b.A4', ß.BB', 
y.CC, . . (19), unb ba« SBcIum be8 ^ol^ebcrt ift bie ©umme 

a.ÄA- -{- ß.BB' + y.CC +.. 
1)ut4 bie Perimeter ber ^l&iSfen beö ^ßol^berö (§. 8, 16) finb bie 
$eiimetec bei Stottnalprojecttonen biefec tS^äc^en, mithin bie ^eiäftn 
Don «, (S, j-, . . beftimmt. 

tiit Summe bet 9ionnat|)cojectii>nen bei gtä^en eineö $ol^ber« 
« + |S + y + ■ . ift nutt (betgl. unten arriflon. §. 6, 3), olfo ^at 
bafl Softem a.A,p.B,y.C, . . einen unenbtii^ fernen ©c(»roetpunct (6). 
3ßenn inflbefonbete ba« ©Aftern a.A, ß.B, . . feinen ®c^tDeti)unct tfot, 
fo ift ta9 aSolum be» ^cl^eberd nua. 



^eri)0tt0 M^. 



^ttgonomettie. 



öalfeet n. 4. «ufl. jg 




^i; 






r*iü?^ 



@e(]^9ted ^VL(if. ^tigonometvie. 

g(f cn, / gläci^cn unb fc Tanten. ÜDie 8^a^«^i^*fl« Sage ber e ^(fpunctc 
tDürbe im aMgcmeinen burd^ 3e — 6 Stcmentc beftimmt fein. SBcnn 
aber bie gtä^en be« ^ot^eber« ber JReil&e naä) n^, n^, n^, . . ©eitcn 
l^abcn, fo liegen n^ — 3 dipunctt ber erften gtäd^e, wj — 3 @rf^)unctc 
ber jipeiten gläc^e, . . jiebe^mol auf ber (Sbene ber 3 übrigen Sdpundc; 
bie ©eftimmung biefer ^uncte erforbert bemnad^ je 1 SIement ipenigcr. 
2Ufo ift ba« ^ot^eber burd^ 

3e — 6 — (ni — 3) — («2 — 3) — (n^ — 3) — . . 

eiemente beftimmt. 2)ie ^Injal^I ber ©ubtral^enben ift /, bie ©ummc 
«1 + wj + ng + . . ift 2k, ferner ift 3e + 3/ — 6 = 3fc (@tc^ 
reom- §. 7, 2), folgtid^ 

3e — 6 — (n^ — 3) — (n2 — 3) — . . = fc 

>Die Slnjal^I k erreid^t ben äßertl^ 3e — 6 in bem gafle, ba§ afle glä* 
^ d^en beö ^ßol^eber^ SDreiecf e finb. 3n ber Jl^at ift bann df = 2k, 

u. f. ö>. 

2* 2ln bie ßrfenntnig, bag eine gigur burd^ n i^rer Elemente 
beftimmt ift, fd^tiegt fid^ bie Slufgabe, au« ben n beftimmenben (gegeben 
neu) gtemeuten nid^t nur bie gigur gu conftruiren, fonbern attd^ 
bie übrigen beftimmten (unbelannten) (Elemente ber gigur ju beredt* 
ncn. 5Die Süiittel jur Scnftruction ber giguren finb in ber reinen ®eo= 
metrie felbft entl^alten, unb Serben jum 5ll^eit für tedj^nifd^e ^mdt ht^ 
fonberß auögebilbet in ber angetoanbten ©ifcipfin, toetd^e ben 9iamcn 
befcrij)tit)e ©eometrie fül^rt. SSon ben SJiitteln jur SSered^nung 
ber beftimmten an^ ben beftimmenben (Elementen einer gigur l^anbett bie 
^Trigonometrie. 9lun mirb jioar in ber ©eometrie getel^rt, toie man 
einen SBinfel eine« piamn 5ßoI^gond auö ben übrigen SGßinfetn beffelben, 
eine ©eite eine« red^tioinfetigen 3)reie(I« aM ben beiben anbern ©eiten, 
bie gfäd^e eine« 2)reiedt« au« feiner 93afi« unb ber §ö^e ober au« ben 
t)rei Seiten bered^nen fann, u. f. 10. 6« giebt aber nod^ anbere metri* 
fd^e ^Relationen unter ben Stementen einer gigur, bie auf bem ©ebraud^ 
ber fogenannten trigonometrifd^en Functionen berul^en, unb biefe oorjug«* 
»eife bilben ben 3n]^aÜ ber eigenttid^en Slrigonomctrie. 

Söefonbere 8lbfd^ni(te ber 5£rigonometrie, in benen bie metrifd^ert 
SRetationen unter ben Elementen eine« aSiererf«, ^ol^gon«, S^etraeber«, 
^ol^eber« jur SetradJ^tung fommeu, werben burd^ bie 3?amen 2ictra* 
gonometrie, ^ot^gono metrie, 2ietraebrometrie, ^4^0 t^c:« 
brometrie bejeid^net. 3e nad^bem bie giguren plan ober fp^ärifd^ 
finb, toirb auc^ bie oon il^nen l^anbetnbe S^rigonometrie plan ober 
fpl^ärifd^ genannt. 
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3* SÖei einem flcrabltnigen 3)reie(f finb bie aSerl^äftuiffc ber ©ei* 
ten gu cinaitber burc!^ bie SBtnIet beftimmt. 33enn toenn gwet ©reiedc 
bic SBinfel ber {Reil^e naä) fltcid^ l&aben, fo ftnb fie Sfftiliäf, u. f. t». 

SBenn tn^befonbere baö 2)reicd red^ttoinfeflg i\t, fo »irb burd^ 
einen f})ifeen SBinlel beffelbcn ba« SSerl^ältnlg bon je j»ei feiner Seiten 
beftlmmt, j. 55. ba6 SSerl^attnig ber gegenüberficgenbcn Satl^ete jur §v^ 
j)otennfc. SBenn ber f^^i^e aBinlel toäc^ft, fo toäd^ft anäf ba« SBerl^ätt* 
ni§ ber gegenüberlicgenben Satl^ete gur §^potennfe. 3ft 
ber SSHnlet 5i4£ > BAC, unb bie $^j)otenufe ^E 
ber $^j)otennfc ilC gteid^, fo ift bie ßatl^ete JOJB grö* 
§er afe bie (Sat^ete J5a (^lanim. §. 5, 6), fotgtid^ 

DE : ^E > BO : ^C. 5Da^er ift ba« SSer^dlt^ 

ni§ einer (§,atf)ttt jnr $^j)otennfe eine« recl^t=-* ^ ^ 

toinfeligen ©reiedf« eine beftimmtc Function be^ 
SBinfeU, toeld^er ber Satl^ete gegenüberliegt, eine goniometrifd^e 
ober trigonometrifd^e i^unction, unb tt)irb ber @inud be^ 
SaSinlet«*) genannt. SSergt. ätgebra §. 2. 

4* Unter bem @innd eine^ ft)i^en 9BinIeI6 mirb bemnad^ ba^ 
35erl^ättni§ ber gegenübertiegenben Satl^ete jur §^J)0^ 
tenufe eineö beliebig bon bem SBinfel abgefd^nittenen J^ 

red^ttoittfeligen SXeicdt^ bcrftanben. ©er @inu« be« 
SBinlett A toirb burd^ sin^ begeid^net; unb toenn BC 
gu bem ©d^enlet AB be^ SQSinfelö A normal ftel()t; fo yi*^^ 
l^at man 

smA = j^ 

5Der ©inud eine^ fjji^en SBinlett ift eine unbenannte 3^^^ (S3er* 
l^attnig) gioifd^en unb \, toeil eine ßatl^ete be« red^tioinleligen ©reierf^ 
Heiner ift aW bie ^\)pottm^t. 

SBcnn ber SBinfet bon bi« 90® »äd^ft, fo toöd^ft fein ©inud bon 
bi^ 1. Unter ber SSorauöfe^ung nämlic^, baß bie $^}3otenufe AC 
unberänbert il^re Sänge beptt, erreid^t bie Sat^ete BC, »enn ber SBin*» 
fei berfd^toinbct, ben SBert^ 0, unb loenn ber Sffiinlel red^t loirb, bie 




*) 2>a8 SBort @inu« ifl bic latcintfc^c UeBcrfe^ung eine« bei ben arabtfc^en 
Slflrononicn, namentli^ feit Stlbatentu« (Sil S3atant um 900) gebrSu^ltd^en Äunfl- 
ttjortt. 2)te im 12tett ^al^r^nnbert ^on $Iato 2:iburtinu8 toerfetttote unb 1537 
ju SfJümbcrg gebrudte latetntfd^e Ueberfeftung eine« aflronomi|d(>en SBerf« öon ^U 
hatani i|l bie erfie Befannte @(5rift, toeld^e ba« Sort <@lnu« unb ben 5lnfang einer 
Umgepaltung ber Qxxt6ß6)trt ^Crtgonometrie ent^ätt (de motu stellanim cap. 3 
p. 6). @. pfleiberer 2:rigonometrte 1802 p. 14. Delambre bist, de Tastron. 



In mojen äge 1819. 
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g(f cn, / gläci^en unb k Äantea. SDic flcaenfeittgc Sage ber e (gdtpunde 
tDürbc im äMgemcinen burd^ 3e — 6 Elemente bcftimmt fein. SaSenn 
aber bte gtäd^en beö ^ol^cberö bcr Äei^e m6) n^, n^, n^, . . ©cite« 
^faben, fo liegen n^ — 3 gdjjuncte ber erften gtädjie, n^ — 3 @cf})unctc 
bcr jtoeiten gläc^e, . . iebeömol auf ber ffibene ber 3 übrigen (Bdpunctt] 
bic SSeftimmung biefer ^uncte erforbert bemnadd je 1 Clement tpentger. 
äUfo ift bad $o(^eber burd^ 

3e — 6 — (ni — 3) — (n^ — 3) — (nj — 3) — . . 

Elemente beftimmt. 2)ie ^Injal^t ber ©ubtral&enben ift /, ble ®vimmt 
«1+^2 + 713+.. ift 2k, ferner ifl 3c + 3/ — 6 = 3fe (®te^ 
reom. §. 7, 2), fotgtid^ 

3<5 — 6 — (n^ — 3) — (nj — 3) — . . = fc 

3)ie änjal^I fc erreid^t ben äßertl^ 3e — 6 in bem gatte, baft aße glä* 
d^en be« ^ol^eber^ 5)reiecfe finb. 3n ber 2:]^at ift bann 3/ = 2k, 
u. f. to. 

2. Sin bie (Srlenntnig , bog eine gigur burd^ n i^rer gtemente 
beftimmt ift, fd^liegt fid^ bie Slufgabe, an^ ben n beftimmenben (gegcBe*= 
nen) Elementen nid^t nur bie gigur ju conftruiren, fonbeyn andf 
bie übrigen beftimmten (unbelannten) (Slemente ber gigur ju beredjf* 
nen. ©ie Süitttel jur Sonftruction ber glguren finb in ber reinen ®eo= 
metrie felbft entl^alten, unb Serben jum 5ll^eil für ted^nifd^e ^mit be^ 
fonberd au^gebilbet in ber angeipanbten 3)ifctpttn, toetd^e ben 9iamen 
befcri})tiöe ©eometrie fül^rt. SSon ben SJiitteln jur SSered^nung 
ber beftimmten au^ ben beftimmenben (Stementen einer gigur l^anbett bie 
^Trigonometrie, yinn mirb jipar in ber ©eometrie geleiert, toie man 
einen SBinlet eine« planm 5ßol^gond au« ben übrigen SGßinfeln beffetben, 
eine ©eite eine« red^tminfetigen 3)reiedt« au« ben beiben anbern ©eiten, 
bie gtäd^e eine« !Dreiedf« an^ feiner 33afi« unb ber ^öl^e ober äu^ ben 
tirei Seiten bered^nen fann, u. f. lo. 6« giebt aber nod^ anbere metri* 
fd^e {Relationen unter ben Elementen einer gigur, bie auf bem ©ebraud^ 
ber fogenannten trigonometrtfd^en Functionen berul^en, unb biefe üorjug«* 
ttjeife bitben ben Qnl^att ber eigenttid^en STrigonometric. 

Söefonbere Slbfd^nilte ber 5£rigonometrie , in benen bie metrifd^en 
SRetationen unter ben (Stementen eine« SSieredf«, ^ot^gon«, S^etraeber«, 
^ol^eber« jur 33etrad{^tung lommen, werben burd^ bie 3?amen S^etra^ 
gonometrie, ^ol^gono metrie, 2ietraebrometrie, ^Jol^e^* 
brometrie bejeid^net. 3e nad^bem bie giguren plan ober fp^ärifc^ 
finb, mirb auc^ bie oon il^nen l^anbelnbe ^Trigonometrie plan ober 
fpl^ärifd^ genannt. 
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3. ©ei einem gerablinigen a)reie(f finb bie SSerl^ältitiffe bcr ©ei* 
ten ju cinanber burd^ bie SBinlel beftitnmt. ÜDenn toenn jtoei IDreiede 
bic SBinlel ber JReil^e na^ gteid^ l^aben, fo finb fic äJ^nlid^, u. f. ». 

SBenn in^bcfonbere baö iDrcied rcd^ttoinfelig ift, fo »irb burd^ 
einen \p\%en ffiinlel beff etten ba« SSerl^ältnig bcn jie jtpei feiner Seiten 
beftimmt, j. 95. baö SSerl^ältniß ber gegenüberliegenben Satl^cte jur $9* 
^)otenufc. SBenn ber fpifee SEBinfel toäc^ft, fo toäd^ft anäf baö SSerl^ält* 
nlf ber gegenüberliegenben ßatl^ete jur §9j)otennfe. 3ft 
ber SfiJinlet J5^jE > BÄC, unb bie ^^Dotenufe i4E 
ber $^!|)otenufe AC gleii^, fo ift bie Satl^ete i>E grö* 
§er afe bie Satl^ete -BC ($Ianim. §. 5, 6), folglid^ 
DE : ^E > BC : .IC. SDal&er ift ba« »erl&dlt* 
ni§ einer Satl^ete jnr §^potennfe eine« xtd)U^ ^^ 

toinfeligen ©reiedE« eine beftimmte Function be« 
SBinlel«, »etiler ber Satl^ete gegenüberliegt, eine goniometrifd^^e 
ober trigonometrifd^e gunction, unb mirb ber ©inuö be« 
aaSinlet«*) genannt. SSergL SHgebra §. 2. 

4. Unter bem ©inu6 eine« fl^ifeen aßinfel« toirb bemnad^ ba« 
SJerl^ältnig ber gegenüberliegenben ßatl^ete gnr ^^tJO^' 
tenufe eine« beliebig bon bem SBinfel abgefd^nittencn J^ 
red^ttDinfetigen 5Dreiedt« berftanben. üDcr @inu« be« 
SBinlet« A n>irb burd^ sin -4 bejeid^net; nnb toenn BG 
JU bem ©d^enlet AB be« SCBinfel« A normal ftel^t, fo J^ 
\oX man 

• A ^^ 

©er ©inu« eine« fj^itsen SBinlel« ift eine unbenannte '^^\ (25er* 
l^aitnig) gtoifd^en unb 1, »eil eine ßatl^ete be« red^tminleligen ©reierf« 
Heiner ift aW bie f)^j)otenufe. 

SBenn ber ffiinlet bon bi« 90« loSd^ft, fo »äd^ft fein ®inu« bon 
bi« 1. Unter ber SSorau«fefeung nämtic^, bag bie §^t)otenufe AC 
unberänbert il&re gange bepit, erreid^t bie ßatl^ete BC, »enn ber SBin* 
M berfd^toinbet, ben SBert^ 0, unb »enn ber SQBinfet red^t loirb, bie 




*) 3)a« Söort @tnu« ifl bic ktcinifc^ic Ucbcrfe^ung eine« bei ben orabiWcn 
Slflroiujnien, namentlich fett 2fI6ateniu« (31 SSatani unt 900) gebräuc^ittc^en Äunil^ 
toort«. 2)ie int 12ten äa^rl^nnbcrt i>on ?JIato 2:i6urtinn8 berfertiote nnb 1537 
JU Mmbcrg gebrncfte lateinifd^e Uebcrfefeung eine« ajironomifd^en SBcrt« toon %\* 
batani ip bic erf!c Befanntc @(!f>rift, tüctdf^e ba« ©ort @inu8 nnb ben Slnfang einer 
Umgepaltnng ber 9rie(!^f4en ^Trigonometrie ent^ft (de motu stellamm cap. 3 
p. 6). @. ^fleibcrcr 2:rigonomctric 1802 p. 14. Delambre bist, de l'astron. 
an moyen äge 1819. 



q18» = 0,3( 



®C(^tee Su4- Sngannnttrit. 

AC. ^an ^t alfo bie ©lenjmeit^e 

BinO = 0, 9m90" = 1 

aSon ben e(ementar confttuit^arett Sßinletn li^nnen bie ®inu8 
ilannten (jlanimetrtfi^eit ©ä^en fcerec^twt toerben. 
t A = 45«, fo ift BC = AB, 2BCfl = ÄC^ anüt bm *p^t^ 
len €a^, olfo 

S-4, S-/!-l^, ™45.-«,707... 

M ^ 60«, (c Ifl AB = iAC, iÄC'+BC — AC\ foljll* 

!S=t.!g=^. -««• = «.»«««■• 

ft ^ = 30", fo ift BO = ^^C, alfo sinSO'' = 0,5. 

ft ^ = 18", fo ift BC hm l^alben golbnen aibf^nttt oon AC 

(^lonim. §. 11, 6), otfo 

BC _ /5- 

AC~ 4 

on anbern SBinTetn, welche ©ummen ober I)ifferenjen, ^iJ^ifai^e 
)Qlften, u. [. »D. Don folgen 5H}in!etn finb, beren ©itiu« man hf 
efunben f)at, Umm bie Sinu« Beret^net »erben auf ®runb be« 
läifd^en ©ofeeö ($tonim. §. 14, !5) ober be« entfijre^enben go« 
x\\6)ea ©a^e». SBergl. unten §. 4, 6 unb 7. äuc^ bietet bie 
latifc^e anat^fi« bie umfaffenbften SJiittel jur birecteii Sercc^= 
'er ©inus a0er ©inlel (»Kg. »rit^m. §. 31, 7). 
Im ift böiger im ©tanbe genefen, Xabeüta jufammeniuftetten, 
ju jebem Sßintef oon bis 90" nic^t nur ben ©inuS, fonbern 
en gemeinen Sogarit^mue beffelben mit ^tnTeiil(renber ©enanigteit 
en.*) 2)ie fiogaritömen ber ©inue finb negatib, unb er^tten 



Hh ^iec^eii t>altn ;u allfn Uon bis 180° um iaXit Srobc eetfi^ttbuien 
iiittln bU aSertülttiijfe i^iet ©tbnen jum ÄobiuS ten^n«, unb babn ben 
in eo Steile (fioTffai). iebtn Xi)tü in 60 aftinuten, jebe SJIinuie in 60 @t. 
get&eilt, Sit ötafien ©Stiften, Welijc »on btn ctfotberlii^en mettifc&en Mc 
btE Sreiefcftntn ftanbeltcn, TOaten na^ Sfceon'S äcjt'fi (*'" ffiommtntai: 
niaaeji) Bon 0it)l)ar*u8 unb aittntUus Bctfagt- ®it SflBeHe b« ©e&. 
iltnjffc unb ant einfai^f ^et^be, nac^ ncltber bie !£a6clle unfiruirt iDer* 
n, ifi Bon ^tolemän« (älnwatfl I- 9) mitael&ei«. SngL Äfiftnev gtwa 
. I p. 525, u p. 354. Seil ber ®:nuS »nee ^mpitumintM baS SJer 
ber fjegeniibcrfiegenben ©e^ne jnm ©iamelet ip, fo tonnten bie atobei; mn 
(emäii^en S^abette jofort bie Stuben« ber in ©e^agefltnalbrUi^en ane^cbritif 
U5 ablsiten, inbem p« bie Seiitriminitl unb bie neben jitbuiben a)er(iä!tni(i 
ebnen jum Slabiue Sibirien. @tatt ber ©e^agefitnatbrUAt Ivurbra He 3)i 
l^e in bie SinttStubellen eingefühlt bnr^ bte beutf^en atronomen $euT 
ib Stegicmontan 1450. 2)it (natUUi^tn) Gogant^men bct @inue ftni 



§.1. S5on bem ©tittt«. 279 

flciö81&nli(i^ bic negative ficnttiiffcr — 10, bic bt^alh in bcn ZaitUtn 
unb in ben 9ied^nungen tDegge(affen u^trb. 

3n bct Zalttlc ber ©inuö (bcr Sogarit^men bcr ©tnuö) toirb 
nid&t nur ju j[cbem gegebenen SBinlet fein ©inu« (beffen Sogaritl&muö), 
fonbcrn antSf ju iebem gegebenen ®inu« (beffen gogarit^muö) ber ent* 
f)>red^enbe S93tnle( gefnnben mit einer ©enauigteit, bte burd^f bie (Senauig«« 
leit ber in ber Siabette \)erjei(^neten S^a^Un beftimmt ift. !Dic erfor* 
berlid^en 3nter}>oIationen merbcn nad^ benfelben SRegeln tt)ie bei anbern 
matl^ematifd&en Si;abetten (aigebra §. 2, 4. Slüg. 3lritl&m. §. 20, 4) ber^* 
rid^tct. 

L 3n ben Sobeßen*) Hegt ber SBinlet 23Mr jmifd^en 23M0' 
unb 23^20', beren ©ifferenj 10' beträgt, unb sin 23 M 7' itoifd^en 
0,3934 unb 0,3961, bereu 2)iffereni 0,0027 ift. SBenn ber SBinlet 

27 

23« 10' um 10, 1, 7 aWinutcn ftcigt, fo fteigt fein iSinuö um 27, — , 

^7 7 

^ 3e^ntaufenbteL «Ifo ift sin23öl7' = 0,3934+0,0019 = 0,3953. 

eben fo flnbet man logsin230l7' = 9,5948 + 0,0021 = 9,5969 
an« bcn SBertl^en bon log 8ia230 10' unb log sin 23^20', bereu !Differenx 
0,0030 mit 0,7 muait)Iicirt toegen ber 7' ju logsin23no' abbirt wirb. 
5Die Äennjiffer —10 ift l^injujubenlen. 

II. 3n ber Solonne ber ©inu« Hegt sin a? = | = 0,7500 xtoifd^en 
0,7490 unb 0,7509, bereu Differenj 0,0019 ift, alfo ber SBinlet x 
jtoifd^en 48^30' unb 48 MO', bereu ©ifferenj 10' beträgt, ffienn ber 
©inu« 0,7490 um 19, 1, 10 Bel^ntaufenbtet fteigt, fo fteigt fein ©infel 

"^ ^^' tS^ ^^ aWinuten. «Ifo ift x = 38« 30' + 5',3 = 
ly ly 

48« 35',3. 

aäenn log sin a; = 9,8751 (—10 loirb l^iuiugebaci^t) , fo finbet 
man x = 48« 35',4 au« ben p 9,8745 unb 9,8756 gel&örigen aßinfetn, 
bereu ÜDiffercnj 10' mit /y muftij)Hcirt loegen ber übrigen 0,0006 ju 
48« 30' abbirt toirb. 

6. Die ©teid&ung (4) 

. . BC 
sm4 = -^ 

toetd^e für baö red^tioinlelige ©reierf gilt, beffen f)^t)ütenufe AC ift, unb 
\Ddä)c ben ©inu« be« äBinletö A befinirt, ift bie 9ietation itoifc^en 



toon 9le^er 1614 ctfunben n^otben (^ttg. ^litj^m. §. 19). Xabellen t>on ber ie^t 
gebr&ud^it^ett Slrt mürben balb barauf t>on ^riggd unb $lacq 162S )}olIeubet. 
*) a §. 2:. aßüHer»« toierftemse i^ogarit^men, 2te 2luf(. 1860. 



®c4«teS Sntft. StiaDnumetrie. 
erfuilg. Seit 6 = a^ = 2rsin(? 



2^ = 



inj- 



^iemai^ tann man bie ^lää}e bei ZxtkdS aai ben £& 
Seite ober bem SRobiuS befl umgefi^Kietenen Äreifeö bei.^..,.- 

9. Der SinuSfafe enthält bie Sffelatioti jlijifd&en jttei ©ei* 
ten eine« 3)teiect« unb ben gegenübertiegenben SBinleln, 
unb bient beS^atb jur Söfung ber tiigonometrifi^en Slufgaben: 1) auS 
jiDci SBtnIeln eities SJretei« unb ber bem einen gegenüberliegenben Seite 
bie bem anbem gegenfifierliegenbe Seite ju berei^nen, 2) au« jlcel ®ei* 
ten nnb bem ber einen gegenübertiegenben SäJinlet ben ber onbetn 
gegenuberliegeuben aBinlel ju beregnen. 5Dlan ^ai nämlic^, toenn a, « 
unb ß gegeten [inb, 

b = -;— Binp 

unb tvenn a, a unb h gegeben finb, 

sin j9 = b 

3Die äWeite Säufgabe ^at im 9Ißgemeinen jtoei 3luf(Bfungen, beun 
e3 giebt jmei Sintet ß, einen fpilfen unb ben fupptementöten ftumpfe«, 
bereu @inu« Iwnfelben SfiJert^ ^aben (7). 

SBenn inSbefonbere bie Seite a, »eitler ber gegebene SKinlet « 
gegenüberliegt, Keiner ift aU bsina, fo ift sin (3 > 1 unb ber gefüllte 
Sinfel ß ni(^t real, alfo giebt eä (ein IBreied, baß bie gegebenen @iemente 
enthalt. 

Senn a ■= bema, fo ift sin^ = ], (J == 90". 

Senn a jwifc^en ben ©renjen b sin« unb h liegt, fo ift riniS >- 
sinK, ber gefuc^te Sintet ß ^a.t einen fpigen SßJert^, ber grüger afö « 
ift, unb ben fnpptementäreii flumpfen Sert^. 

Senn a = J ift, fo ift mß = sin«, unb ß lann nur ben Sert^ 
a, ni(^t 180» — K ^üben. 

SBenn a > 6, fo ift ain ß < sin o:, unb ß lann nur fpift unb Kei« 
ner als « fein, roeil einem ftumpfen Sinlel beö Uireiect« bie gri}|te 
Seite gegenüberliegen njürbe, luiber bie 35orau6fe6«ng. 

SJiit biefer Determination befinbet fit^ bie gonftrudicn be« DreieiJS 
ABC aus ben gegebenen ©tementen in boUtoramener Uetereinftimmung. 
3n ber S^at ^at ber um baö Zentrum C mit bem Mabiu« a befc^riebene 
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Ärciö mit bcm ©d^cnfel A2[ bc« SöinlcK 
« itDci $unctc gemein, bie imaginär ober 
rcat t)crcint ober getrennt finb, Je nad^bem 
a Meijtcr ober eben fo grog ober gri5§er 
ift qW bie ^öl^e CD = b sin a. SBenn 
« = ^ fo faßt ber gtoeite !J)urd^fd^nittö* 
pmd mit A jufammen. SBenn a > b, 
\o faßt ber jioeite S)urd^fc^nittöj)unct in ben ju « gcl^iJrigen 5Kebentt)in!e(. 

»eifpiel 1. 




a 

ß 



325 

46M5' 

57030' 



ß + Y 
et 

b 

c 



103 045' 

76M5' 

241,7 

282,2 

33130 



loga 
log sin« 

log - — 
sma 

log sinj3 

log siny 



logf-^ sin/3) 
\sina / 



log 



a 



siny 



a 
a 

b 



23 M' 

8377 

12249 



.u 



«-hß' 

7' 

c' 

ß" 



Ji 



34^57',2 

58M',2 

121ö58',8 

18134 

145<^ 2',8 

11«53',2 

4403 



sma 

log (^ Je sin«) 
Scif|)iet 2. 

log sintt 

loga 

. sina 

logft 

log sinj3 

log siny' 

log(^sm/: ---) 

log siny" 

/ . </ 8iBa\ 
log^sm r : — j 



2,5119 

9,98735 

2,52455 

9,8588 
9,9260 

2,38335 

2,45055 

9,6990 
4,5202 



9,5930 
3,9230 

5,6700 

4,0881 
9,7581 

9,9285 

4,2585 
9,3139 
3,6439 



§. 2. !Bou bem Kofinug. 

1. üDer ©ittu3 be^ Somjjlementd eine« SBinlete l^eifet ber Sofi=« 
nuö beö SBinletö.*) ÜDer Sofinuö be^ SBiuteW « mirb burd^ cosa 
bejeid^net. SÖZan l^at atfo 



*) 2)ic SlMürjung (Eoftnue für (jomplementi sinus rill^rt Den ©unter l^«r, 



€cA«ce 9ii4. £na(in 
fuiig. Seil 5 = a^ = 2r smft a = 2r eina, fo ift 

2J = a^'^^, ä == 2.^ sin« Bin? Bin,- 

n man bte SIä*e beS 2)relerfe ou« ben SßinMn unb einet 
!tn 9}at>iu8 be« untflefi^ciebenen Steife« beied^inen. 

: @inuefag enthält bie SieUtion iUif^ett juet ©ei> 
!^ieted« unb ben gegenäberliegenben Rinteln , 
Bl^alb jur 8ßfung ber trigonometrifc^en StufgaSen: 1) au8 
eine« Dreietf« unb ber bem einen gegenübertiegenben Seite 
frn gegenüterliegenbe ©eite yx betei^nen, 2) aus jtoef ©ei> 
I bet einen gegenüfierliegenben SQJiniet ben ber anbern 
tnben Sinlel ju 6ere(^nen. aJlan ^at nämüc^, toenn a, « 
n ^nb, 

6 = -; — 8in|J 

a unb 6 gegeben finb, 



fite aiufgabe ^at im atlgemeinen jÄei Slnftöfungen, benn 
%ßintet j9, einen fpilsen unb ben fu))plementäien ftum))fen, 
benfelbeu SJert^ l&oben (7). 

n66efonbere bie Seite a, loetd&er bet gegebene ©infet u 
\, Heiner ift ate 6 sin«, fo ift ein? > 1 unb ber gefui^te 
<t tea[, atfo gietit eS fein S)teieif, ba« bie gegebenen Elemente 

= fcBJD«, fo ift sin? = 1, (S = 90«. 

itoift^en ben (Srenjen i sin« unb 6 (iegt, fo ift sin? > 
fu^te Sinfel ? ^at einen fpifecn Sffiert^, bet grB6« oB « 
fuljpferaeutäteu ftumpfen 3Be«^. 

= 6 ift, fo ip sinjs = siüB, unb ? !ann nur ben SßJett:^ 
' — « l&aben. 

1 > 6, fo ift sin? < sin«, unb ? lann nur fpife unb ttei- 
:n, weil einem ftumpfen StSinlel be« Sreiede bie gtBfete 
[»erliegen icQtbe, miber bie aSotQuöfegung. 
fet ©etermination befinbet fii$ bie ßonfttuction be8 SJreieil« 
n gegebenen ©(ementen in botüommener Uebereinftimmuug. 

^at bei um ba« iSentrum C mit bem 9iabiu9 a befd^riebene 
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Äretö mit bem ©c^enfet A2[ be« Söinletö 
a jtoei $uncte gemein, bie imaginär ober 
reat \)ereint ober getrennt finb, Je nad^bem 
a Mcipcr ober eben fo groß ober griJßer 
ift Qtö bie ^öl^e CD = b sin «. SBenn 
a = ft, fo fäflt ber jtoeite (Durd^fd^nittö* 
pnnct mit A jufammen. SBenn a > b, 
fo fällt ber jtoeite ÜDitrd^fd^nitt^jJunct in ben jn « gcl^örigen 9lebentt)in!et. 

35eif))iel 1. 

loga 
lo^ sina 




a 


325 


ß 


46M5' 


7 


57030' 


ß + Y 


103M5' 


cc 


76M5' 


b 


241,7 


c 


282,2 


J 


33130 



a 



log - 

sma 

log sinj5 
log siny 



lofff-; — sin/3) 
log 



siny 



2,5119 
9,98735 



a 
a 

b 



23" 4' 

8377 

12249 



ß' 


34»57',2 


« 4-/S' 


58» l',2 


7' 


12l»58',8 


c' 


18134 


ß" 


145" 2',8 


yi' — ß' — a 


11»53',2 


c" 


4403 



,sina 

log (^ Je sin«) 

Scif|)iet 2. 

log sin« 

loga 

. sina 
log — 

logft 

log sinj3 

log sin/ 



2,52455 

9,8588 
9,9260 

2,38335 

2,45055 

9,6990 
4,5202 



j gm a: 



log(^i 

log siny" 
log^^sin r ' : — j 



9,5930 
3,9230 

5,6700 

4,0881 
9,7581 
9,9285 

4,2585 

9,3139 

3,6439 



§. 2. !Bou bem Kofinug. 

1. ©er ®inn3 beö ßomt)tementd eine« ©inletö l^ei^t ber Sofi=» 
nuö be6 SBinleW.*) ©er Sofinnö be^ SBintetö « mirb burd^ cos« 
bejcid^net. SfZan l^at alfo 






*) 2)ie SlMürjung (Eoftnue für Qomplementi sinus rül^rt ton ©unter l^er, 



&tifittt fRaä). £rigi>ni>nittiic. 

cos« = sin (90"— b), cobCSO»— o) = sin« 
C0832" = sin58», cos45« == 81045» 
cosO = BiQ90<> = 1 
co890'>= flinO = 
fpi^e ^inM « ftetgt, fo fäQt fein Somptement unb jnglcic^ 
i brt eon^Iement« (§. 1, 3), b. 1^. tDenn bot a33intel fteigt. 
In @oftnu8.' 

bei ZabtUt ber @inuB ober t^rei; Sogatit^nten entfielt bie 
er Softnuä ober i^rer Sogarll^men, toenn alle SBMntel bur^ 
|)temente erfe^t »erben. Sei ber Sntetpototton ber loteöe 
18 ober t^rer Sogarit^men tft nur ju bead^ten, bag bn (SoftnuS 
Soeartt^muS fäQt, toenn fein WirM fteigt, tinb umgete^rt. 
y cohSS» 17' liegt ittifc^en 0,9194 unb 0,9182. SBenn bet 
!M0' um 10, 1, 7 SKinuten fteigt, fo fällt fein 6ofiiiu6 um 

hl 
10 

co823''17'= 0,9194 ~ 0,0008 = 0,9186 
inbet man log coB23n7' = 9,9635 — 0,0006. tV = 9-'9631. 
WB3; = 0,8347, fo liegt ir jffiif^en 33"20' unb SS^SO'. aßenn 
i) 0,8355 btS Süflmi« um 16, 1, 8 äe^ntaufenbtel fällt, fo 
10 1 
' 16'" 

og coaa; = 9,7336 gegefien, fo pnbet man 
X = 57» 10' + lO'.^V = 57" 13' 
lertung. «Benn « pumpf Ift, fo ift (§. 1, 7) 
iin(l80« — «) — cohOO" — (180» — «)] = eos(« — 90») 
in 138« 23'= cob48»23'. 3n ber Z^at ift eS einfo^er, ben 
aßinlel um 90" ju »erminbem, ol« i^n Don ISO» iu fubtro' 
)e6^aI6 werben bie ©inuS ftumpfer Sßtnfet in ber ßofinufi' 
ufgefu^t. 

3n einem ret^ttointettgen S)reted ift ber (SofinuS etneS ff^i^en 
;a8 ©er^ältntg ber antiegenben ©atmete jnr §^pctenufe. Eine 
it bae ^robuct ber ^^potenufe mit bem Softnu« be« an ber 
iegenben fpil^en Sißinlele. Sie ^^pctenufe ift ber Ouotient 



t SeptfUx tnilgel6(ilt ))at. Sergl. SpfUibei 



§. 2. $ßon bem (Sormu9. . 28^ 

einer Eatl^ete burd^ ben Sofinu^ beö an bcr Satl^ete ttegenben frifcen 
SBinlete. 

33eö)ei«. 3n bem rcd^toinfeUgen !3Dreie(f ABC, bejfen ^^j)ote^ 
nufc ^O i% f)at man (§. 1, 6) 

cosil === sinC = 



AB =z AC.cosA, AC = 



AC 
AB 



cos -4 




Slnmcrluna. 3la6f bem ^ß^tl^agoreifii^en ©afee ift 

C0S2^ + 8lV^ = ^^'^,^^' = 1*) 



siiiiä == y^i — cos^^ = y^(l + cosil)(l — cos^) 

cosil = y"l — sin^il == y^(l + sin ^)(l — sin^) 

3. 33. sin (450 + a) = cos(450 — «) = Vi — sin^ (45" — «). 

5Dte ®tnu« Don äöinleln über 45" lonnten an^ ben iSinuö ber SBinfet 
unter 45" bered^net toerben. 

9(u^ bem gegebenen SBertl^ bon sin x ober log sin x loirb cos x 
ober log cosa? burij^ 3nter))oIation ber S^abeQen gefunben, ol^ne bag 
man ben aBinfel x befttmmt. 3. S3. sino? = 0,3016 liegt xtoifdjien 
ben ®inu« 0,3007 unb 0,3035, alfo cosa? itoi\ä)m ben Sofinu« 0,9537 
nnb 0,9528. SBenn nun ber Sinu^ 0,3007 um 28, 1, 9 Bel&ntaufenbtel 

fteigt, fo fättt ber Softnu« 0,9537 "»^ 9/ ^^ || Se^ntaufenbtet. 

2ltfo ift cosa? = 0,9534. 

Um an^ ber §^j)otenufe AC unb einer Satl&ete AB bie anbere 6a^ 
t^ete BC ju bered^nen, fud^t man in ber 3;abette cos^ = AB : AC, 
baneben sin 4 unb finbet BC = AC sinA einfad^er aW YACß— AB\ 

3. !Dad Ouabrat einer (Seite eine^ ^xthd^ ift gleid^ 
ber ©umme ber Quabrate ber beiben anbern Seiten bcrminbert um 
ba^ bo))peIte ^obuct biefer Seiten mit bem Sofinuö be^ bon il^nen 
eingefd^ioffenen SBinletö (Sofinu^*©aft). S)abei l^at man unter bem 
ßofinu^ eineö ftum}>fen SBinfeU ben negatiben Sofinu6 feine« 
f^jißen 6uj)plementö ju berftel^en.**) 9iad^ ben angenommenen S3egeid^* 
nungcn ift (§. 1, 8) 



*) Man fdjreü&t cos 2^ ober cos ^2^ cosma für (cos -4)2, cos(»»a). 
**) 2)icfer @a^, ia>dä)cx ben ^i^tl^agoreifti^en @ai|j aI8 einen bcfonbern gatt in 



€t4t^ Sti4- XTieonomeiiic. 

fli ^ ji ^. cS _ 26cco8tt 

(1 SS c^ -j- a^ — 2ca coa^ 

C* = a* + ** — 2"^ "wy 
ei^t ift, fo tft coBo = CD, a^ = b^-{-e^i Wenn « ftumpf 
OB« = — co8(I80" — tt), fl" = 6^ + c'4- 2ic 008(180»— ") 
c^ + 26c 8in(B — 90"). 

et«. SEJenn mon in bem t>xmi ABC bie ^ö^e CD jU^t, 
n mH) bem ^^t^agoreifc^en @ag 
r ßC^ = DB^ + CD* 

^ giegt bet Seite SC bet \^i%t SJinlet .d fleaeniiber, 
j \ j, fo tft DB = .45 — AD, mttWii 
* BC = ÄB^ — 2AB. AD + .4Z»i + CD» 

--^.^ 9Iun ip AD^ + CD" = ^C, fotgti^ 

* BC* = 4Si + AC^ — 2,4ff..4Z» 

ber «Seite BC ber ftum^ife ffiinfcl A gegenüter, fo ift DB 
■ AB, mithin 

BCi = .dB* + 2AB.DA + DA^ + DCfl 

= AB^ + ACP + lAB.DA 
ei^tloinMigen ©reiect ADC ^at AD in bem erften gaße ben 
üoiÄ (2), in bem anbem gaUe ben 9ßert^ .4Ccos{180"— A 
f. tv. SDui^ bie (Srttärung bee &?ftnue eineS |toutt>fen 
Dirb bet jweite gaü in ben erften eingefii^Ioffen, 
eitung. 9ta(^ (1) ^at man, loenn « ftum))f ift, 

80" ~a) = sinfäO" — (180* — a)] = Bin(a — 90") 

coste = — 8in(o — 90») 
r cobJ27'>46' Wirb— sin 37» 46' gefegt, weil eö einfüget ift, 
'cm aöinfel, ots ben SESinlel x>on 180» ju fnbtva^iren. 

Det €ofinu«fa6 entölt bie SReUticn iioifc^en ben btei 
;ine8 Ereiecfe unb bem 9ä3intel, tuetc^et elnet©eite 
erliegt, unb lann beS^affi jur fißfung ber trigonomettifd^en 
bienen: l) aud jlDet ©eiten eine« ©reieiJ« unb bem »cn i^nen 
[enen Sßinlel bie biefem ©inlel gcgenßterliegenbe ©elte ju 
2) aüi ben brei Seiten bie benfetbeit gegenüberliegenben SSSinlel 
en, 3) aus jmei ©eiten unb bem SBinlel, toeli^et ber einen 
iegt, bie btitte ©eüe ju teref^nen. 
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äu« h = 3921, c = 4652, « = 270 38' finbct ttian 

a = y62 4- c2 — 26c cos« = 2168 
Slu« a = 246,9, b = 163,9, y = 113M6',4 ftnbet man 

c = y a2 +. 62 -^ 2a6 8in23n6',4 = 346,1 

SKan latrn bic ®ercd^nung ^m^Sf ®cnufeung ber ©aug^d^cn ZabtÜz 
(Sltta. 9lrit^. §. 21, 2) crleid^tcrn. 9lm cmfad^ftcn aber wirb bic crfte 
äufflafie burci^ ben ©aug'fd^en *Doj)}>eI[afe getBft. ©. unten §. 3, 8. 

5- ßvix Sctcd^nung bcö ffitnictd « auö ben Seiten a, 6, c ifat 
man bie ©Icid^ng a^ = 6^ +- c^ — 26c cosa, fotglid^ 

^2 j. c2 — a2 
^"^« = 26^^ 

SBcnn a^ = 62 + c2, fo ift cos « = 0, « = 90 ». ©enn a^ 
> 62 + c^, fo tft cosa negatiö, « ftumpf, unb man flnbet in ben 
Zabzütn a — 90^ nad^bem man — cos« == sin(a — 90®) gefefet 
Bat. 

SBenn 62 + c2 — «2 > + 26c b. 1^. (6 + c)2 — a2 > o 

toenn alfo bic üDiffcrenj J)on 2 Seiten größer ober bic (Summe bon 2 
©ctten Heiner ift ate bic britte ©cite, fo fällt cos« auferl^atb ber 
Orenicn 1 unb —1, ber gcfuci^te aBinIcI ift nid^t rcat unb baö ©reiecf 
nid^t conftruirbar. 

änmerlung. Slu« ben ©teid^ungen (§. 1, 7) 

4^ =3 26c sina 
62 -f- c2 — a2 = 26c cos« 

finbct man, tocit cos 2« + sin 2« = 1, 

16^2 ^ (52 + c2 — «2)2 ^ 452^2 
^2 -— s(^s ct}(^g 5^^^ c^ 

tücnn 5 bic l^atbc ©ummc ber ©citen bebeutet. ©. ^tanim. §. 14, 23. 
g^ad^bem man bic gtäc^e ^ o\x^ ben Seiten berechnet l^at, fann man 
bic SSSinfel aud^ aud ben ©leid^ungcn 

2^ . ^ 2^- . 2^ 

sin« = -r- a, sinp = -7- 6. smy = — p- c 
a6c a6c ' abc 

finbctt. aSergl. §. 1, 8. SRan bered^net jucrft bie ben Iteinern Seiten 
gegenüberlicgenbcn SBinlel, ti)eld^c fpife finb; ber ber grijßten Seite 
gegenfibertiegeube SBinlel ift f})ife ober ftumj)f, fo ba§ er mit ben beiben 
anbern SSSinfetn bie Summe 180^ bilbet. 

©ic einfad&fte numerifd^e göfung ber jtoeiten 3lufgabc grünbet fid^ 
auf Sormeln, toetd^e in §. 3, 5 folgen. 
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6» ^nx Scrcd^nung bcr ©ctte c au6 bcn ©ctten b nnb a, unb 
bcm SBinfef a, mldftx bcr Seite a gegcnübcrüegt, f)at man bie ®Iei^ 
d^ung «2 -— 52 ^ ^2 _ 25c cos«, fofgtid^ 

c^ — 2bc cosa = a^ — 6* 
(c — b cos«)^ = b^coB^a + a^ — ft2 --. ^2 — j2 giii2ß (2) 

c = b cos« -|" V^ a' — b^ sin^a 

e« giebt alfo im äügemeinen 2 aSertl^e bon c Dicfc äBertl^e flnb 
niäft real; merm a < 6 sin« ift; fie finb real unb einanber gteid^, toenn 
a = 6 sin«; fie finb real öerfd^icben, toenn ö>6sina. SBenn im 
testen gaüe a =: i ober « > 5 ift, fo beträgt bie iDuabratmurjel fo^ 
i)iet ober mel^r ate 6 cos « , unb bcr xiocite SQBertl^ bon c öerfd^toinbet 
ober toirb negatiD, b. 1^. bie ben SBcrtl^en bon c cntfprecijfenbctt ©tredcn 
AB' unb ÄB^' l&abcn cntgcgengefe^te SRid^tungen (^tanim. %. 14, 1). 

SDicfc ©ctcrmination ftiinmt mit bcr §.1,9 gegebenen fiberein uub 
flnbet bei bcr ßonftruction beö Dreied« ABC au« ben gegebenen &t- 
menten il^rc Seftätigung. Die birecte 8lu«rcci(inung bcr @cite c ftel^t 
aber ber inbirecten äuörcd^nung berfelben mit $ülfe be« SBinlete y an 
@infa<$]^eit na^Sf. 



§. 3. 35on bcr Xangentc unb Kotangcnte. 

1. ©er Duotient beö ®inu6 eine« SBinlete burd^ ben Sojtnu« 
beffelben l^eißt bie Sangente be« SBinlel«.*) ©ie jEangente be« Som* 
)>Iement« eine« SBinletö mirb bie Sotangente be« SBinletö genannt. 
^an bejeid^net bie 2;angente unb bie Sotangente be« SBinfef« a burd^ 
tanga uub cota, uub l^at bemuad^ 



giun ift 



folgtid^ 



sma 

tanga = , cot« = tanff(90® — a) 

cosa 



j. /nno s Sm(90^ et) COS « ,^ ^ , . 

tang(900 — a) = — j^rr^ { = - — (§. 2, 1) 

COS (90" — a) sin a *" 



COS« 

cot « = — — , tanff « » cot « = 1 
Sin« 



*) ©tcSabcHc ber 2:atigcntcn ijl J)on ben Slrakrn (SllSatani 900) conjlruirt 
n>orben, toic S3urcf|iavbt bcmerft l^at. 3m Occibent n?iirbc flc öon 9legioinon* 
tanud 1463 unter bem 9^amen tabula foecunda eingefül$>rt. ^er iRomc Zan* 
gente rütivt öon gint (geom. rotandi 1583) l^cr. 35crg(.. 93 f (ei bcr er Xrigon. 
p. 129. 141. 161. 
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b. I). bie Sangente unb bic Sotangcntc einc^ ©infete finb tedjjtp!, il^rc 
gogaritl^men finb entgegengefefet gtcid^. 

2. !Cie ©leid^ung cos 2« + sins« = 1 (§. 2, 2) gteW bnrd^ 5Dibifion 

1 -L ^^^''^ 1 cos^a , 1 



cos^a cos^a' sin^a sin^a 

b. i. infolge ber anfgeftettten Definitionen 

1 o . . 1 



1 4" tang2« =1 — 5- , cot^a + 1 = 



aßan lann alfo au^ bem Sofinn^ eined SBinfetö feine S^angente, and 
bem @inud eined SBinletö feine (Sotangente nnmittetbar bered^nen, nnb 
nntgefel^rt. 

3. Senn ber ©inlet bon bi« 45« nnb tociter bi« 90^ fteigt, 
fo fteigt feine jEangente bon bid 1 nnb bi« oo, unb feine Sotangente 
faßt bon 00 m 1 unb bie 0. 35enn ed ift 

^ cos45<> 

3ft ß> «, \0 ift sin/S > sin«, cos/S < cos« (§. 1, 4 unb §. 2, 1), 

sinjS sin« sin« 

cos/3 cosjS cos« 

f olgtld^ tang /? > lang «. Dagegen ift 

cotO = 00, cot45<» = 1, cot 90® = 

cotjS < cot« 

Die 2:abeüen ber Siangenten nnb Sotangenten toerben toie anbere 
Sabeß^n inter<)oürt. SBenn ber ©inlet fteigt, fo fteigt feine Sangente 
ober beren Sogaritl^mu« , nnb faßt feine Sot«ngente '«ober beren 8oga* 
ritl^mnd, unb umgelel^rt. 

Slnmerf u ng. iffienn ber ©inlel « ftum^jf ift, fo l^at man (§. 2, 3) 

sin(1800 — «) ^ ,,^.0 > 



— sin(a — 90®) 

@nj)^)(ementäre ©intet l^aben alfo entgegengefe|}t gleid^e Sangenten ober 
(Sotangenten. 






$t^tt> Xhi4' Xrisonomtirit. 

Einem red^ttointeltgen "X^xtad tft bie Siangente eines ^p^tn 
3iiti)&Üm^ bei bem äßinlel gegenübetliegenben C^at^ete ju 
atl^ete. SDte Eotfingente einefl fpi^en SBlnteW ift bo« SBer- 
;em SBintel onliegenben Sot^ete ju ber anbern Kathete. 
ift ba« ißtobuct ber anbern Kathete mit bet langente be« 
t^ete gegenäbeitlegenben SBlnteld obet mit ber @i>tangente 
I (SxAtittt anttegenben %Sinte(d. 
. 3n bem rec^tuinteligen tixtitd ABC, beffen $)^))ote< 
^t man 

. . BC ^ AB 



2)ii]i{ion 



tang^ = -j^, cotA = ' 



BC = AB. t&agA = ^B.cotC 

>ungen. SDÜt $)fl(fe biefed ©a^ee finbet man ans ben UU 
ble SQintel beö red^ttointeligen !C)ietec[0, auS einer Sa^cte 
t^en 3SitiIe( bie anbeie (Satl)ete. 
ben €at^eten AB unb B(7 bie $^)]otenufe ju beregnen, 
ber loBeüe tang4 = ßC:4B, baneben Bin4 obercoB^ 
oon Reiben erforbert bie aeringere anterpol ation), unb ftn* 
iCiiiaA ober AB -. waA einfa^ec aW y AB^ + AC^. 
2. 

iiger ^wnrt be« SBlnleW CB4 ^at Bon ben Sf^enfetn Me 

0.0, beren ©umme PB ju ber @umme ber aibjii^nitte FB, 

BQ. ba« untieränberli^e SBer^aitniß tang^CBA 

itat'). !Denn We ©erabe OB fc^neibet Bon bem 

/^ ^Rebemoinlel baS SDreied SQB o6, beffen SäJin» 

J tet Q, 3' gteiii&e eomptemente l^often unb iCBA 

K fcetraflen, fo bog P« = P£ + 50, pb:P8 = 

\ tangicBA SDie ©ttecten PS, BQ. finb negati», 

^r\ tttenn t^re SRl^tungen ben SRic^tunflen AB, BC 

entgegenoefe^t finb. 

ütä) aa', hV, cc' bie SBinM bejeid^net toerben, toeld^e mit 

iC, CA, AB eineaDreiedS bie aßitteninten beffetben A^A, 

;[ben, fo ift 



ftm ecmma fliegen ®Iige ÜE« ^etiinttti; bon $i 
$Dll}ebern, wdi^c Auf onbercm äBegteinbelBf £ 
4 p. 256 abatitttet ^at 
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AC^ 



4^ 



cot cc' 



62 



a- 



2^5 . Ci C cos cc' (^lanim. §. 14, 2) 
2^i5. CjC sin cc' (§. 1, 7) 

c^ — 62 _, a^ — c^ 



cot aa' == 



cot bb* 



4^ ' 4^ 

cot aa' + cot 66' + cot cc' = 0*) 



4^ 



5» Um auö ben ©citcn a, b, c eincd ©refctf« bie aßlnfcl «, ß, y 
ju finben (§.2, 5)^ bered^net man am einfad^ften naci^ ^tanim. §. 14, 23 
ben 3iabiu^ bc« einfle[(i(^ricbenen ftrctfca 



s 



mo s ben l^atben Perimeter be^ !S)reted^ bebeutet, unb erl^ä(t in ber 
a. a. D. gtflebencn gtgur cotD'ÄD = AD*iD*D (4), u. f. id., 
folfllic^**) 



cot^a 



8 



a 



* n « — 6 , » 

cotip = — -z — , cotjy = - 



8 



8 



2 



cot^a + cot||3 + cot^y =r: -- =. --T =7= cot^a cot^/3 cot^y 

©cifpicC. 



a 


3921 


log(» — o) 


3,1611 


6 


4652 


log(« - h) 


2,8561 


c 


2167 


log(« c) 

• • • • 


3,5055 


2s 


10740 


9,5227 


8 


5370 


log 5 


3,7300 


8 — a 


1449 


logdf-^ 


5,7927 


8 — b 


718 


logd 


2,89635 


8 C 


3203 


log cot^a 


10,26475 


i« 


28«31',6 


log cot ^|3 


9,95975 


i^ 


47» 39' 


log cot^y 


10,60915 


iy 


13» 49' 







««5703', /3 = 95M8', y = 27<>38' 

6- Um au« jtoei ©elten eine« iOreied« unb 
bem üon ii^nen eingefi^Ioffenen SBlnlet, 6, m, e ober 
6, y, a, ben SBinlet ß ju bered^nen, wetd^er einer 
j)on ben beiben ©elten 6 gcgenübertiegt, tann man 
üon bem SBlnfel ß enttoeber burd^ bie ^öl^e CD 
ba« redjfttoinfcttfle 5DreledE BCD abfd^nelben, be[fen 

*) gafibcnbcr ©runcrt 3lr^tt) 49 p. 115. 
*♦) Soaci^im «^aticu«. SScrgt ^Pfleiberct Xrigonom p. 394. 

19* 




JT^ D 



^ einy : sia« ( 
mä} bem Sei^rfa^ 

ang^(y H- «) = 

bet @umme b 

Sinud btc :Siffert..a ^.■.. w..^«« -» ., »^^ »»^ 

lehnen.*) S)abet lann m = bId ft gefegt loetben, 
Eflebene ©uitime 180* übnfteigt, |o feße man y = 
0" — a', unb ^at 

, . , , , 1, Bin«' — siny' 

y - «, ^(o' + y-) = 180« - t(y + «), unb (3) 
C«' + y') = - tangiCy + «) 
in«' = aino, siny' = siny 



siny — B 



' «) : tang^Cy + «) = 

auf bei ebene be8 S5reieÄ8 yl5C giebt e« einen 
n bie Seiten AB unb SC gegebene fc^elnbare ®tS* 
ien gilben. SJiefer ^unct D ift ber jweite gemein' 
^oftliti&e SPunct ber Äreife ABC nnb BCA', beren 
Seljnen AB unb SC für C unb Ä' bie ßegcbenen 
c^einbaren ©ringen befigen; er ift unbeftimmt, tvcnn 
lie beiben Äreife mit bem Äreis ABC jufammen» 
allen. 

Um aus ben gegebenen @tementen bes S^eied« 
unb ber miatel CBA bur^ c, a, ß bejeic^net 
n SÖinletn ADB unb BDC, bie buri^ y' unb a' 
©trecfen DA, DB, DO, bie bur(^ /; a', h bejeidj= 
nen"), beieid&ne man bie i©inlel BAD unb J5CB 
}urc^ v unb ^, unb ^at 
■ v-) = 180" - W + «' + (J) 
iD unb BCD ift 



b t^R coiiflmcCtVc SSfung ift biir^ $tolemäuB unb Sic 
ictDorttn. Scrgl. btt Sdncrtung )u (7). 

^ct^cnot 1692, Samtert 1765 u. a. SctsI. ¥flei. 
Dicfe älufgak w»b gcnü^nlid^ na^ bem ilcciKn Starbcitci 
genannt 
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^ _ 



a 



j t 



sm^ siny' ' sini^ 

fotgttd^ burd^ !Dbifton 

sini/; c a 



sin CK' 



m 



sing) siny' sm«' 

Sfiad^ bem Obigen ift aber 

siny — sintf; 1 — m 
taiigK<P - t) : tangi(9 + if;) = -^^^qr^ ^ r+^ 

U)oburd(f ^(9 — tf;), atfo aud^ g? unb tf; belannt toerben. Gnbttd^ l^at 
man jur SBered^nung bon /, ^, ä 

f ff ^ ^ _ <» 



sin (9 + y') sing) 



c 


520 


a 


312 


ß 


65» 27' 


7' 


32» 52' 


«' 


23« 25' 


i(^ + / + «') 


60« 52' 


i(«p + *) 


119« 8' 


1(9» — ^) 


10« 6' 


V 


129« 14' 


■^ 


109« 2' 


9 


742,2 


f 


294,5 


h 


579,3 ' 



siny" sin(i/; + «') 

©eifl)iel. 

logc 

log siny' 

log(c : siny') 

loga 

log sin a' 

log(a : sin«') 

logm 



sma 



log(^ 



"*" Wl, 



log 



1 — 



1 + .. 

logtang^((5 + . .) 

logtang^(g) — ^) 

log sin g) 

log sin (9 + yO 

log sin (t^ + «') 

log^ 

log/ 

logÄ 



2,7160 
9,7346 
2,9814 
2,4942 
9,5993 
2,8949 
0,0865 (Ä) 

— 0,7433 (— ü) 
0,2599 {8) 

— 1,0032 

10,2539 
9,2506 
9,8891 
9,4877 
9,8680 
2,8705 
2,4691 
2,7629 



aBeil in biefem gaüe m > l unb tang 



?±!!^ = - tknJ^±t^' 



tang 



[0 ift tang .^ (9 — ip) 



&ti^ti 8u4- ZiigDiuntttri 

SSSeU c:a = einyisin« (§. 1, 8) 
y = m tft, nad) bem 8e^rfolä (7) 



n alfo aus bei Summe eon jtDet 
nife i^ter ®inu« bie SDiffetenj bra 6( 
;I fettft berö^nen.*) iDabei tonn m = 
%Benn bie gegebne ©umme 180° äberft 
j.', « = 180" — «', unb ^ot 

*ngtC«' — y'j : tangjy + /) = | 

^ — / = y _ tt, iC«^ + /) = »80 
tang|(«' + yO = — taDg^(y ■ 
gjno' ^ sUiv, Biny' ^ bü 
Dorl^in 

tangi(y — o) : tmg^^y + «) = -^ 

lenbung. 3[uf bei @kne bed ^ceted< 

, für totiHfen bie ©eitm .<1B wnb SC g 

|en ^aben. Diefer ^unt* J^ 

\ff fii^oftlic^e «ümct ber Jttei(e . 

^^|P ©eitlen 4B unb SC für C 

--^i* iie beiben Äreife mit bem i 
fallen. 

Um aue ben gegebenen ' 
»on AB, BC unb ber SBlntet CBA bi 
unb aus ben ffiintetn adb unb BD 
werben, bie ©treden DA, DB, DC, bi 
:n, ju berechnen"), beieid&ne man bie S 
■M ABOD bur^ <p unb if^, unb Iftot 

^(9» + t)= 180"- ^(/ +. 
Dteiecten ABD unb SCD ift 



:(( aufgabt unb i^tt caiißnicttttc fiilfung ift bii 
Liiiie bchnnt giitioTttn. 8cvg1. bit SruKttun 
ulliu« 1614, VulbenDt 1692, £atntttt 1 

%m. p. 275. Sitfc aufgatc isitb gttoil^nlidf u 
il'f^t aufgabt scnitnnt. 
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sing> sin/' sin'if; 



a 



y / 



sina 



fotgticj^ burd^ !Dit)ifion 



sini^ 

sing) 



a 



smy 



♦ 



sin« 



m 



giad^f bem Obigen ift aber 

siny — siwil} 1 — m 

tang|(g> - t) : tangi(g> + t) = gi^^ + gi^^ - T+^ 

tooburd^ i(9 — '«f'), ölfo anä) <p unb tf; belatint tt)erben. enbüd^ l^at 
man jur SBered^nung bon /, ^, ä 

c h 



^_^ 



a 



sin (9 + yO sing) siny" sin(t;; + «0 sin« 



c 
a 

ß 



et 



520 
312 

65^ 2r 

32 52' 

23^ 25' 



W + y' + «') 

1(9) — ^) 


60« 52' 
119« 8' 
10« 6' 
129« 14' 


^ 


109« 2' 


ff 
f 

h 


742,2 
294,5 
579,3 ' 



©eifl)tel. 

logc 

log sin/ 

log(c : sin/) 

loga 

log sin«' 

log(a : sin«') 

logm 

log(l - * 



rrij 



i»<i + i 



log 



1 — . • 



1 + .. 

logtang|((5 + . .) 

logtang^(g) — i/;) 

log sin (p 

log sin (g) + yO 

log sin (tj; + ^*) 

logg 

log/ 
logÄ 

fficU in biefem gaüe m > 1 unb tang — ^^ == 

[O ift tangj(g) — ip) 



2,7160 
9,7346 
2,9814 
2,4942 
9,5993 
2,8949 
0,0865 (Ä) 

— 0,7433- (— ü) 
0,2599 (8) 

— 1,0032 

10,2539 
9,2506 
9,8891 
9,4877 
9,8680 
2,8705 
2,4691 
2,7629 

— tang 2 



rtang^CjS + / + «') = rtangj 

iget betn @inuö unb Sofinu0, ber %ati 
EBlnletS a uecben in ber ^Trigonometrie ) 
[len bee SBinleU o getoaui^t, ndmüd^ 
ber @inu0 cerfufl unb Sofinufl eer 
cesec a, b!q vers a, cos veis u, bejei^net 

1 1 



coB verstt =1 — cos (90* - 
!£)ie idenenniingen ©ecoti 
©inu8 BerfuS finb a«mettifc^( 
Hxa JRabiuS äs be[i$ret(e mi 
te( A in ben SBtnlel BAC i< 
unb ben Quabranten BB. ^ 
malen BC, DF ju Xß, unb i 
EB JU 4E, fo \\i 
FD 
D = -jf-, cosBAD oa sinDAE 
AD' 

[/) = --j=, aolBAD = imgDAE 

„.„ AD AD AC . 

cosßcBÄD = BBuDAE = —— 
AE 
Fß 
' AB 
COB vers BAD = amveriDAE = -j^i 

let fflabiwS eine gängenein^eit unb 180 :n eine SBinWein^eit 
Et ^eiefcofleu BD bem Sentriicinlel BAD (feinem 5trcu8, 
13, 8) slei^, unb man erhält bie ^udbrüde 

sia BD = FD, cos BD -= GD 

taagSD =. BC, cotBD = Eff 

secBO = AC, cosecSD = AH 
Bin vetaBD = FB, coBversBD = QE 
amen langente, ©ecante, ©inuö »erfu« u. f. w. entfl>rec&en.') 

abcKt bet ©cconten i|l jnr STUi^Cenutg bu trigonotncnif^cit Slti^ 
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SRad^ bcm ^^t^agoteifdS^cn ©afec ift AB'^ + BG^ = AC^, AE^ 
+ EH} = AIP, b. 1^. 

1 + tang^^Z) = sec2J5i>, 1 + coi'^BD = cosec^-BD 

ti)lc oben (2) anflcgefccn tourbc. 

(Sin Sogen ift länger a(d feine ©el^ne, mttl^in länger afö bie l^atbe 
©el^ne be6 berbo})i)etten Sogen«. !Der ©ector ABD ift Heiner oB ba« 
©reied ABC, bal^er ift feer Sogen BD Ifirjer ate bie Sangente BC 
(bergt, ^tanim. §. 10, 4). fSSlan f)at bedtna^ bie Segrenjungen 

FD < Sogen BD < BC 

Bin BD < Sogen BD < tang^D 

. ^ Soge n BD . 1 „y. . Sogen ^Z) ^ . 

Soaen 5D i Soaen jB2> ^ 

sm BD coB BD t&ng BD 

Sei l^inreid^enb Heinen Sogen BD finb sinJ5Z), tmgBD, l — cosJ5D 
beliebig Kein, bie Keinem ICifferenjen nuQ, b. 1^. bei unenblid^ Keinen 
Sogen ift 

Sogen BD ^ Sog en BD ^ 

smBD - ' Uing BD " 

§; 4. ©öttiometric. 

1. 3"^ Seftimmnng be« SBinlete fg ber ©eraben s^ uiit / auf einer 
(Sbene ift t» erforbertid^, bag ni($t nur bie ))ofitibe SlidS^tung jie^ 
ber ©eraben (5ßtanim. §. 14, 1), fonbern aud^ ber |)ofitibe ©inn 
ber @bene gegeben fei, b. 1^. ber @inn ber 3)re]^ung, burd^ metd^e 
j)ofitibe SBinlet (unb ^läd^en) ber (Sbene befdj^rieben toerben.*) SBenn 
bie ®erabe / i^ bem gegebenen ©inne (j. S. linMum für bcn auf einer 
beftimmtcn ©eite ber ßbene ftel^enben Setrad^ter) um « ®rab gebrel^t 
tt)erben mug, bis bag bie j)ofitit)e Siid^tung bon / mit ber })ofitiben 
SRid^tung bon g übercinftimmt , fo l^at ber hnxdf fg bejeidbnete äBinlel 
cc ®rab. ©abei lann für « aud^ « + 360^ « + 2.360^ . ., 
« + k.dßO^ gefefet toerben, njenn fc irgenb eine ganje ^a^, t)o[itit) 



nungen ))on 3oad(fim 9tHticn9 1539 unter bem Sottet canon hypotennsamm 
unb bon SOflaurot^cud 1558 unter bem Xitel tabnla benefica Beregnet unb ^er« 
auggefleben »orben. S)te 9lamtn S^angente unb @ecante rühren öon ginf ^ler 
(geom. rotnndi 1583). 3)er Sporne ©inuö i)erfu« (im ©egenfa^ toon sinus rectus) 
toar früher geMuc^^liÄ. SBergl. ^fkiberer a. a. O. 2)urd^ bie (Srfinbmia ber So- 
garitimen tourbe ber ÖeBrauc^ ber @ccauten in ber ^Trigonometrie fibcrflüffig. 

*) 2)iefc genauem 53ejlimmungen flnb bon SD^öbiuö (analst. @<)l^Srif 1, Ärei8* 
Deüoanbtf^aft 8, unb vinben^ärtd) angegeben toorben. 



©c^tce Snc^. Xcigenointtnc. 

b, bebeutet (^{onim. §. 2, 4). iBenn ju bemjelben ^Wede 
/ in bem gegebenen ©inne um 360 — ß ®rab ober in bem 

i%tin ®tnne um ^ (Sxab gebiel^t uecben mug, fo ^ot bex 

ijei^nete 9BinleI —ß ©tob. 

ad) ffat bie ©umme bei S33m!el fff-hsf beit Sffiett^ ober 

e Sffiinlet fg unb gf finb entgegengefe^t gleich, a/" = — fs- 

cei ©eroben einer Sbene, /, ff, h, ^at man 
/? + ?Ä + A/ = 

m gälte, bag bie ©eraben nt^t but$ einen ^nct ge^n. 
nämtic^ bu«^ einen ^unct ber Sbene bfe ©craben /', g', h', 

ff, h. ber SRet^e nac^ paratlet unb con einerlei pofitiBen iRi(^ 

I, fo (Inb bie fflinlel f'g' unb fg, g'k' unb ?A, k'f unb A/ 

lim. §.2, 8J, ba^et/s+jA + A/ = /y+/A'+A'/' = 0. 
©leii^ung eil^ält man 

/j7 + ?A = -A/ = /A 
fh = gh ~ gf = fg — hg, u. f. B). 

<tx Sejeiii^nuua eine« SBinlel« bur^ 3 ©u^ftaben, j. S9. 
Boraudgefe^t, bag bie pofltiben düt^tnngen ber @^tet von 
unb con £ nai^ ^ ge^n. fSei bei Sejeic^nung befi toon 

:en AB unb CD gebilbeteu aSJintete ilß*CJ? »irb BorauSfle» 

ie fjofltiuen Stiftungen ber @4enfel von A na^ B unb bon 

ge^n. 

lenn eine beliebige @trede AB ber @eraben h auf bie ®tf 
■ä) Stoimalen (iroticirt unb bie protection bur^ A^B^ be^ 
rb, fo ift ba« Sßer^ältnit bei ^roiectlon gut pro* 
Stiede 4|B, : AB unabhängig Bon ber Sänge ber ©trecfe 
gage auf bei ©eraben h (^lanim. §. 8, 2), unb Beronbert 
[gemeinen roemi ber Bon ben ©eraben x unb A gebKbete 
i SSeiänbeiung erfeibet (§. 1, 3). !Demnfl^ ift ba« genotfttte 
eine beftimmte gunction beS Söinfete xh unb ^eißt bei (S0'= 
[es 2Bintele. 3ßan bejei^net ben Sofinue be« SSiinfetS xh 
•.h, fo ba| 

cosarA = A^B^ : AB, A^B^ = AB coaxh 

imfaffenben i^efinftion be« ^ofinu« irgenb eines aSinletö ift 
m Eofinus eine« fpißen aJintele in §. 2 gegebene S>efinitioti 
aJeigt. bie gigur §. 3, 10. 




Ä 
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3tt)ct äBinlet, »cld^c cntgegcngcfcfet glcid^ finb; l^aBcn biefetten (5o^ 
finu«; jtoei äBinfel, bcrcn SDiffercnj ober ©umme 180 ^ betragt, l^abert 
entflegengefefet gleid^e Sofin«^, j. ©. 

cos ( — a) = cos a 
(5os(a + 180») = — cos« = cos(— « + 180^) 

öetoei«. SBenn bie ®erabe x beit SSJintel ^ä l^atbirt, \o finb 
bie aaätnlel to unb xg gtetd^ , a;^ u^b arÄ entgegengefefet gteid^. !Dle 
©eraben, betd^e bie ©tretfe AB ber ®eraben h auf o? normal t)roitci* 
ren, fd^nclben a? in A^ unb ^i, unb g in 
^Ij unb -02^ ^^6 cosojÄ = idi-B^ : AB, 
cosa:^ = A^B^ : A^B^. IDrel^t man bie 

gigur ili5i52^2 ^^ *^^^ Slfe a?, bi« ^Ig ^^f r^ 

-4 faßt, fo fäQt bie })ofiti»e «ic^tung bon g 

mit ber t)ofitit)en Siid^tung t)on ä, unb ^2 

mit B jufammen* SBenn nun AB eine po^ 

fitiDe (negatit)e) ©trede t)on ä ift, fo ift A^B^ 

eine t)ofitibe (negative) ©trede t)on ^; alfo l^aben bie aSer^ttniffe 

A^B^ : ilj-Bj ii«b A-^i • ^^ einerlei ©röge unb 3eid^en, b. 1^. eö ift 

cosa?^ = cosarÄ. 

S33enn aber bie j)ofitiben atid^tungen ber t)ereinten (Seraben ä unb 
Ä' entgegengefe^t finb, fo unterfd(feiben fid^ bie SBinlel xh unb xh* um 
180^. 3ft nun AB eine po[xtiu ©trede üon h, fo ift AB jugleid^ eine 
negative ©trede bon h', unb umgelel^rt !Da^ SBerl^ältnig iljjB, : ^15 
f)at in bem einen gaüe ben SBertl^ cos xh, in bem anbern gaWe ben 
SBertl^ cos xV, alfo finb cos xh unb cos a?Ä' entgegengef efet gleid^» 

Slnmerlung* SQBenn bie Oeraben ^axaM unb J)on einerlei ^jofi^ 
tit)er {Rid^tung finb, fo ift eine ©trede ber einen mit il^rer 9lormatt)ro^ 
jection auf bie anbere »)on einerlei ®röge unb 3^^^^^« ^Benn bie ®e* 
raben normal ju einanber finb, fo berfci&toinbet bie 5Wormalj)rojiection 
einer ©trede ber einen auf bie anbere. ibal^er l^at man 

cosO = 1, coa90^ = 
cos \80^ = — cos = — 1 , cos 270^ = 0, n. f. f. 

3. 2lu^ ben angegebenen gigenfd^aften ber Sbfinu« fliegen bie 
entft)red^enben Sigenfd^aften beö ©inu^ jufolge ber ©eflnition 

sin« =^ cos (90*^ — a) 

3nbem man « burd^ 90*^ — « erfe^t, finbet man 

sin(90® — a) = cos a 

3ti)ei S33in!el, bereu ©umme 180^ beträgt, l^bcn biefelben ©inu«. 
3toet SBinlel, bie entgegengefefet gleid^ finb, fott)ie jtoei SJBinfel, bereu 
!l)ifferenj ISO® beträgt, l^aben entgegengefefet gleid^e ©inuö. 3- ®- 
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sinClSO^ — a) = sin« 

8m( — «) = — sin« = Biu(180^ + ^) 

©enn sin (180 <> — «) = cos(90<> — 180« + «) = cos (90® — a), 

tocK bie SBinlcI — 90« + « unb 90« — « ctitgegengcfc^t gleid^ ftnb. 
SDöflcgcn ift [sin(— «) = cos (90® + «) = — cos(90<> — u), toeiC 
bic Summe bcr SQ3tnIeI 90» + « utib 90« — « bcn SBcrtl^ 180<* l^at 
!Die befonbern SJertl^e 

sinO = 0, sm90<^ = 1, sin 180« = 0, sin 270« = — 1 

u. f. to. ergeben ftd^ auö ben SSSertl^en bon cos 90«, cosO, • . . 95ergt. 
bie giflut §. 3, 10. ^vcc SJenufeung ber Siabetten bienen ble 9Jebuc* 
tionen 

cos« = — sin(a — 90«) sin« = co6(a — 90«) 

= — cos(a — 180«) == — sin(« — 180«) 

= sin(a — 270«) = — cos(a — 270«) 

4 2lu^ be» gefunbenen (Sigenfd^aften ber ßofinu^ unb ©inu^ 
fließen bie entfjjredj^enben Sigenfd^aften ber JCangenten unb ßotan* 
genten gufolge ber 2)eflnitionen 

siq u . x/^ ^ A 

tangcK = , cot« = tang(90" — «) 

SBeit sin (90« — «) «= cos«, cos (90« — «) = sin«, fo ift 

cos a 1 

cot« = -: = 



smo; tanga 

3tt)ei SBinfel, beren iOifferenj 180« beträgt, l^aben blefelben San* 
genten unb gotangenten. ^xotx SBinlet, beren ©umme ober 180« bc* 
trägt, l^aben entgegengefe^t gleid^e 2;angenten unb Sotangenten. 3- 83- 

tang(a + 180«) = lang« 
tang( — a) = tang( — « + 180«) = — tanga 

n)ei( bei bem Uebergang bon « ju « + 180« fotool^t ber ©inu^ atö aud^ 
ber ßofinuö ba« ^tl^txi toed^feß, toäl^renb bei ben Uebcrgängen bon « 
JU — « ober — « + 180« nur ber eine bon beiben ba« ^tx^tn toed^fett. 
Die befonbern SBertl^c 

taügO = 0, tang45« = 1, tang9Ö« = oo 

lang 135« == — 1, lang 180« = 0, tang225« = 1 

tang270« = oo, tang315« = — 1, U. f. f. 

ergeben fid^ au3 ben jugel^ßrigen SBertl^en ber ©inuö unb Sofinu^. 

3lnmerlung. 3ebe ber ©teid^ungen coso; = a, sinrc = 5, 
tango; = c giebt bem unbelannten SBinlel x unenbtidjf biel beftimmte 
SBertl^e. 



r 
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3ft a eine SBurjet bcr Oteid^ung cosa? = a^ fo iftraud^ — a eine 
©urjet berfelben. Die anbcrn SBurjetn ftnb in ben gotmctn « + ä;.360^ 
— « + fe.360^ etitl^atten, too für 'k jicbe ganje Sal^I gefegt toerben 
lann (1% 

3ft /S eine SBurjet ber ©(eld&ung sma:= J, fo ift aud^ /3 + fc.360« 
unb 180^ — |5 + fe.360ö eine SBurjel berfetben. 

3ft y eine SBurjet ber ©teid^ung tanga? ;= c, fo ift and^ y +fc .360^ 
unb y+ 180ö + fc.360« eine SBurjel betfetben. 

S)ie 3lrcuö ber gefunbenen SSJinlel (^tanim. §. 13, 8) toerben in 
ber Slnal^ftö burd^ arc cosa, arc sin 6, arctangc 6ejeid^nct, frül^cr 

burd^ Ang cos a ober arc (cos = a) u. f. ti). 

5* 5Die ©eraben auf benen bie ©eiten BC, CA, AB eine« ©rei^ 
edE« liegen, toerben burd^ f, g, h, eine toittlürßd^e ®erabe ber gbene 
ABC toirb burd^ p beieid^net. S^ad^ toilflürnd^er geftfefeung beö t)ofiti* 
ben ©innc« ber Sbene (1) unb ber i^ofitibcn Siid^tungen bon /; g, h, p 
finb bie ©tredten unb SBinlel ber gigur aud^ bem ^ix6)tn mäf 6cftimmt 
unb burd^ fotgenbe ©leid^ungen berbunben:*) 

BCcoBpf -|- CAcospg + ABcoBph = 
BC sin pf + CA aiapg -|- AB sinph = 
BC : CA : AB = singh : sinÄ/ : sin fg 

SBetoeiö» ®ejeid^net man burd^ A^, B^, C^ bie 9iormaI|)rojiectlo* 
neu tjott A, B, C auf p, fo ift A^B^ = 

AB cos ph (2), U. f. to. ?«un ift ^i C^ + Ci^l, 
+ ili^i = (^lanim. §. 14, 1), folgßd^ 

BC cospf + CA cospg + AB cos/?^ = 0. 

ÜDrel^t man bie ®erabe p um 90 ^ fo gel^t 
ber aaSinfcl ph in ph — 90 ^ unb cosi>Ä in 
coBiph — 90«) b. i. sinph (3) über, u. f. to. 
SHfo ift au(^ 

BC sinpf + C4 sin^^ + AB svaph = 

©urd^ ^Bereinigung ber toitllürlid^en ©eraben p einmat mit /, bann mit 
g, finbet man bie ©teid^ungen 

CAsinfg + AB^nfh = 0, BC sin gf + ABsingh = 

toctd^e bie aufgefteßte $rot)ortion entl^atten, inSöetrad^t ba§ sm/'=0, 

sin/Ä = — sinÄ/'.CS), U^ f. ti). 

ainmerlung. SBenn bie Seiten BC, CA, AB bcö ©reied« ABC 




*) SSergt. unten §. 6, 1. 2)en genoucn 3(u«bru(f namentlich ber britten ©(ei* 
^uitg ijecbanft man ^Wwx^ (Ärei«berto. in bcr Einleitung). 
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ber ©e^ne einefl (Senttiiultilete itxeäfmU moi 
üitten Sentritoinleln. ©m boju bienlic^er @i 
fluöbtud bie ©teii^ung sin^}« = {emu tan 
iufommeittriffl, lommt fcei Str^imebeö (Cycl 
Uefcerf.) bor. 

8. 35ie ©lei^ungen (7) geben 

sin(« + j3) + 8in(« — J3) = 
sinC« + (3) — sin(a — ß) ^ 2cobk Biii|J 
cos(« — JJ) + co3(« + jS) = 2cos« coB|3 
cos(a — ß) — cos (ti + 1?) == 2sina sin/J 

3!)ie SRutti^iIttation bon jttei ^inuä Dber Sofinuö tann betnnacfi auf 
bie Slbbition obei iSubtraction boit iU>ei ®tnud obei Sofinu^ iurädge* 
fü^rt werben. 3)iefe SWet^obe (neog9-u<paletatg) ift 6eim numeriff^en 
9ted^nen buic^ bie (Siftnbung bet Sogaxit^men üßerfliiffis getoorben. 

^ie SnuItipUcatton bec gefunbenen ©(etd^ungen gtebt, wenn man 
sm2a für 2Bin«coB«,.. fe6t,{7) 
sinV4-|3) — 8in*(«— 13)=^ coa^C«— ß)— cosV+ZJ) == sin2« sm2/l. 

SJutc^ 5DiDificit finbet man etmbo^er 

sin(« + p) + 8ia(« — p) ^ tangc 
sin{« + (J) — siaCa — ß) taiig|3 

äinberd ge{ta(ten fi<$ bte gefunbenen ©Uiti^ungen, wenn man 

a-\-ß=x, a — ß-=!/ 

foIgUi^ 

fe^t, ttfc folgt: 

aina: + ainy = 2am4(3; + y)coB J(a; — y) 

sin« — ainy = 2cosjCa: + y)3in|(ic — y) 

cosy + coea; ^ 2cos4Ca^ + y)cos|(a; — y) 

coay — coaa; = 2s!ni(a: + y)ain|(iE — y) 

Single — sin'y = coa^y — coh'« •= smißc -)- y)Bm(2; — y) 

Bina: — ainy tangjCa: — y) 

sina: + siny tangJCa: + y) ^«^ ''' ''^ 



cosy -]- I 



■ ~ tang K* — S) t«"ig ii"^ + 5 
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9. %ud ben ©(eid^ittigen (7) folgt 

— ^ — =^ = tang« + tangft — r-^^ — =~ «= cotp + cot« 
costt cosp ° "~ sma smp ~ 

^ — '^ - = 1 + tang« tangft . ~7 7 = cot« cot^ + 1 

cos« cosp ' ° sma sinp • 

Söti aScrtaufd^unfl Don ß mit —ß med^fetn tang/3 unb cot/3 bad 3^1^^«» 
!Dur(i(^ 2)ibiflon finbet man 

sin(a — ß) tang CK — tangj? cos (ex — ß) 1 + tanga ta.ngß' 

sm(« + ß) tanga -f- tangjS' cos(a + ft 1 — tangtt tangjS 

/ I /»N tanga + tang/3 ^, , ^. cot« cot /3 — 1 

tang(a + ß) == - — ^ ! eü« cot(a + ß) «a 3-—-^- 

^^ ^ '^^ 1 — tang« tang j3' ^ ^ '^^ cot /S + cot« 

3n^6cfonberc l^at man, locH tang 45® =^ 1, 

ätnmertung. Senn ein gegebener äBinlet in bie Sll^eile x unb 
y gu tl^eilen ift, fo bag sino; ; sin^ ober cosa? : cos^ einen gegebenen 
SBertl^ l^at, fo bered^net man tang^(a? — y) n. f. ». SBenn sina? cosy 
ober tanga? : tangy gegeben ift, fo finbet man sin(a? — y). ©enn 

sin a? sin y ober tanga? tang y gegeben ift, fo finbet man cos(a: — y). 

©enn sina? + siny gegeben ift, fo finbet man cos^(a: — y). SBenn 
tanga? + tangy gegeben Ift, fo finbet man co&(a? -^ y). U. f. m. 

10. S)ie in (5) aufgeftedte trigonometrtfd^e ®(eid^ung giebt, toenn 
bie ®erabc p ber Weilte nad^ mit /, g, h jufammenfäöt, ba« Softem 
bon ©leid^ungen 

BC H- CÄcosfg + ÄBco&hf => 

BC coBfg + CI4 + AB cosgh = 

BC coshf + CA cosgh + AB =0 

aRu(ti)>(icirt man bie erfle biefer ©leid^ungen mit BC, bie {loeite mit 
CA, bie brltte mit —AB, fo finbet man 

BC^ + CA^ ^ AB^ J^ 2BC. CA cosfg «« 

mit §. 2, 3 übereinftimmenb, in Söetrad^t, ia^ cob fg = — cos^lCB, 
toenn BC, CA )fo[xtm ©treden ber ©eraben /, g flnb (5, änm.). 

:99eiei^net man bie ©eiten bed IDreiedd ABC mie getoöl^nüd^ burd^ 
a, b, c, unb bie gegenilbertiegenben SBintel inxdt u, ß, y, fo ift loie 
oben (§. 2, 5) 

a2 + 62 _ c2 

'''y = — ^ — 

Solltet n. 4. Kufl. 20 



cined iSentritoinlel^ ^ec^nete man bie 
trimtnieln. (£in bap bienlidtier 6a(, l 

)ie ©teic^ung sin^i« = Isina tang4« 

cifft, tommt bei ?lt($imebefl (Cyclom. p 



>le @[eti$un0en (7) geben 
Bm{« -|- (S) + 8iii(« — ß) =' 2 sin' 
BinC« -j- |J) — sitt(« — ß) = 2coe 
cos{« — (J) + C09 (o + p) =. 2coa 
cos (« — /3) — cos (k 4- f ) = 2 sin 

flication Don jwei ®tnu0 ober Sofmnä 

n obei @nbtradioR von )tt)d ®inu9 ober SofinuS jui&dge« 

en. 2)ie(e SDIet^obe (jipos^-KqjKtetatff) ift beim numerifd&en 
\xäj bie Srfinbung bei Sogatit^men ü&erflüffig genioibtn. 
Kultt^jltcation ber gefunbenen @(etc^ungen giebt, nenn man 

2sInacoB«, . . fegt, (7) 

— Bm\a—ß)= cobV— /3)— C0bV+(3) = Biii2« Bra2/S. 

SJibifion flnbet mon eb?nba^er 

aiii(« + ß) -j- Bin{a — ß) tang« 

ein (v + ß) — ma(.a -- ß)~ tangjS 
C08(a — (J) — cosC« + ft , , o 

e..;.-W + c..(„ + S = ""S" "»^^ 

talten iii$ bte gefunbenen ©leic^ungen, toenn man 

a -{■ ß = X, a — ß •= 1, 

)tgt: 

sin« + siny = 28in4(a; + jr)coB^(a; — y) 
Bina: — slny = 2coa|(a; -f- y)8iii^(a: — y) 
cosy + cosa; = 2cos4(a; + y)coB^(a: — y) 
cosy — ooaa; = 2am}(ar + y)ami(a; — y) 

- siu'y ^ cos^y — cos^a; = 8in(a; -)- y)aiD(a; — y) 

sintc — siny tang^Ca^ — y) 



! lang i-(a: — y) tang ^(ic + y) 
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9- atu« ben ©Icld^ungcn (7) folgt 

8in(« + ß) ^ 1 X /? sin(a + ß) .a i . 

— ^^ — =~ = tanga + tangft . T" T ■ «= cotp + cot« 
cos« cosp ° — ^ sm« smjS "^ — 

— — \; === 1 4- tang« tangft / ~7 ^ == cot« cot^ + 1 
cos« cosp ' ° sma sinp ' 

SBct aScrtaufd^ung Don /5 mit — 15 »ed^feln tang/J unb cot/3 bad 3^^^^«» 
IDurci^ 3)ibijton finbet man 

sin(a — ß) tang CK — tang/3 cos (ex — jS) 1 + tanga tangj?' 

8m(« + ß) tanga -f- tang/3' cos(a + /3) 1 — tanga tangj5 

/ I />N tanga + tangj? ,, , ^. cot a cot ö — 1 
tansr (a 4- ß) = ^^ ' ^-^ . cot f a -4- ß) sa '^ 

3n^6cfonberc l^at man, toeit tang 45® = 1, 

ätnmertung. Senn ein gegebener äBinlel in bie 2:i^eile x unb 
y gu tl^eilen ift, fo bag sina; ; sin 3^ ober cosa? : cosy einen gegebenen 
SBertl^ ijat, fo bcred^net man tang^ (a? — y) n. f. ». SBenn sina? cosy 
ober tanga? : tangy gegeben ift, fo finbet man sm(a? — y). SBenn 

sina? sin y ober tanga? tang y gegeben ift, fo finbet man cos(a: — y). 

®enn sina? + siny gegeben ift, fo finbet man co&|(a? — y). SBenn 
tanga? + tangy gegeben ift, fo finbet man co&(a? -^ y). U. f. m. 

10. 3)ie in (5) anfgefteUte trigonometrifd^e ®{ei(i(^ung giebt, toenn 
bie ®erabc p ber Weilte nad^ mit /, g, h jufammenfäüt, baö ©Aftern 
bon ©leid^ungen 

BC H- CÄcosfg + ÄBco&hf =s 

BC coBfg + CA -^ AB Qosgh = 

BC coQhf + CA cosgh -{-AB =0 

3]|ulti))(icirt man bie erfle biefer ©teid^ungen mit BC, bie {loeite mit 
CA, bie britte mit —AB, fo finbet man 

BC^ + C42 — ,452 + 2BC. CA coBfg «« 

mit §. 2, 3 übereinftimmenb, in ©etrad^t, iaji cos fg — — cos-4CB, 
toenn BC, CA pofitioe ©treden ber ©erabcn /, g finb (5, änm.). 

^egei^net man bie (Seiten be^ IDreiedd ABC mie gen)öl^nUd^ burd^ 
a, b, c, unb bie gegenübertiegenben SBinlel burd{^ «, ß, y, fo ift tt)ie 
oben (§. 2, 5) 

a2 + 62 _ c2 

^"^^^ 2^5 

»al|»et n. 4. Kufl. 20 
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9(ud btefer (Steid^ung folgt 

c« — (a — 6)2 (_ a -L ft + c)(a — b + 6) 
1 — cosy = zr-i — == -^ • '^ . 



1 + cosy 
5Run ift (7) 



2ad 2a6 

(g + b)^ — c^ _^ (a + b + c)(a + b — e) 
2ab ~ 2ab 



1 — cosy 
1 4" <508y 



tang^Jy 



alfo l^at man 

tang'Jy = (- « + fe + c)(« - ^ + c) _ (^ - a)(^ - b) 



(a + 6 + c)(a + 6 — c) 

inbcm man a + 6 + c =3 2« fc^t (§. 3, 5). 



s(s — c) 



11. SBenn bte SQBInIcI bcd bon bcn ©erabcn f, g, h gcBitbeten 
®reic(J« in bcr angegebenen SQSetfe burdj^ a, ß, y bejeid^net »erben, fo ift 

1 COS^^Ä — COS^Ä/ COB^ fg -j- 2COS^ÄCOSÄ/*C08^ = 

1 — cos^a — cos^ß — cos^y — 2 cos« cosjJ cosy = 0*) 
sin^« + sin^jS — sin^y — 28inüf smj3 cosy = 

(sina -f* sinjS 4" siny) ( — sin« + sinjJ -j- sin y) (sin a — sinjS -f- siny) 

(siua + ^^^ß — siny) 
^ = 4sin^a sin^jS sin^y 

S3en)eid. ÜDie erfte ©leid^ung fliegt and bem @i^ftem ber oben 
(10) anfgeftcüten ©teidj^ungen , tpenn man bte ©treden CA, AB efimU 
nirt. ®eometrif(^ finbet man biefelbe unb bie bewanbte Ofeid^ung, in* 
bem man einem ftreife, beffen Diameter eine Sangenetn^eit ift, ein 
©reied ABC einfd^reibt, beffen Seiten BC, CA, AB ble SBinfel «, ß, y 
gegenüberliegen. 5Dann ift aud^ bem ^tiäftn naäf (6, 3lnm.) 

BC = sin«, CA = sinjJ, AB = siny 

folgfid^ (10) 

sin^a 4" fliö^jS — sin^y — 2 sine; sinjScosy = 

3iel^t man no6} ben ©iametcr CD, fo ift cntweber 

AD = cosft DB = cos«, cos BD A = — cosy 

ober 

AD == cosjJ, DB = cosa, cos BD A =«= — cosy 

ie nad^bem B ijon bem ^atbfrei^ CAD ouögefd^ioff en ift ober 

nid^t. 5«un i^i AB'^ = AD'^ + DB'^— 2 AD. DB cos BDA 

(10), fotgtid^ in jebem gatte 

sin^y = cos^a + cos^/5 + 2 cosa cos/5 cosy 




') ©uler Acta Petrop. 6, I p. 3. 
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2)icfelbctt ©Ici^ungcn folgen an^ {!), tocntt mön kad^tet, ba§ 

siny = sin(a + ß)t cosy = — coß(a + ß)t ^^U a + |3 + y = 180®. 

SWan finbct sm2y 

= sin 2« cos^/S -|- cos^a sin^jS + 2 sin« sinjS cos« cos/3 

= sin 2« -|- sin^jJ — 2sin^a sin^jS + 2sintt sin/? cosa cos/? 

= sin 2« -|- sin 2/3 + 28ina sinj3cos(a 4-/3) 

ober 

= cos^a -|- cos 2/3 — 2cos2a cos2/3 -|- 2sina sin/3 cos« cos/3 
= cos 2« -f- cos 2/3 — 2 cos« cos/3 cos(a + /3) 

2)ie britte ©leid^ung folgt am etnfad&ftcn ayx^ ber ©le^ung (5ßla* 
nim. §. 14, 23) 

(a + 6 + c)(— a + 5 + c)(a — 5 + c)(a + ft — c) = 16^^ 

xottin man bte Seiten a, b, c be^ ^reiedd ald $tobucte be^ X)tameter^ 
2r beö umgcfc^riebenen Sreife^ mit ben ®inn^ ber ben Seiten gegen* 
fiberliegenben SBinfel barftcüt. 5Run ift (§. l, 8) 

-^ = 4 sin^a sin2/3 sin2y 

folglid^ u. f. n). 

stnmerlnng. - Scjetdjinet man burd^ f, g, h bie ©eraben, meldte 
bie gdfpnncte A, B, C be« 5)reied« ABC mit 
einem bierten $unct D »erbinben, burc^ a, b, c 
bie ©eiten bed ©reierf«, burd^ p, q, r bie ©trcdfen 
DA, DB, DC, fo l^at man (10) 2DA. DB cos fg 
== AD^ + DB^ — BA\ n. f. tt)., foTglid^ 

»2j_g,2 — ß2 o2 I ^2 — fl2 ^2_|_p2 — ^2 

co.fg = ^ ^j,^ , cosgh ==^-^^ , C08Ä/ = ^^ 

% 

ÜDnrd^ ©ubftitntion biefcr ©ertl^e in ber ©leid^nng 

l — COS'^ fg — C08 2^Ä -— C0s2Ä/ -f- 2C08/<9'C08(9'Ä COSÄ/ == 

erl^ält man 

(p2 + g2 _ c2)2 ^ (^2 -[-. r2 — a2)2 _ (^2 + p2 _ j,2)2 

4^''*^2 4g2r2 4r2|>2 

(p2 + g2 _ c2)(g2 + ^2 _ ^2)(^2 + p2 _ fe«) _ ^ 

4jp2^2y.2 

ober entmidett.*) 

a2p2(52 ^ ^2 _ fl2 + ^2 ^ y,2 :_ ^2) 
+ 62^2 (c2 ^ «2 _ 52 ^ ^2 ^ ^2 _ ^2) 
-j- C2r2(a2 4- 62 _. c2 ^ ^2 ^ ^2 _ ^2) 

— a^q^r^ — b^r^p^ — r2jp2^2 — a^'^c^ = 

*) (Suler a. a. O. 

20* 



^äfita Sut^. iitigononKtrit. 

i^ung enl^öU bte ätelation jtvlf^m ben 6 ©trnlcn, tocl^e 
iner @bene veibinben. 

Die 3(S4< bed Don ben @eiaben /, g, h gcbitbeten S)teiedd 

but^ ^i< Sonnc(n [§. 1, 7) 

;BC.CA mi/ff, \CA.A£äiigk, ^AB.BCäa/if 

(5) einanber gleich fmb, auäf bem ^^it^n nad^ fludsebrädt. 
$e aBei(e für bie gläd^e 4CiJ flebilbete i$orineI ^AC. CBöngf 
nel \BC.CA emfg entgegengefefet gt«i(^, foniie bie 8(ä(^ra 
AGB «itgeflengefeftt glei^ fmb (^lanim. §. 9, 7). 
läc^e eine« aiierede ASCÖ ift bur^ bie ©eiten AB, BC, 
ib bie @umme von {toä ttit^tfolgenben föinfetn %. $. 0£^ 
ftimmt Unter Sea^tung bet ^tii)ta bei 3)iete<te ift nänt* 
I gäOtn 

ABCD = ABC + CDA 
tnon bie gläc^e bed 3Jieiedd buri^ u, feine @etten bei dlei^ 

a, b, c d, bie SSinlet CBA unb ADC bun^ v unb /, fo 

4u = Sifr sin« -\- icdäa^ 

=z a^ 4- ja _ 2a6co8a = c^ + d^ — Scdcoay 

(* + 6' — c* — d^ ^ 2a6 cos« — 2crfcosj' 
E quabitrt unb abbict, finb^ man 

16«^ + (a^ + 4> — c^ — d')* 
4o'i^ -f" 4c*ii* — 8<i6cd(co8K coay — aiav siu]') 

2*2 + 4c2d* — (a2 _|_ i,i _ c' — d^)! — 8a6cdco8((< + >') 
(7) 
7) = 2co8''J(« + y) _ 1 = 1 _ 2sinS^(« -|- y) 

(ofi + cd)2 - (fli + Ji — c2 — d2)2 _ 16a6cd 008^ i(a + y) 

aö _ cd)5 _ („2 + 6^ _ ci _ d2)2 + ißaftcd flia^ i(o + y) 

man gut abtürjung (^lanJni. §. 14, 29) 

;oft H- cd)» — (a> 4- ftJ — c2 — d»)2 = 16d' 

;ai — cd)» — (a' -|- J2 — c» — d»)^ = len,* 
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tooBci v^ — v^'^ = ahcd ift, fo Bleibt 

u^ =3 t?2 — ahcd C08^-J(a + y)*) t=s r^^ + ahcd 8in^^(a + y) 

^tcraud crfennt man, ba^ v bcr gti%tt, v^ bcr tteinftc fficrtl^ ift, 
toetd^en bte bon ben @etten a, h, c, d etngefd^Ioffene gföd^e u etl^aften 
lann. Scncr n)irb crrcid^t, tocnn cos^(« + y) = o, « + y = 180^, 
unb baö S5tcrc(J einem greife fo etnflefd&rtcBen ift, bö§ ber ^Perimeter 
fid^ felbft nid^ fd&neibet (^lanim. §. 15, 7); ber Keinftc SBertl^ totrb 
crretd^t, toenn sm^(« + y) = 0, « + y = 0, unb baö aSierec! einem 
ftreife fo eingefd&rieben ift, ba§ ber Perimeter fid^ felbft fd^neibet.**) 

3n bem erfien gaße ift cosy = — cos«, mitl^in 

a2 + 62 _ c2 _ J2 
cos« = Q. , , j: 

2 {ab + cd) 

Daran« finbet man toie oben (10) 

1^nn««===i5L±i)!±(£±^ (—a+h + c + d)(a^b + c + d) 
^ 2ab + 2cd ^ 2ah + 2cd 

— (fl + fc)^ — (c — dg)^ __ (a'{-h — c + d)(a + h + c + d) 
l^-cosa— 2a6 + 2cd ~ 2ab -+- 2cd 

2i ^ (— «+^ + g+^)(g — ^+g + ^ ^ (^ — a)(g-^) 
^^^ ^*^ aJ^b-'C + d)(a + h + c—d) (s-^c){s'-d) 

toenn man « + 5 + c + d = 2^ feftt (^lanim. §. 14, 29). SJel^nlid^e 
SSertl^e ergeben fid^ bei bem jtoeiten gaUe, in loelc^em cosy = cosa ift. 

13. SDie SKitten ber ©eiten BC, CA, AB beö 3)reied6 ABC 
toerbcn burd^ -4j, B^, C^ bejeid^net, ba« Sentrum be6 ffreifed ABC 
burd^ M, ber gemeinfd^aftlid^c ^nnct ber $ö^cn OA, FB, QC burd^ 
N, bie SBinfet be« ©retedt« bur^ «, ^, y, ber Slbftanb bed ^nncted M 
öon A, B, C burd^ r, ber Slbftanb ber Seiten OP, PQ, QO bed SDrei* 
cdt« OPQ t)on bem ^nnct iV burd^ q (^(anim. §. 6, 9). 35ann ift 

A^M = rcoBcc, B^M = rco&ß, C^M = rcosy 

NA = 2rcosa, iV^ = 2rco8^, NC = 2rco8y 

ON = 2rco8j5co8y, PN = 2r cosy coscr, QN = 2rco8c; cosjS 

QP = rsm2«, OQ = r siii2ft PO — r sm2y 

OPQ : ^^C = 2 cos« co8/3 cosy = ^ : r***) 

SB etoei«. ©ie pofitit)en JRid^tnngen ber ©eraben f, g, h, auf be^ 
neu bie ©eiten BC, CA, AB liegen, merben fo beftimmt, baß bie ge^ 



♦) ^tXif}lU ®run. «rd^it 2 p. 326. »ergl. 4 p. 447, 34 p. 12 berfclben 
Scitf^rift. 

**) S)icfc (Sigcnfd&oft be« einem $txti\t etngcf(ä(>ncbcncn fßmtd9, bcffen Perimeter 
jl(^ fet6p f(]^netbet, ift ton ^^^nilter gefmiben toorben (de relatione mutua . . 
p. 23). 
*♦*) %iVLtihaäf ba« geraWinigc 2)reie(I 23 ff. 
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nannten ©tredcn pofttiö finb; bic jjofittocn atld^tunflcn i^rcr 5«ormaIcn 
f, g% h! »erben fo Befttnunt, ba§ bie aBinfel ff, gg\ hh' \i 90« be* 
tragen; bte |)ofittben SRid^tnngen ber ®eraben Ic, l, anf bcnen bie @tre* 
den AM, BM Hegen, »erben fo beftimmt, bag btefe ©treden ben Sßertl^ 
r l^aben. a^ann ift C^M ^ AM cosM', a' = \U = y, alfo C,iJf 

c = r cosy, n. f. f. S)lc ©trede iVC l^at mit C^M 
einerlei SRid^tung nnb ift boppelt fo groß (^lanim. 
§. \% 8). gerner ift ON^ CiVcosÄ'A ^r = ä/ 
= 180« — ß, folglid^ OiV = NCco^ß u. f. to. 

SBeil PA = BA cos gh = AB cos a nnb ilQ = 
AC cosgk = C.4 cos«, fo ift FAQ : GAB =« 
P^.ilQ : C4.^J5 == cos 2«, u. f. tt>. !J)urd{f @ub* 
traction ber Dreiede FAQ, QBO, OCP bon ABC iOfalt man 

OPQ,:ABCi= 1 — cos^a — cos^/? — cos^y = 2co8a cosjScosy (11) 

Seit B, C, P, Q anf einem »reife liegen, fo pnb bte ©reiede 
APQ nnb ABC äl^nfid^; QP : PA = BC : AB, foIgUd^ 

QP =3 ^C cos« = 2r sin« cosct = r sin2a 
2PaiV = ^rsin2a; . ., 20PQ = ^r(8in2a + sin2|S + 8iii2y) 

SSlm ift 2ABM = ^Ä. Cjilf = 2r2 siny cosy = r^ 8in2y, . . , alfo 

2ABC == r2(sin2a + 8in2i3 + 8in2y) 
OPQ : ABC = 9 : r 

gür ba« ^robnct QN.NC finbet man bcn SBäert^ 

4r2 cos« cos/J cosy = 2rQ 

in Uebereinftimmuttg mit ^lanlm. §. 14, 7, tt>eit r ber Diameter ie& 
Sreife« OPQ ift (Panim. §. 12, 8). 



^%\ 



lir't :• 



1-5 ' .r 



IL SBenn bie ^uncte D nnb P gleid^e Slbftänbe af nnb / bon 
ben ©eiten be^ ©reied« ABC ffobzn, nnb jtoar D in bem X)reied, F 
angen auf ber (Scraben, bie ben SSBinfet BAC l^attirt, fo ift bei ber 
angenommenen ^ejeid^nung (13) 

AD = 4r sin^/J sin^y, AF == 4r cos^jJ cos^y 

d = 4r sin^a sin^/3 sin|y, / c= 4r sin 4« cos|/5 cos^ 

iV2>2 = 2c?2 _ 2r^, iVP2 = 2/^ — 2r^^) 

©etoei«. 5Die Oeraben, bon meldten AD nnb BD ))ofitibe ©tre^ 
den'finb, »erben bnrd^ x nnb y bejeid^net. ©ann ift AD : AB = 






*) geuecbai^ a. a. O. 51 ff. 



gür iVPa jle^t bafclbfl burd^ ein 35crfi^tt b« 



*•». 
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sin^Ä : sini/a; (5), hx = |tf, % = 180« — ift xy ^ im^ — ^ici+ß), 

5Dex SBlnfet FJ5^ übertrifft bcn SBinlcI DBA um 90^ alfo ift AF : ilß 

= cos yh : cos yar, Ultb 

AB cosiß 2rsinyC08iß . ip^^„i. 

cos|(a + /5) sin^y 

3lm x\i d : AD == f : AF =: cosä'o? = 
co8(to -" 90«) = sin^a, fotgtid^ u. f. tt>. 
3n bctti ©reicd -4iV^JD l&at man nöd^ (10) 

iV^D2 === iv^Ä ^ ^X)2 ^ 2iV^ . AD cos a?/* 

5Rün ift 

^f ^cck + hf +//' = 180« — i(|3-y) 

alfo cr^ätt man ^ 

ND'^ = NA'^+AD^—2NA,ADcoQ^ß—y) 
= 4r2co8*^a+ lOr^sin^ i/5 sin^^y— 16^2 cos« sin^|3 sin^y cos|(iS— y) 

= 16r2 sin2 ijS sin^^y + 4r2cos2« 

— löÄ^cos« sin2||3 sin^^y — Ißr^cosa siii|i3 sin^y cos^|3 cos|y 

= 32^2 sin^l« sin^l/J sin^ ly — 4r2cosa(8in/3 siny — cos«) 

== 2d[2 _ 2rQ (13) 

ßbcn fo flnbet man 

NF^ = iV^2 ^ AF2 _ 2iV^.ilFco8i(i3 — y) 
= 4r2cos2a+16r2co82^/Sco82^y— 16r2cosaco8ii3cosiycos^(/3— y) 

= 16r2 cos^ ^ß cos^^y + 4r2 cos^a 

— 16r2 cos« cos^-i/J cos^^y — lör^cosa cos^i? cos |y siii-|/3 sin^y 

= 32r2siii2.iaco82-^/5cos2-Jy — 4^2 cos« (sin /5 sin y — cos«) 

= 2/2 — 2rQ 

anmcrinng. SBcnn man auf bcr ©crabcn AB bie ©trcden 
KA = CA, BL = BC mad^t, fo l&at baö ©reicd KLC an bcr ©cite 
KL = 2« btc SBinlcI |a unb {ß, atfo ift 

Äl. _ LC 25 _ 2a cosj^ _ 4flco8Jg cos ^/? 

'^vlKCL ~ Bin LKC* cos ^y ~ ~sin|a sin« 




s a 6 



= ^^=-^=-^ = 2r 



2cos^acos^jJco8 Jy sin« sinjS siny 

15. S)a§ ber geuerbad^'fd^e Stet« OPQ »on beti Äteifen berührt 
tolrb , üjeld^e t>ie ©eltcn be« ©reied« 4£C fcwäl^re«, toon betn etnge* 



Inifc OMOif VM ton bm üben oifai*', cigifH fti^ a># 

ntnon JV, M Ccdft« OPQ ijl bte SRittc ms mn '^lo* 

SJ> alf» ^ vom ($lan. §. 14, IS) 

Jf,/J» = 4«»' -f- iA'D' — MfJP 
M,F^ = iJfJrt + {NF' — *,*« 
Pttmim. §. 14, 4) 
JfD' = r» — 2rd, «T* = r' + Jf/ 
be« ftreifo ÖPQ ^ bttt ffln^ {r, nnb bei ^mt ff 
nmt be« brat ^ritd OFQ tingeft^ricbeticji ftntfc«, nwnn 
'/ ßi T fpife fittto, obR CÜIC0 bte €dtra ttS tmtO» OPQ, 
Sttti\ti, Kern rincT nata bett ®itd^ e, ß, j ftnmpf, 
gatib i^. Stfo ^ man in jd«ni ^t(c infelfte bn fni 
i^tcn gemtt 

if,ari = |r» — ry 

4r' - rd + (P - r^ - Ir« + rv = (Jr — d)> 

*'•' + *■/ + /' — »•*- i--* -«-'-* = ^r + /)! 
i( ©iffetenj b« SRabtra ber fttetfe {M{) unb (DJ, ^i^ 
ber fRabtoi ber Jlitlfe (Af,) nnb {F) ift, fo bitb beiftnift 
m jtidfe (D) htnen, bon bem flreife (J^ an|en &trä^ 

3, 3), u. f. ». 

let man bur^ Q unb M bie Sentrra bei beibcn anbem 

^e bie @dten be« IbttXtiA ABC betü^ten, bun^ g unb h 

fo ^t man 

/" + Jlf, G + MjS =.2r + / + j + * — d = 6r 

(nmertung }u ^lonirn. §. 14, 4. 



$. 5. 6)j^äTif^e Xiigonomctite. 

I btt trtgonometrif^en 33e^cinb(ung ton f)>l^äTifc^en Siguren 
Ild^ borauflflefeftt, baß ber Äabiuß ber ftugef, anf ber fie 
'Ängenrin^eit ift. 2)enißeniä^ werben bie Sogen öon ^aupt* 
^re tSentrttoirttel gefeit (§. 3, 10). 
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SBcmi bic ©citen AB, BC eine« f<)]^ärlf^cn ©retctf« nonnal ju 
cinanbcr ftcl^n, fo ift*) 

cos AB cos BC = cos CA 

©etoci«. ©urd^ ben ^unct gel^n bie (Seraben /, g, h, fo ba§ 
bie ®6enen fg unb ^ä normal jn elnanber fte^n. 3ft ö bie 5«ormat 
projection be« $uncte« H ber Oeraben h auf bie 
®crabe g, unb 2^ bie 5Rormaf|)roiection bon G auf 
bie Oerabe /, fo ift OH eine 5Romia(e ber (Sbene 
OFO unb OF eine 5RormoIe ber Sbene FGH (®te* 
reom. §. 2, 3), fotglid^ F bie 5RonnaIj)roiection t)on 
fi^ auf bie ®erabe /. Ifla6) §. 4, 2 l^at man 

0F=0Oco8fg, OO^OHco8gh, OF=^OHcoBhf ^ 

folglich cos/^ cos^Ä = cosÄ/. 333enn nun bie ftugel, bereu Gentrum 
O unb bereu SRabiu« eine Sängeneln^eit ift, bie j)ofitiöeu JRid^tungeu 
ber ©eraben /, g, h in A, B, C fc^neibet , fo ift ber Sogen AB bem 
SBiufel fg gteid^, u. f. ». 

2. SBenn ^iJf, AN, NM Sogen ber $au})tlreife g, h, p flub, unb 
A ein 5ßoI bon ;? ift, fo l^at man 

sin MN : siniV^ : sin AM = sinA^ : siagp : sin/?^ 

Seiuei«. Seftimmt man junaci^t bie ))ofttiben @inue ber S^anpU 

Ireife g, h, p fo, baß AM = 90^ AN = 90^ 

unb -4 ber ftnie 5ßol oon p ift, unb beftif^reibt 

man bie ))ofitiben SBinlel burci^ Unikum ge^eube 

SDrel^ungen, fo ift ber Sogen MN bem SBinlel 

gh gleid^ (©tereom. §. 4, 7), gp = 90®, hp = 

90 ^ fotglic^ 

sinilfiV : mnNA : sin^^f = sin^Ä : — 1:1 

= sinÄ^ : 1 : — 1 

= sin^^ : singp : sm/7Ä 

*) 2)te erflen @ä^e ber f^l^äriWen Stigonomctrie finb int 3tcn «ud^ ber ^}fy&* 
ril bon S^eneUuS unb im erflen Su4 be9 ^(magefi bon $tolentäud entl^dten. 
S)iefelben tourben für ben ©ebraud^ in ber ^{honomie bon ben Arabern, unter ben 
92euern im 15ten S[a{;r(unbert bon 9leaio montan u. 9(. toeiter audoej^ilbet. SDie 
Slblettung ber gefammten f^>]^äriWen Trigonometrie ,ou« cinfadi^en $rtnct^)itn IJat 
(Suler unternommen, M^m. de Berlin 1753 p. 234 unb Acta Petrop. 1779, I 
p. 72. $luf ein einjiged $nnci|) ipurbe bie f^l^2irif4e Xrigonomttrie burtj^ Sagrange 
(J. de TEcole polyt. Cah. 6 p. 270) jurüdgefü^rt, bcffen Slbbanblung burd^öaug 
eine tbefentlid^e (SrgSnjung erhalten l^ot in ben Suf^^en p ©d^umad^erd Ueberfe^ung 
bon (£cmof8 geom. de pos. II p. 373. 2)ie Trül^ere ©efd^räntung ber f^j^äri^en 
S^rigonometric auf SDreterfe, bereu @eiten unb SBinfel 180» nidftt überfletgen, iß bon 
SKSbiu« aufgehoben »otben {%na\\)t. @^)]^äri! 15 ff. öerid^te ber Sei^jjiger ®e|eE» 
fd^aft 1860 p. 51), beffen SDarfcHung ^>ier im SBefentJit^n toiebergegeben wirb. 
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@<^tt« ^iiä). Stigenomelrit, 



«, ß, y, beietd^neten «ßinlel BAC, CBA, ACB beö fp^i 
ABC »on ben SJintetn gh, hf, fg ju 180" etgönjt. gi 
lelige fpl^ätift^e S)teiea, beffen ffiinfel jS = 90" ift, £ 
®^flein »on ©leii^unflen:'') 

cosö ^= coea cobo 



^ tangc 

tangt ' 
_tang« 



tango 
tangc 



coaft ^ cot« coty 

5. 3n jebem (p^ärif^en Iireiecf ABC, beffen € 
,4-B Sßogen ber ^laupttwife /, j, h finb, ^at man**) 

BJnBC :&mCÄ: vAmAB = siniiÄ : sinA/: f 
SeiceiS. 3''^' i"<>i ^>t^<^ 
ben ^aupttreid ;>, loel^er bon A 
wirb, fo ift in benDreiedEeti ^DC v 

■a?-j ■"*''■ •"*^- 

fotgtic^ bnri^ SiiBifion 

einp'Ä wa.BC 

sin A/' BIO Cjj 
meil ein CD ^ — sinflC unb %mph ^ — sinÄ;), 

6. 3n bem fp^örift^en Sjceied ABC iff*^ 

coaBC == cos Cd cos dB — ein Cd sin^B < 
Setteis. 3n bem S)teied -BCD :^Qt man (t) 
cobBC= C08 CO cm DB 






•) ISnUi M6m, de Berlin 1753 p. 233. 
") 2)itfcr gunbamtittairafi btt {Pbatif^tn XiigcnoDittrie fle^ 
in an entlaus Sphaerica UI, 3. @eiiitn ganjen Uin|ang i/at 
er^lKn. Seral. (1). 

"•) S(uB bi(|tt Ben ©ulet MSm. de Berlin 1753 p. 242 
®\ää)Ti.\\9, con bei ein einfaiier !9tn>ctS unten g. 6, 1 gegebeii 
Ü6tigen ffileittungtn bei (pfetiritien Iiiguncmtlrie butt^ ffiliminatio 
icic ilagrangc 1799 J. de TEcole polyt Cah. 6 p. 2B0, cti 
3u|ä6e ju SaniDt geom. de pos. in ©(^unui^cie Uebeifegung I 



I 

\ 



■ 

{ 
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2BcU DB = DA + AB, fo ift (§. 4, 7) 

cos BC = cos CD cosZ)ul cosilB — cos CD sinJD-4 sin AB 

5Run ift 

cosCD'cosDil = cosC-4 (1) 

sin AD cos DC = — cos^ä 8inC-4 (3, Sttf.) 
cos CD ==: cos DC, 8mD-4 = — sin^D, fo(gtid^ U. f. to. 

7. 3n bcm fp^ärifd^en SDreicd AßC ift*) 

— tanff Ä/ = tangCA sin^/t 

^ sin Aß + tangCiä cos-4jBcos^ä 

©cmei«. 3n bcm ©rcied ^CD ^at man (4) 

^, tangDC . , sin DC sin Äp 

- tang/Ä = -^^8mÄi> = cos i>C sin (5 A + AD) 

5Wun ift 

sin DC sin Äp = sinC4 sin^Ä (5) 
cosDC sinJ?^ cos AD a= — sin^äß cosC^ (1) 
oosDCcosjBA sinAD = — sin CA cos-4-Bcos^Ä (6) 

tang//« = — tangÄ/; folgftd^ 

— tanffÄ/ = sin CA singh 

° sin AB cos CA + sin CA cos AB cos gh 

2)iDlbtrt mon bcn ^iffitt unb bcn Sicnner burd^ cosC4, fo erl^att man 
bie jn kiueifenbe ©(eid^nng. 

8. Sei gemi^l^nUd^er ^ejetd^nnng ber (Elemente be^ f))]^änfd^en 
SDrcietf^ ABC (4, äum.) l^at man bcmnad^ 

sina : sind : sine s» sina : sinj3 : siny 

cos a = cos 5 cos c + sii^ ^ sin c cos a 

^ tang b sin a 

tangp = -: 7^ — i 

° sine — tango cosc cos« 

Scjcid^nct man in bem jn ABC gel&öriflcn ^olarbrctcd A*B'0 auf 
gleiche fficifc bic ©citcn bnrd^ a', h\ &, unb bic gcgenübcrlicgcnbcn 
©intet burd^ < ß% y% fo ift (©tcreom. §. 4; 8) 

a' + a = 18Ü^ /?' + ft = 180^ / + c = 180» 
a' + « = 1800, Z»' 4- 1* = 180^ c' + y = 180« 
äu^ bcn SBertl^cn tjon cosa' unb tang ß* flnbet man fofort 
cos« == — cos^ cosy + sin/S siny cosa 

tanffft = tang/ising 

^ siny + tang/5 cosy cos a 

*) ©nler a. a. O. p. 251. 



&tdiHtt Sn4. XrigDttonutiit. 

Eii^ntten Sinlel BÄC, CBA, ACB be« fp^iif^n 'Symtd9 
Mti «BinW« gh, hf, fg ju 180* etßänjt. pt boe tet^tioin' 
if^e Dided, beffm Stntel ß = 90" tft, flUt kcmnoi^ ca« 



ainft' 


^'"J' = Sl 


tang£ 
tangÄ 


taoga 


_ tanga 


»-s/-^ 


sin)'' 


sma 


gi = 


coto cotj» 



n iebem fi)5ätifc^en 3)reled ABC, beffen ©eiten BC, C^l, 
bet JioupHteife /, g, h finb, §at mon") 
inBO: BinC^ : soiÄB = migh ; sinft/: sin/tf 

3ie^t man buic^ C notmal ju A 
ben ^u))tlceie p, u>el(^ bpn A in £> gefc^nitten 
mlrb, fc ift in ben 'Cteirfen ADC unb CD5 (3) 

aDC . ^ . ,, sinC© . . 

fotglid^ bnt^ 3)ibifion 
ain^A _^ ainBC 
sinÄ/" äinGi" 
5 = — ainÖC unb siöpÄ = — &ahp. U. f. to. 

n bem fp^ürifc^en SJreled ABC tft'") 
OS sc == GOB CA cos A5 — sin CA Bin jiS cos gh 
eifl. 3n bem a^reled BCD ^nt man (1) 
cobSC = üobCD C08ÖB 

!t Mfim. de Betlin 1763 p. 233, 

T ^nbaincntatfab btt fpfaStif^cn Xrigonemctrie ft((t anbete air^tbdtift 
ue Sph&erica LII, 2. @cincn gamtn Umfang ^t w bur^ SREbiuS 
:rfll (1). 

biffei bon Sula M^m. de Berlin 1753 p. 242 jufammenstfleCCuu 
on bti (in einfn^ci iSfnxie uiittu g. 6, 1 t,t%Atn mtrb, ISnncn bit 
i^ungcn bcr fp^rif^cn Xiigoneinctrie burdf SliininatiDn abgcUittt werben. 
Ige 1199 J. de l'Ecole poljt. Gab. G p, 260, (hifadKt @auß tSlO 
amot g^m. de pos. in S^umai^K Utfccite^ung U p. 373 gejttgt ^. 



§. 6. ©J|)l^arifd^e trigonotttetrie, 317 

Seil DB = DA + AB, fo tft (§. A, 7) 

C0& BC = cos CD cosi)-4 cos^ß — cos CD sin DA sin^i^ 

5Run ift 

cos CD cos Dil = cosC4 (1) 

sin AD cos DC = — cos^ä sin CA (3, Suf.) 
cos CD = cos DC, sin DA = — sin AD, fo(gttd(f U. f. tt). 

1. 3n bem f))]^örifd^en SDrcicd ABC ift*) 

tangCA sin^/i 



— tangÄ/ = -r 



sin A5 4* tang CA cos AJ? cos gh 

aScmel«. 3n bcm ©tcied JJCD l^at man (4) 

/, ^, tangDC . , sini)CsinÄp 

- tang/Ä = ^^ smÄ^ = ^os DC sin (5A + AD) 

5Kun ift 

sin DC sin Äp = sin CA sin^A (5) 
cosDC sinJ^A cos AD = — sinAjB cos CA (1) 
cosDCcos^A sin AD ^= — sin CA cosAi^cos^Ä (6) 

tang//i = — tangÄ/; folgftd^ 

— tanffÄ/ = sin CA singh ^ 

^ sin AB cos CA + sin CA cos AB cos ^ä 

2)ii)ibirt man ben 35^1^ unb bcn Sßenncr burd^ cos CA, fo erl^äft man 
bie ju Bemeifenbe ®(ei(it^ung. 

8, aSci getDiJl^nßd^er SSejcid^nung ber ffitemcntc be^ fpprifd^en 
!J)rcic(Jd ABC (4, Slnm.) l^at man bemnad^ 

sina : sin5 : sine = sina : sinjS : siny 

cos a = cos h cos c -j- sin 6 sin c cos a 

^ tang 6 sin« 

tangp = -; -^ — i 

° sine — tango cosc cos« 

S3cjetd&nct man in bem jn AJ5C gcl&öriflen ^Solarbrcicd A*B'0 auf 
gte!d(>c ajcifc bic ©eitcn bnrd^ a', b\ c\ unb bie gegenübertiegcnbcn 
SBintd burci^ «', /S', /, fo ift (©tereom. §. 4, 8) 

«' + a = 180«, /3^ + 6 = 180^ / + c = 180« 
a' + a = 180», ft' + jJ = 180^ c' + y = 180« 

äu« ben SBertl^cn tjon cosa' unb tang /3' flnbet man fofort 

cos« = — cos^ cosy + sinj? siny coso 

, tang/3 sing 

^ siny + tang/5 cosy cos a 

■ ■■■■■ ■ t y »^*» !■ »II I IM ■ 

*) (£nUr tt. a. O. p. 251. 
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lantt o^ne SBeitnee aus bei Setra^tung be 

loerben. 

SBenn man in im ©(eid^ungen I— IV 

Sintel unb Seiten eingefä^rt, iinb menn mi 
sinJC« — ^)8mic = i, 6iii^(ti - 
cobJ(o ~ ffisin^c = w», 008^(0 - 
Bin^(a -|- ^)cos-ic ^ r, ain-^Ca -| 

COBj(n + ^COB ic = *, COBj(a -\ 

flebraud&t, fo finbet man 



^ W 







ms 


- e« 






ra = 


= ^ 


S[uS ben betbett teilen ®[eii$ungen 


folgt 






«^ 


== ff2 


m.\o ^at man 








1) s = ff. 


unb boju 


= 1, 


ffl = 




2) « = — ff unb baju l = — k, m = 
»ae ju beweifen roor- 

^ Die l^albe 2>ifferenj uon jroei «enen a uno o 

unb von ben gegenitberliegenben 993inte(n « unb ß 
bei ^reiede ABC u>irb bmäf fo(genbe Sonftruction 
ermatten. Iier §aui3ttrei«, roelctiet AB in ö normot 
^albirt, fc^neibet CA in E fo, bofe SB = EA nnb 
öE ben SBinfet ABB ^atbirt. SDet ben aSinW BCE 
i=*j;^ol6itenbe §aui)tti;ei« fiftneibet ben Sogen DE in 
F fo, büß P baö Sentrum be? bem S^reiett BCE 
eingef^tiebenen greife« ift. ®inb nun FO, FE, FJ normal ju EC, 
CB, BE, fo ^at man 

CQ -\- EJ -{- SB =;: \(CE + EB -\- BC) 
EJ + BS = EB 
CG = iiBC — CA) 

SuflleicS Ift ber aSiinM FCG = 90" — ^ACB 

FBD — ^B^C - GBA) + CBJ = ^(ßvlC + CBÄ) 

GFC + SFB + JFE = 180», SFB + JFE = £F£ 

fo%lii$ GFC = DFB, wenn ^ß j»ei Guabranten ui^t überfteigt. 

3n ben re^twintetigen ajreieden GFC unb DFB ^at man (4, Mnm.) 



§. 5. ®p^an^6)^ 2:tt0otiomctric. 321 

smGFC = . „^ , cos CG = . „^^ 

. ^-,„ sinDjB ^_ cos DFB 

sin5F' smFBD 

mm 

sinCG ^ sin FC _ sinFBC cos CG ^ sin FB D 

sin DB ~ sin BF ~ sin BCF ^^^' cos DB ~ sin FCG 

hierin fiiib bie erfte unb brittc ber ju betoclfenben Oteld^ungen cntl^alten. 
3ft B^ ber ©cgcrtpunct bon jB, fo gelten in ©ejug auf ba« 5Reben* 
breied -4^1 C bic ©leid^ungen 

sinl («' — ß) sin^ c' = sin J (a' — b) cos^/ 
8in^(a' + ß) cos Je' = co8|(a' — b) cos^/ 

5Wun ift «' + « = 180^ y' + y = ^180«, a' + a = 180«, c' + c 

= 180^ folglich 

siniK — j5) = cos4(« + jS), sini(a' + |5) = cos^« — ft 

sm|^(a' — b) = C08^(a + b), cos^C«' — &) = sin^(a + ^) 

sin^c' = cos^c, cos^c' = sin^^c, cos^y' = sinj^y 

©urd^ btcfe ©ubftitutionen ergeben \xäf bie bierte unb jmeitc ber ju be^ 
toeifenben ©teid^ungen. . 

Slnmerlung. SBenn jmei Seiten unb ber eingefd^loffene Sffiinfel 
j. So. a, b, y gegeben finb, fo beredj^net man om einfad^ften guerft bie 
SBertl^e bon sinKa — ß) Bin|c unb co8^(a — ß) sin\c, bann burd^ 
©ibifion ben SBertl^ öon tang-JC« — |5); ferner bie SBertl^e t>on 8iii|(a 
4- ß)cos\c unb cos^C« 4- ß) cos^c, unb au^ blefen ben SBertl^ öon 
tang^C« + ß). 8lu« i(a — j5) unb i(a +■ /3j finbet man « unb |?; 
burd^ sin|(a — ß) ober co8^(a — ß) unb burd^ 8ini(a + ß) ober 
co8i(« + ß) ergicbt fid^ cnbtid^ jebc^mat auf bo))|)ette Slrt ber ffiertl^ 
bon |c, 

@ani analog red^net man^ toenn eine @eite unb bie beiben antie^ 
genben SBinfet gegeben finb. SBenn aber jtoei ©citcn unb ber SBinfel, 
welcher einer berfelben gegenüberliegt, j. 33. a, b, « gegeben finb, fo be^ 
red^net man juerft ben SBintet ß (5), bann mit §)ülfe ber obigen ®Iei*^ 
d^ungcn tang^y unb tang^c Da« analoge SJerfal^ren fül^rt jum 3irfe, 
wenn jtoei SSJinfel unb bic ©eite gegeben finb, bie bem einen berfelben 
gegenüberliegt. 

!Die auö ben ®au6'fc^en ®teid{>ungen folgenben SBertl^e bon 

tangi(a — ß), tang|(a + ß), tang^(a — b), tang|(a + b) 

finb feit längerer 3«*^ **« ©ebraud^. @ie »urben »on yitptx, bem 
Srflnber ber natfirtid^en Sogariti^men, angegeben (Mirifici logarithmorum 

»olfeet II. 4. «ufl. 21 
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canonis descriptio 1614. II, 6) unb in $lo)) 
toel^e bie 9ie()ec'(^en änaloaten Reißen. 

11. iöeftimmt man bie pdfitioen @inne bi 
fi^en SDreieila fo, bü| Jebe ^i)^ mit ber ©ei 
fte^t, einen Sinlel »on 90" Mtbet, (o (inb b 
jebet Seite mit bem ©inu6 ber juge^Btigen §3^ 
bie burt^ ä bejeic^net wirb, unb bie ^robude be 
mit bem ©InuS ber juge^Brigen $0^e ftnb »o 
iaxd} S Bejefc^net toirb.*) S)enn man ^at (5) 

sinDC Binhp = siDCAslagh ^ sii 
unb sinAp =r 1, fotgiic^ bei gewB^ntiti&er SBejeit 
amcsinDC =^8iD& eine sinn ^ sine aina BiD|3 
8iii}'BiDX>C = siQ^Bin}' Bina = sin)' Binu sinfi 

§ier(iH8 finbet man fofoct 



sin 


a ainb sine 


= 


aina 
Binß 


sin6 _ 8 




d 


ainj3 s 


Bin 


ff Bin fl Bin)' 


= 


jnö ~ 


sin^ Bi 




S 








d* 




** ~ ein«" 




~ sina 


Bin 


5Wc' 


äufolge 


ber SBert^ 












d 


= sin£ 


sine Bin« 




cosa — 


COstCOBC = 


= ainiainc 


ergiebt \id} 










d2 = 


ain^fi sin^c 


— 


{cosa - 


- cob6 cob 



= t — cos^a — eos^fc — coa^c + ' 
3iltn ift d' = 4 ainfi sine ain^ J«. sini sine cos' ^_ ^g. ., ._,, ,— o-.-, ■,^, 
d^ = 4 sin« Bin(s — a) ain(s — b) Bin(s — c) 
Sßenn d" biefelbe iöebeMtung für ba3 ^olarbrcietf J'B'C' §at, mie 
d für bae a>ceied .IßC, fo ift (8) 

d' == sini' ainc'sinu' = sin^ sinysina = S 
foIgli<$ ^nt man au^ 



•) «trgl. 8tjell Acta Petrop. 1782, I p. 71. ®ubttnionn niebtte ©p&ä^ 
rit 124. 

") ajergt, Cogtaiifle J. do l'Ecole polyt. Cah. 6 p. 272, fttantjuie in bmi- 
Itlbtn Soumal Cab- 14 p. 190, ©iibcrmann nitbeH ©uliätit 143. ®it SBet^ 
»on d^ ^at Quler Not. Coinm, Fetrop. 4 p. 158 gcstben, bie SSetl^c uon ä^ 
Tuibct man in ber Sefeirf^cn ^b^atiblung. 
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ö^ = 1 — cos^a — cos ^P — cos^y — 2cosr cosjJcosy 
= — 4 C08 e cos (ö — u) coB (ff — ß) cos (« — y) 

12. SJenn man butc^ r unb ^ bie einen öuobroiiten iilc^t übet* 
fleigentien fp]^äti|c^en Labien ber Srei(e bejeici&net, reelle einem ())^öri= 
fd^en SJreied, beffen ©eiten a, b, c unb bef[en SBinfet «, JS, j- je 180" 
nii$l übetfteigen, bet eine umgef errieten , ber onbere eingefc^rieben pnb, 
fp ^aX man*) 

cotr = T — ;—7- — ; — TT . , , tanffo = ■ ■■ ■ ■■■ — ■■■— j - 

4 sin Ja hu\\o sin Je °^ 4coa|o coe^pcosj)' 

bei bev In (11) angenommenen S9ej.eic!^nnng. 

33 e tu ei 3. 93ejeii$net man ben ©egenpunct bon C bur($ 0,, baS 

fp^ätifd^e Sentrnm beS Äteifefl ABC^ bnri$ O, bie SDiitten »on -äC,, 

C,ß, BA, CA, BC bnr^ P, Q, fi, i>, E, fo Tinb ^^ 

unb as Quabranten, PO, Q.0, RO, normal iu 4C„ 

(7,2f, £4, fotglic^ /> unb E qjote uon PO iinb OQ,, olfo 

DE 5ßotore »on 0. 3ft HC eine ^Ö^e be« IireteäS 

ÖDE, JDirb DE bon 0^ unb OB in F unb ff gefc^nit» 

len, fo finb bie re^tminfeligen T)reieÄe DHC unb D^^, 

E/fO unb EGB ^Itiif unb ä^nliri^, D unb E bie SHitten 

bon FH unb i^ö, folglich 

HC ^ AF = 90« — 0.4 

DE = \FQ = ^FOG = AOIi 

Sinn ift in ben ©reiecfen CDE unb ORA 

»ioDEamHC = ain EC ein CD sin DCE (11) 

BinAOR ainOA = »mSA (4, 3Inm,). 

aSeseic^net man bie ©eiten C,ß, BA, ACy burd^ a, c, h 

unb ben SßJinlel DCE = B0,>4 burt^ y, fo erhält man bemnac^ 

sin^OA cosr = cbs^a coaji smy 

sin^Ofi ainr = ain^c 

folgt'* 



cotr 



sin -J c 4 sin ^a sin ^ 6 sin ^ c 

inbem man 4 sin^a cos^a siu^A cos^i sinV buTt$ d erfegt. 
eben fo ^at man in bem juge^ßrigen ^Polarbreietf 



48in Ja' ain-Jfi' ein.J 
I. O. p. 72 ff. »CTgl. ©ubcnnann 
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9tiin ift r' boe 6Dm)}tement uon $ (@tereont. § 
amjo' = cosi«, U. f. ». (11), folflti^ 



tange = j 



gür bie iRabien b« ftreife, tteld^ ben 5Re5eti 
Iien unb eingefc^tieben ftnb, finbet man S^nli<$e ®(e 
ben Bufdinnien^ang ber ©eiten unb SBinM bei 91i 
©eiten unb 993inleln btö ^reteife (ea($tet ^ata 
©ejiel&unflen unter ben Wflbien biefer ffcetfe. 

13. ®ie gmictionen ton 2ff = k + ^ + 

Sfleorbeituna erfaßten, iceil buri$ biefe ©iinime bie ' 
rif^en SDreieiJe beflimml ift, beffen SBtntel «, 
§. 4, 5). Äei ber angenommenen ©eseie^nunfl ergi 



4cos^acoa^i cos^c 

ffletoei«. iöeieii^net mon in bem ©reied A 
ffiV bie ©eiten unb 3SinIeI faur^ a, b, c, a, ß, y, 
20AB + 20BCi + 20C,A = 180" — tt + 
20BCi + 20C,A = 2y 
OAB = 180» — ff 
5Wun ift in bem ©teiect OAR (4, Slnm.) 

tangO^ 
5Rimmt man ^inj« (12) 

_ B inBC, 8inC| AeinBCjA 

4simiBCjsm^CjAsiiiAB " 4^ 
fo ei^ält man 



4 CDS^a C 

^aä) (11) ift 



14. SJemerltnöTOett^e auSbrüde erfleben fic^ 

< — tangff, nämtii^**) 



•) S*ejell a. a. O. p. 68, 

"2 3)ie cL'jle ©leicfeung düngt mit btü It^ltn jnfammtn 
o. a. ib. p. 278 unb PegEnbn Gdom. Note 10 ambm W 
rubren uon QuIct ^ct (Icta Petrop. 1778, II p. 31. Not 
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sintf = ' — ' — 7-^ 2 L 

cos^c 

1 + cosa + cosft + cosc 

4cos|a co&^b cos^c 

cos^^g -f- co8 ^^6 + cos^^c — 1 

2 cos^a cos 1^6 cos^c 

COttf ==» . i i r— I 

1 + cosa + coso + cosc 

cot4acot46 + cosy 
— tangtf =s — 5 1 ! i 

smy 

öctoelö. 3n bcn ©rcicdtcn OAR unb CDE ift 
cosiliß ^OAR == cos i? 0-4 (4, Slnm.) 
cos-BO^ == co&DE = cosJSC cos CD + bwlEC sin CD co& DCE (6) 

bälget burd^ (Sinfül^rung ber befannten Sßertl^e (13) 

cos4a C084& + sin 4a sin 4 5 cosy 
smtf = 2 ^ ! j_-J J L 

cos^c 

Ser Bälgtet biefed Sru($d mit 4cos^acos|6 multi)>(icirt tautet 

4 coB^-^a co8^^& -f* sina sinö cos/ 
= (1 + cosa)(l + cos6) + cosc — cosa cosö 
= 1 + cosa 4" COS& + cosc 
«=» 1 -h cosa + 1 -f- cosi + l + cosc — 2 
= 2cos24a -f 2cosH* +2cosHc — 2 

Durd^ biefe äluöbrüde erJ^ätt man fofort ben {loeiten unb ben britten 
Sßert^ i>on sma. 

k>tx iU)ette Su^brud t)on sintf lann and^ aue bem ^vctff bon 
— cosof (13) abgeleitet »erben, ©enn e« Ift 

. • . 0- (4 cosia cos46 coslc)^ — d^ 

sin2<)f= 1 — cos2tf = ^^ — ^ — ij. i ^-^ — 

(4cos^a cos^o cos^c)^ 

(4co84a cos^& cosl^c)^ = 2(1 + cosa)(l + cosÄ)(l + cosc) 

d^ s=3 1 — cos^a — cos^Ä — cos^c + 2 cosa cos 5 cosc 

fotgß^ l^at ber ^&f)iix ben SSJertl^ (1 + cosa + cos 6 + cosc)^ 
U. f. tt). 

!Der britte Sludbrud bon sinqr lann a\x6t birect entmicfelt beerben, 
inbem man jur iSered^nung bon cos 220^ bad bon ben ©eignen f, g, h 
ber Sogen BC^, C^A, AB gebitbete Jptane J)reted benufet.*) SBejeid^* 
net man bie 9'iormatj)roiection beö ßentrum6 onf bie Sbene ABC^ 
bnrd^ 0\ fo ift ber SQSinlet BO*A ein ?RormaIfd&nitt be6 gtäd^entoinfete, 



iSubermann 152. IBeigl. @(^uts ^pW^l U, 79. 
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Wetzen bie @6enen ber .^auptlrcife OB unb 
bet Sentritoinlet BO'A bDiJpelt fo gtofe a\A bei 
? gebilbete ißerlp^erlewiitlel, fotglic^ ift ber te 
gtei^. ailfo ^at man (§. 4, 10) 

/a + fl2 _ 
cosäO^ = -^ ^^^. 

/■ = 2sm JßC, =s= 2coB4a, y — ^wm^C^Ä ^ i^uo^.., .. == ^ a,u 



)s^ß Bin OAn = cQsROA = 



2cosJa coä^b 
Um ferner ben 95Jert§ son — cot ff ju fiiiben, bioibitt mon — cosa 

(13) Wt<if ben jlpeiten S(u8brud un emo. 

@nblii^ ben S5ert§ uon — tangö erhält man, inbem man ben 

etflen SluSbrni Bon ainff bur* 

sin a Brat Biny sinia sin4ft siny 

— cos ff = -T 7— TT —i- ^ 1 ^ 

4 cos^a coa^ocos J« cos, Je 

blDibirt. 

änmetlung. 3lu8 bem 93Jert^ »on — tanga [(^tleßt mmt: 
Sffienn i« einem fp^ärlfc^en a^tetei ein SßJiiilel unb buS $robuct bet 
(Sotangenten (ober ber Tangenten) ber galten ©eiten, weli^e ben 3Bin= 
tet einfd&ließen , unberänbevt 6tei6en, fo bleibt bie ©umme ber Reiben 
anbetn 9fiinlel, olfo aud^ bie gläc^e beS ©reieds unseränbert. Unb 
roenn in einem fp^rifc^cn 3>reiecf eine ©eite unb ba3 $rpbuct ber Stan* 
genten bet '^aiben SBinfet, bie an ber Seite liegen, UBBeränbett Bleiben, 
fo bleibt ber Perimeter beä ©reiedf« unuevänbetf. 

15. äu8 ben gefnnbenen gnnctionen con « evgiebt fi(^ no^, Wenn 

a -{- b + c ^ 2s gefefef toirb ■), 

tang'i(ff-90'>) = tang4«tangi(s-«)tang4(s — Ö)tang4(s-c) 
®emeiö. änfclge be6 britten SluSbruila , Don sinn (14) ift 

1 — cos^^fl— cos^j5 — cos^-ic + acOBJacos^icoBJc 
2 cos^acosjocos Je 

©er ^ü^Ier biefe« SStuc^ee ^at nad& (U) ben mtxit} 

4 sin ^s sin ^(s — a) sinK« — 6) Bin^(s — c) 

gemer ift (13) 

cos ff = "S 7 - -■ - . ■■ - -r- 

i coe^a coB^o cos^c 

') S'^uilitt noc^ ?M(iibre'a 51Kitt5(ilunfl (G^om, Note 10). 2)i(ft getmel 
ifl ein befonbm gnn bei gotmeT, Wilä)t Gepel! a. a. D. p. SS ffli bk ©ummt 
bw SBintd eine« bem »teift eingejc^tiebenen fpMrif^tit SGietetf« tntoitfelt ^tte. 



§ 5, @^)^ärifd{ic 2^rigonomctrie. 
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1 



sinö 4 ain^s »bi^{s — a) sin A(ä — b) sin k(s — c) 



yisin^ sin(5 — a) 8in(* — h) sin(s — c)\ 



— costf 
giutl ift 

1 — sintf = 1 — cos(ö — 90«) = 2 sin2|(<y — 90«) 
— cosa = sin(a — 90«) = 2sin4(tf — 90«) cos|((i — 90«) 



sin 



2 i 



s 



Y* 



sin 



2 1 



6 



^tang^5 u. f. tt). 



sin« 2sin^5Cos^5 

S)urd& Mefe ©ubftitutton finbct man im obigen SBertl^ Don 

taBgH(<y — 90«) 
Slnmcrfung. Den enttoidettcn gormetn ftel^n biejenlgcn jur 
®eitC; burd^ tocld^c man bcn Perimeter cine^ fr^tifd^en ©rdedö au« 
ben 3 SBinleln ober au6 einer ®ette unb ben beiben antiegenben SEBin^ 
letn bcred^net. ^ttfnü6)t gormetn gicbt ed aber aud^ für a — a, a—'ß, 
(s — y einerfett«, unb für « — a, s ^b, s — c anbrerfelt«. ©. ge* 
f c» a. a. SD., ©d^ulj^II, 34 ff., ©ubermann 132 ff. 

16. SBenn burci^ einen gegebenen ^unct S ber Suget §auj)tfreife 
gejogen »erben, bie einen gegebenen Ärei« ber Äuget in A unb A*, B 
unb B*, . . fd^neiben, fo finb bie 5Jrobucte 

tang i 8A tang | SA\ tang ^ ^Sß tang | SB\ . . 

t>on berfetben @ri56e, meld&e bie fjjl^ärlfd&e ^ßoteui be« ^uncte« 
S in SSejttg auf ben Srci« l^eigt. SSäenn auf einem ^auptfrei« s 
$uncte Hegen, an^ benen an einen gegebenen Srei« ber ^ugel bie \pi)ä^ 
rifd^en Siangenten a unb a\ b unb b\ . . gel^n, f o finb . bie Quotienten 

tang^sa tang^^^ 
tang ^sa" tang ^sb^' ' ' 

t>on berfetben Oröge.*) 

©emei«. 3^^^)^ i«ö^ ^«^ '^^^ Sentrum M 
ben $au^)tfrei« MN normat ju ^^1, fo ift in ben 
©reiedten SMN unb AMN (l) 

coa SM cos AM 




cos .1/iV 



cos SN cos AN 



^af)tx f)at man 



cosiliV 



cosiliV 

cobSN 
cobSN 



cos AM 
cos SM 
cos iilAf — cos SM 



coü AN -}- C0& SN cos AM -|- cosäJ/ 




*) iti^tU 0. ö. O. p. 65. steinet Brette 3. 2 p. 59. @(j6uIj II, 54. 
®en gngeorbneten (Sa(} ^at ®ub(vmanu nteb. 6))^änt 296 ISfin^ugefÜgt. 
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9lun l(t SN -^ Air^ SA\ SN — AN = 

tang^Ä^ ia.iig\ SA' = tangJ(SJf — A 

unt)eränberti(^ für leben fceUebigen burc^ S 

ben gegebenen ftreiö in A nnb A' ft^neibeL 

3)er ^n\it^ toirb nnmittetbar ttie folgt Lv*»r>-"- -^«tiv w» ^^»..v. 
jD beö ^aut)theife« s ge^n bie fp^äclfe^eu Songenten DE nnb i?/" be« 
Sreifee (O). 3ie^t man OF normal ju «, fo ift in ben I)reiecfeii ODE 
unb ODP (4) 

• nn sin£0 _ sinfQ 

£)a^et ^at man 

smPDO _ Bin PO 

sinfiDÖ ~ sinEO 

emPDO — BinEDO _ smPO ~ sJnEO 

sinPDO + äinEDO ~ aiaPO + smEO 

3?un ift PDO — EDO = sa, PDO + Ei>0 = sa', folg(i(* 

t ang^aa _ ta.Jig),{PO — 'eO) 

tanglsa' ~ tang^'(PO -^EÖ) 

uneeränbeiUc^ für leben beliebigen $unct beö ^aupttreifeS s, aus bem 

bie fp^ätifi^en longenten a unb a' an ben gegebenen fireis gejogen 

roerben. 

anmerfung. 9Iuf bem angejetgten 2Sege fiiibet man, bag 
eoB^t; : cosBü = noüAV : cosßK ift, luenn UV ju AB normal 
fte^t, unb umgete^rt; bag bie $uncte ber Sugel, med^e in Sejug auf 
jiDei Rreife berfelben gleiche $otenien ^aben, auf einem §ouptIrei|c 
liegen, u. f. ro. aSergl. ^lanim. §. 14, 2 ff. ©terecm. §. 5, 19. ®u= 
bermann nieb. ©p^MI 308 ff. 

Um boö gteic^fc^enlelige Süreied ju conftruiren, 
ba6 mit bem fp^ürifd&en Ilreied ABC ben Siintd 
A unb bie glätte gemein l^at, mat^e mau AD = AB 
auf AG, iie^e burt^ unb D einen beliebigen Äreie, 
i—- an benfelben btt fij^ärifc^e langente AE, nnb mac^ 
^f =^ff=.dfiauf .iißunb^C. Iionn^otman 
t&ng ^AF taug ^ AG = tang'^^AE = UngJAD tang^^C 
= taTig]tA5tangJ.4C 
aifo ift bie %lati}e ÄFG = ^ßC (14, Stnm.). 

17. aßenn bei bem ffil^ärifd^en ^reied ABC bie aWitte bei Seite 
CA bnr^ F bejei^net Wirb, fo ift 

C09AB + coflßC = 2cq9{CAwbFB 
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Unb koenn Ui ben ^auptfreifen a, b, c ber SSSinlel ca t>\xx<Sf ben ^aupt^ 
frei« / l^atbirt toirb, fo ift 

cosa5 -f- cos 5c = 2 cos |ca cos/6*) 

Sctoei«. 3i^^t »i<^« ben ^au^)tfrei6 BN normal ju 0^4, fo ift 
in ben vcd^ttoinleligcn iDretedcn ABN nnb BCN 

cos AB = cosBN CO» NA, cos BC = cos CN cos BN 
cos AB 4-'CosjBC= cos BN (cos CN -f- cosiVil) 

5Run ift cos CN + cosiV^il = 2 cos CF cosFiV (§. 4, 8), cos FN cos BN 
= cosFN (1), fot9ßci& 

cosAß + cos^C = 2 cosCFcQsF^ 

Um bctt jugcorbnctcn ®afe birect abjnleitcn, jiel^c man burij^ ben 
gemcinfd&aftlid^en ^unct B ber ^anptfrcife c nnb a ben ^anptfrei^ n, 
bcr ben ^anptfrciö ft normal in N fd^neibet* Unter ber 33oran^fefenng 

sin5n = 1 ift (4) 

co8<i6 =3 cos -BiV sin an, cosftc = cos -BiV sin cn 
cosa5 + cos 5c = cos 5iV (sin an + sin cn) 

9flnn ift sin an + sin cn = 2 sin/n cos cf, nnb cos -BiV sin/n s=3 cos/5, 

folgtid^ n. f. tt). 

Slntoenbnnfl. SBenn man in bem f^jl^ärifci^en 35iererf ABCD bie 
Sßitten ber gegenüberliegenben Sogen BC nnb DA, CA nnb DB, AB 
unb DO t>nx6) E unb E^, F unb Fi, G unb G^ bejeid^net, fo ift 

cosAB 4- cosJ^C = 2co8^C/4cosF5 
cos CD -f- cosDil = 2coB^Cil cosFD 

5Wun ift cosF^ + cosFD = 2 cos|Z)5 cosFi^i, folgtid^**) 

cos AB + cos-BC + cos CD + cosD^l = 4 cos^ CA co8| DB cosFF^ 

eben fo ift in ben 33ierecfen BCAD unb CABD 

cosBC -]- co8C^+ cosilD + cos Z>-B = 4cos^i4J5co8|/)Ccos(rG^t 
cos CA 4- C08-4Ä + cosBD -|- cos DC = 4 cos ^ BC cos ^DA cos EE^ 

Unb toenn bei ben §auj3ttreifen a, b, c, d bie SBinfel ca unb db burd^ 
bie $au|}t!reife / unb f^ l^atbirt loerben, fo finbet man auf gteid^e SBeife 

cosaft + cos 5c + cos cd + cos^fa = 4 cos ^ca cosJc?5 cos ff ^ 
U. f. ti). 

18, 9?ad^ ber §^J)otl5efe ber gemeinen (Geometrie faßt bie Äuget 
mit einer fie bertti^renbert Sbene, eine fpprifd^e gigur mit i^rer 9lor* 



*) ©ubetmann nicb. ©^IJSrtf 400. S3ctgt. ^lanlm. §. 14, 18. 
*♦) ©teincr (Srettc 3. 2 p. 292. ©ubcrmann a. a. O. Panim. §. 14, 20. 



330 ®(*et(B «tu^. Srig 

uiüfproieftion auf tiefe @6ene iufammett, 
tungSpuncte« unenbli^ gto§ roirb. ©eiir 
enbtic^ ferne ßentrum gemein ^o6en, »ert 
,jii ber etiene, mit weld&er bie Sußel juf 
§aitptlreifen fallen mit i^ren ©eignen un 
nen ouf bie ebene jufammen. 

Senil eine fp:^ärifc^e gigur auf ein 
beveii 8tabtu6 r einleiten §at, unb toenn bie Sogen Bon ^aupttreifen 
bet Siguv a, h, c, . . Stn^eiten ^a6en, fo »erben bie enffprei^enben 
6cntttloln!el (beten 2(rc«s, *ßlanim. §, 13, 8) buri$ bie Ouotienten 

— , — , — ,.. auögebvüÄt. 3e gröfer nnn r mirb, befto rae^t Ber= 

f($tt)tnben bie Sogen — , — , — , . . , befto genauer erreichen sin — unb 

tang— ben Sert^ - 
iufommen, weit (§. 4, 7) 



unb sin^^ bem SÜßert^ j-^ fid^ uRenbli<$ nähert. 

X'urc^ bie angegebene Sutiftttution {ann auS iebev für bie Slemente 

einer fpl^ärifc^en lüigur geltenben ttigononietrif<$en ©(etc^nng bie ®fei> 

^uug otgeleitet toerbeu, toelc^e für bie entfpre^enben (Elemente ber 

iptanfigur gilt, mit bev bie fp^ärift^e gigur bei unenbUc^ n)ai$[enbem 

3Iabiu8 ber Äuget jufammenfätlt.') 3- 35. 2ßenn bie 2BittIe( eine« 

fp^ärifcden S)reieÄ6 burc^ k, p, f bejeii^net toerbeu, unb bie gegeniibcu; 

liegenben ©eiten a, h, c Sängeneinl^eiten ^aben, U)ä^renb ber 9iabiu8 ber 

Äugel r Söugeneinijeiten beträgt, fo ift (8) 

. 6 . c « 6 c 

sin— sin — cos« ^ cos cos — cos — 



©ei »a^fenbem r bei^ält 
©ubftitutlon 


man bon 


bit(e< 


©tetc^ung bur^ 


bie 


»bige 




2iccosa 


+ "'- 

2r' 

-»' + 


- a^ _ 









I. O. p. 291. Sagl. ffiulet Ada Petrop. 117^ U p. i 
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dfo fflr ba« plane ©reiecf, ti)enn r = oo, 26c cos« = 6^ _j_ ^^ — a^ 
in Uebercinftiinmung mit §. 4, 10. Sluö ber fj)]^ärifd^en ©lel^ung (8) 

cos« + cosjScosy — sinjJ siny cos — = 

finbet man bnrd^ baffetbc 33etfal&ten für ba« plant ©reied bie ®tei* 
d^ung 

cos« + C08(j5 + y) = 

in Uebctcinftimmnnfl mit bcm ®afe, ba§ in bcm ptamn ©reied «4-/5 
+ y = 1800 ift. U. f. tt). 

19» SBcnn bic ©citen beö fj)]&ärifd^cn ©reicdö ji; bcm $Rabiuö 
bcr finget Weine 33er]^ättniffe l^aben, fo lann bie gtäd^e beö fpl^ärifd^en 
!Dreiecfö (unb fein Sfceg, ©tereom. §• 4, 5) auß gegebenen ßtementen 
ebenfo bered^net ttjerben, tt)ie bie gtäd^e beö \>nx6) biefelben (Stemente 
beftimmten j)tanen üDreiedd. dagegen finb bie SQBinfet beö fpl^ärifd^en 
©reied^ je nm ben britten S^l^eit be« gfceffc« griJßer ate bie SBinfet 
bc6 ptanctt Dreiedö, metd&eö mit bem f|)]^ttrifd^en ©reied bcr tRcil^e 
naäf gteid^c ©citen l^at.*) 

Sctoeiö. gür Heine SBcrtl^c öon — lann 

r 

COS — = 1 — — -^ + —7—7 , Sin — = 



+ — 



r 2r2 ' 21r4' * y. ^ 6,.3 

gefcfet werben (Slflg. Slritl^m. §.31, 8). 2)nrd^ biefc ©nbftitntion cr^ 
^ält man für 

a b c 

COS— — COS— cos — 
r r r 

cos« = (18) 

. . c 

sm— sm — 
r r 

einen S3rnd^, bcffcn ^Ol^zx 

62 + c2 — a2 54 _|_ c4 _ ^4 ^ 5^,2c 



'>_*> 



2r2 24r4 

nnb bcffcn 5Wenncr ^(l — ^^-g^) iP- 9«un ift mit ^inreid^enber 
@enanigleit 



*) ?cgcnbrc M^m. de Paris 1787 p. 338 unb Trigonom. Append. V. SScrgl. 
Sagt äuge J. de VEcole polyt. Cah. 6 p. 293. ©aug disq. gener. circa super- 
ficies curvas (Comm. Götting. VI. 1827) uub (grelle 3. 22 p. 9G. 



Statut SE(t. Xnizttmai 

if ctrfe i^iatt intanunai, mn 
lenfcUt^ fp!ei Kitt. Xtaa tic i 
ntcnm ganeu ^toi, »ntta |Ht 
mit uel4« ^>t Sojicf snfamtna 
(ctt mit i^ni Seinen nnt mit 
m infammeti. 

f))^f(^ StSti onf einn Auj 

(^in^ten fra^ »ot trenn bie i 

e, . . Sin^tot ^btn, fo mr 
Tcn atme, ^lanim. §. 13, g) 

au^tbrBtft. 3e gi5gei nun r roiip, oqio mi^i vn< 
legen - , ~ , — , . . , bcfto gtnauei crreic^n bId — unb 

txO) - '§. 3, 10); biißegen fallt cos— mit 1 — ^ 

(8. 4, 7) 



I Sßert^ ^^ fi(^ unenblit^ nä^iert. 

mgegefieiie Sufcftitution lonn aas jebet für bie SIemente 
Sigur gettenben trtgonometTtfc^en @leti$ung bie ®le[' 
»erben, »etc^e fiit bie etttfptei%enben etemente bec 
mit bev bic fp^ärifd^e gigur bei unenbli^ ttia^feiibem 
:(jel jufommeiifäüt.*) 3- S- Söenn bie 3BinIet eines 
tds baxä) u, ß, y fcejeid&net toerben, unb bie gegenübEr= 
a, h, e Längeneinheiten l^aben, uiäl^ienb bei: dlabiuä bei 
tinljetten beträgt, fo ift (8) 



I r behält man von biefer ®[ei^ung buri^ bie obige 

_ f -[- e» — »1 _»V 
2Sc 00»« = S' + c' — o' — ^ 
a, fl. O. p. 291. SBirgl. läultt Acta Petrop. 1178, H p- 39. 
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SKu« bcn eicmenten h, c, «' mirb tiad^ bcn SRcgetn bcr j)Ianen 2;riflono^ 
metrie ß', y', a gefunben. SDami ift 

§. 6. ^ol^gonomcttie unb ^ol^ebrometrie. 

1. SEBcnn bic ©eraben ä, p nld&t auf einer gbenc liegen, unb bie 
©ttcdc AB ber ©eraben h auf bie (Sbene, toetd^e bie ®erabc p enthält 
unb mit ber ©eraben h }faxaUti ift, burd^ bie SWormaten biefer Sbene 
-42-4, B^B })rojiiclrt wirb, fo ift AA^B^B ein 
{RectangeL ffienn bic ©trede -42^2 ber mit h 
j^aratteten ©eraben h' auf bie ©erabc p burd^ 
bie SRormalen A^A^, B^B^ j^roiicirt »irb, fo 
pttb bie (Sbenen AA^A^, BB^B^ unb bie ©eraben 
AA^f BB^ normal ju p, unb A^B^ ift bie Sßor^ 
öiai^roiection bon AB auf bie ©erabe p. 9luu 
ift il2^2 = M PÄ' = pÄ, folglich (§. 4, 2) 

©al^er gelten bie ©leid^ungen (§. 4, 5 unb 6) 

BC cos pf -(- CA coB pg + AB cos ph == 
sin^Ä cos/)/ -|- sin ^ cosjt?^ + sinfg cosph = 

aud^ bann, menn bie ©erabe p ni^t auf ber @bene ABC liegt« SBenn 
bic Wabien OF, OG, OH, DP einer Äuget gängeneinl&elten finb unb 
bic })ofiti\)en SRid^tungen ber ©eraben f, g, h, p l^aben, fo ift*) 

Bin GH COB PF -f sin HF cos PG + Bin FG cos PH = 

für 3 5ßunctc F, G, H eined ^auptlreifed unb einen beliebigen $unct 
P bcr Äuget, ©ur^ Slntocnbung biefe« ©aftcö auf ba« f))prifd^c ©reiecf 
ABC mit ben Ouabranten AM, AN auf CA, AB finbet man 

sin AN cos BC + sin NB cos AC + sin 5i4 cos NC = 
sin^lAf COB NC + sin JtfC cosiVil + sin ^^ cos NM = 

alfo in biefem galle 

COB BC — cosC4 coSilJ? — sin-45co8iVM = Oj 

cos NC + sin CA cos NM = 

cosBC — C0SC4 cosi4i5 + sin€!4 sin^lB cos NM = 



*) 2>lcfe atelötion, ttjet^ct in bei' $Ian!metr!e @te»art*0 ©a^ (^lanim. §. 14, 22) 
tnt\pxxii)t, ifl t)on (Sa v not g^om. de pos. 344 mit $ü(fe be9 f^l^iärifd^en ^at^ed 
§. 5, 6 Qt\nii)t, t)on ^d^it(j( e^^ärif II, 49 gefunben, ^on W6hin9 auf feine 
ma^re Duette jurüdgefü^rt unb jur ©rnnblage ber f)>^5nf(!(fen ^ngonometrie gemaci^t 
toorben. (Sorlefung 1839. iGetgt. ^Inal^t. @^^ari( 7.) 



334 ®t*8t(e ißüä). Stigi 

ü&eieinftiininenb mit cos a — cos 



2. 9iai^bem Don ben n ©eraben, bie ein i 
^ol^gcn Silben, bie ispfititien Sii^tuitgen nac^ SBill 
Titib, ^ttten bie Seiten AB, BC, CD, . . be« ^d% 
«1, «2, . ., a„. Sßirb nun burc^» p eine beliebig 
beten tofititc SKt^tung man toiflförlic^ bepimmt 
ber EopitM« be« SSJinfel«, lueli^en mit ber ®etab' 
bet, auf ber bie tte ©eite beS $D%on8 oom S© 

S)enn a^ cos^j ift bie DJornifllprojection ber iten 
fluf bie ®erabe p, unb bie ©umme biefcr üiormc 
©ergl §. 4, 5 unb ©tereom. §. 11, I. 

Stnajenbungen. ^\t^ man burd^ boS ß 
beten 9iabiu« eine Sängenein^eit ift, patoHel mit 
auf benen bie ©eiten beö ^ol^gonS liegen, ©erabe 
tungen bie Sugel in P, vi,, A^, . . fi^uetben, fo \\ 
be« §aui)tfteisbDgenS PA^ glei(^, fotglti^'*) 

«1 cos PA^ -\- flj cosP^j + . . 4- o„ CO 

2)tefe ©leic^ung, in bet P ein löilTfilrfi^er 
giebt ju eifennen, bag bet ©c^merpuuct bet ^une 
a„.^„ in bem Zentrum bet Sugel (tegt. 3ie^ 
bie ¥uncte A^, A^, . ., A„ patoüel mit Oi'®ero 
normal ju OP ge^enben (äbene in fi,, Bj, . ., 
ben, fo ift 

cosP^i = S,^,, COSPAj = ßj, 
fotgtic^ für jcbe SRic&tung ber parallelen, »eld^e b; 
ent^oUenbe @bene normal geft^nitten »erben, 

a^.B^A^ + a^.B.^^A^ + . ■ + a„.B, 

9l(fß liegt ber ®{]}ioer)}unct bed angegebenen ®^f 
§■ 11, 2). 



*) Siefe gunbomtnlaloleüunfl b« ^olflaononKtrie tß ton Stjell 1175 Nov. 
Coniai. Petrop. 19 p. 187 auigefteHt ttcvben. Sttgl. S'^iitliti poljgonometrie 
1789. SariiPt g&>m. de pos. 254 ff. 

**) Uns '^x'iv.äf ber analqtil^tn Sp^ätit »cn Wii6tue 1S46. Sergl ben boit 
euin» StiUe 3. 2 p. 291 auggtfpto^tnen St^cfaQ. 
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SBcnn in einem Greife, beffen Äabiuö eine Sängenetn^eit ift, bie 
fltei(ä^ett Seinen AA^, A^A^, . ,, A^__^A^ gexogen »erben, nnb bie ©tre^ 
den AA^, A^A^ mit ber beliebigen ©eraben p bie SOBin* ^^^^ 
tet et, a + ß bilben , fo bitben bie ©tteden A^A^, . ., >A 

^«-i^n mit p bie ©inlel a + 2/3,.., « + (w — 1)/55 /A 

bie ©infel .^liLls, A^AA^, . . l^aben ben gemeinfd^aft' ^iilL,7l_j^ 
Jid^en äöert^ i|5, ber Sßinlel A^AA^ i)ai ben SBertl) \\/ /P 
i (w— l)ft i4i4„ bilbet mitp ben S35infet « + ^(n— 1)/3. \^ ;^^ 
!Oie ©nmme ber ^rojectionen bon AA^, A^A^, . ., J ^^^ 
-^n-i-^n ö"f ^^^ ®erabe i? ift ber ^rojection ber ©trerfe -^ 
i4i4^ auf biefelbe ©erabc ßteid^. @« ^aben aber biefe ^roiectionen bie 
äBertl^e 

AA^ cos«, AAi cos(a + /3), . ., -4ilj co8[a -|- (^ — 0/^] 

AA^cos[a +i(n - l)/5] 

unb ed ift 

^^j = 2 sm^ß, AA^ = 2 sin In/? 

Deranad^ crgiebt fid^ bie ©untme*) 

cosa + cos(a-j-/3)4-- + cos[a+(w — t)/5] = -r-V^cos[a + i(w — \)ß] 

sm-^p 

unb burd^ 33ertaufd^ung bon « mit « + 90<> 

sina + sin(«+/3)4-.. + sin[or + Cn — l)/S]=?^j^sin[a 

Diefe Summen werben aud^ baburd^ gefunben, ba^ man bie erften 
unb legten ©lieber, bie itoeiten unb borte|}ten, u. f. f. nad^ §♦ 4, 8 ber^ 
einigt. Suler Introd. I, 258. 

3. ©ie 3iormaI|)rojiection einer ^lanflgur auf eine ebene ift ba« 
$robuct ber $(anfigur mit bem ßofinuö be« ©infefö, toeld^en bie ßbene 
ber ^lanfigur mit ber $rojiection«ebene bilbet.**) 

©etoei«. Die 9'iormalj)rojection ber ^lanflgur lann at« SRormal* 
fd^nitt eine« ^ri6ma betrad^tet »erben, tt)eld^e6 bie ^lanfigur jur Safi« 
^at. 3^r 33er^5ttnii -jur ^tanfigur ift nad^ ©tereom. §. 8, 6 ba« 
aSerl^ättnl^ ber $öl^e be« ?ri6ma ju einer ßängenlante. 9lun ift bie 
^iJl^e bie 5ßormaI}>roiection ber Sängenlante auf eine 9lormate ber 35a^ 
fid, unb bie SSngenlante ift eine 9iormate ber ^rojectionöebene. 5ltfo 
ift bad S5erl&ältni§ ber 3lormaJj)roiection ber ^lanfigur ju ber $(an* 



*) 2)cr 0cometri|d^e ^usbrud biefcr ©ummation fommt bei 9lrci^tmebc8 i)or 
Sph. €t Cyl. I, 22 unb 23. 

♦♦) (Surer Introd. IL App. 64. 
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ftgur fel6ft bet Softnuß beö aöinMfl, toet^eit b 
ftgur iinb bei ^tciecfionöefiene btfben, b. i. ber 
etenen ßetilbefen glüt^entDtiilela (Stereom. §. S 

3uc SSeftlmmuttfl ber S^'i^*" Ö"' """< !"' 
tungen her iRonnoten bei Ebenen »ißförlic^, bff 
©itine ber ebenen fu feftjufc^en, baß fie «6ereh 
tDe(t4e fic^ fo auf bte (Sbenen ftetlen, bag i^ne 
gen ber 9IotmaIen aufwärts ge^enb erfc^einen. I 
Xiutc^ beit ^«imeler ber Sßlanfigur wirb btr Perimeter i^rer ^to|eo 
tion befttmmt. ^anti ift fowo^l ber (Sofinud be8 SGtnfele ber Ebenen 
ober t^rei Normalen, ald flu<!^ baä ^iiäfta |ebei Don Beiben gläd^en, 
ber ilJtanfigut unb i^ter protection, «njloeibeutig beftimmt. Sßenn für 
bie ^formale einer @bene bte entgegenfiefegfe ißti^tung unb bamit für 
bie @&ene ber entgegengefe^te ®in» al& fiofUib genommen wirb, fo )oetfy' 
feit eine gloc^e unb ber SofinuS ba9 ^tiü^en. 

Stnwenbung. ©ine gegebene fp^ärifd^e gigur toerbe beliebig in 
uneubtic^i Heine 3:^eile get^eilt, beten einer « feinen <£d^Werpuntt in A 
^abe. Sffian ijrojicire bie [pl^arifc^c gigur buri$ Slormölen auf bie 
@6ene eine6 §aul3tft:eifeö, unb bejeic^ne buri^ ^, unb k, bie ?Sroiectii>^ 
nen Don A unb «, tütö) f bie gtäc^e ber fp^ärifi^en gigur, bur^ /, 
bie glücke i^rer ^rojection, burt^ baS Zentrum ber Sugel, cnblic^ 
buri^ h bie §iJ^e be« ©i^werpunttö ber f()^ärifc^en glöi^e u6er ber 
ebene beS Ssiwptfteifee. S)onn ift boö ^robuet fh ber @umme aßet 
«ßroburte u.A^A gleii^ (Stereora. §. 11, 11). 3iun ift 
AyA = OA.coaOÄÄi ^ OJ.coBßj« 
ix.A^A= OÄ.ocoaa^a =^ OA.a, 
unb bie ©umme aller a.AiA bem ^robnct bon OA mit ber ©umrae 
Otter «1 gleii$. ©o^er ^at mon fh = OA.fi, h : OA = f, : f.*) 

4. 993enn bie Perimeter bet n gläi^en eine« ^ol^eber« bem ®e. 
fe| ber Tanten genügen <©tereom. §. 8, 16), unb Wenn Don ben n ©be» 
nen, ouf benen bie gtSi^n beö ^ol^eberö liegen, bie pofitfDen ©innt 
Wilftiirlii^ feftgefe^t tijotben finb, fo ^aben bie gWd^en beS ^ol^eberö 
unjlBeibcutig beftimmte Sßert^e «,, «„ . ., a„. klimmt mau eine be* 
(iebige iSbene ^injn, beten fiofittber €inn ebenfalls iDittfürli^ feftgefe^t 
wirb, unb bejeic^net man butc^ cos^^ ben (SofinuS beS SBinfele, ben 
mit bet beliebigen Sbcne bie @bene bilbet, auf ber bie gläi^e Bora 
SBert^ «, liegt, fo ift 



aSerfll. »esge Ciouw. 3. 7 p. 516 Stefft 
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, b. 1^. btc ©ummc ber Slormatproiectionen ber gläc^^en be« ißol^ebcrö 
auf bic bcUebiflc (Sbcne bcrfc^töinbet.*) 

S3elpei^. @« fei j. SB. ^5CD bie crfte gläd^c beö ^Jol^eberö, 
unb bie anliegenbeit gläi^en l^aben bie beftimmten Perimeter BAE , ., 
CifF . ., DCG . ., ^Z>£r . . . SBeieid^net man 5RormaI()roiectioneu bie«' 
fer glasen burc^ A^B^C^D^, BiA^Ei , ., . . unb einen toiüfürad^en 
^ßunct ber 5ßroiection«ebene t>Vix6) O, fo ift (^lanim. §. 9, 10) 

u. f. to., fotatici^ bie ©umme ber. ^Proiectionen atter gtäd^en be« ^ol^:* 
ebcr^ 

A^B^C^D^ + ^1^1 J^i • • + ^i^i^i , • + • . 

H- 0^1^^ + OA^E^ + . . + OCii?i + OB^F^ + . . 
-4-4-4- 

5Ra^ bem ®efe^ ber Äanten lommt in biefer (Summe neben jebem 
!I)reierf toie OA^B^ aud^ baö entgegengefefete J)reie(I 05^^^ »or, atfo 
öerfd^tpinbet bie Summe. SWun ift A^B^ C^D^ = ABCD cos^^, u. f. ip. 
(3), fotgtid^ t)erfd(^tt>inbet bie ©umme «^ cospj + a^ cos^j + ♦ • • 

5. 2)ie t)ofitiben ©innc ber (Sbenen, auf benen bie ^ot^eberfl[ä=« 
(S)tn liegen, toerben jugteid^ mit ben jjofitiben 9tid&tungen i^rer ^oxma^ 
len beftimmt (3). 2luf ben Slormaten conftruire man ©treden, bereu 
aaSertl^e a^, a.^, . ., a„ in Sejug auf ©röße unb '^txi)m ber {Reil^e 
nad^ fid^ berl^atten tt)ie bie SBertl^e ber ^ot^eberfläd^en «j, «2^ • •/ ««. 
3ebed ©Aftern fotd^er ©treden ift fo befd^affen, baß burc^ ^)araöele 35er^ 
fc^iebung berfetben ein gefd^toffene^ ^oC^gon fid^ jufammenfefeen lägt. 
3)enn aw^ ber (Sfeid^ung (4) 

«1 cospi -f «2 coSp2 + ♦ . 4- «„ cos^„ = 

folgt nad^ ber über ^1, «2^ • -r «« ßemadf^ten SSorau^fefeung 

«1 COSp, .+ «2 C0Sp2 +•■ + «» COS^„ == 

b. ]^. bie ©umme ber SKormalprojectionen ber ©trerfen, xotiä^t auf ben 
5Wormaten ber ^ol^eberfläd^en liegen unb bic Sl^crtl^e «i, «2/ • w «« 
l^aben, auf bie Slormale einer beliebigen Sbene berfdjftoinbet. Sllfo ift 
iebe« au« biefen ©tredten burd^ j)arallele SSerfd^iebung jufammengefefete 
^ol^gon gefd^loffen (©tereom. §. 11, 1). 



*) $evgl. bie angeführten Stellen ^on S'^utlter unb (Sarnot unb be9 $erf. 
@d^rift Üi6er bie £)etermiuanteu §. 17. 

»aJfcer U. 4. Sluft. 22 
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SDemna^ tann iebem ^ottjeber 
gon uon n ©eiten jugeorbnet tt 
jtoifc^en ben @eiten unb Sintctn bUfeS 
c^ung ia)i(d(ien ben gläc^en unb gtädjei 
S^^eil ber ^ol^ebiometrte, tuelt^ei bon bi 
gläc^enminiel ber ^oi^eber ^anbeft, ift 
metrie enthalten, lueli^« bie fflelationet 
^olVgone umfott.*) 

6. %a9 bei ®leid)ung (2) 

«fliebt fitti burc^ SBewtniaung ber beliebigen ©eraben p mit ben ©eiten 
befl $otijgone bas ©Aftern »on ©teiritiunfle« 

a, C08„ +a, +.. + „. CO.,. -0 ' 

a, C08„, + OjCOSnj + ■■ + "!« ^0 

Senn man bie Bleichlingen biefeS S^ftemS ber Steige nac^ mit 
a„ flj, . ., a„ muftiptidrt wnb beod&fet, bag coa^j = cos^i ift, (o 
finbet man 

«t* + %* + •■ + •*■.* "1" 20|aj COSii + 20i<l3 COSjg -f- . . 

+ 202^3 eosij + .. + ,. = 

— a, * + oj* + . . + o,^ -f äOjOj cosi3 + 2aja^ cos^ + , . 

+ 20304 eosjj + .. + .. = 

u. f. to.**) ©ei einem (ebenen ober unebenen) S8i€nd 'fjat man 

«4* = «1^ + «5^ + a3^ + 2o,ajC08j3 + 2aia3Coaä3 + 2030,0083, 

unb onolog bei einem ietraebet***) 

«4' = «l* -f «5* + «3*4- 2tt,«2 C0B,5 4- 2ttj«j C0B2S + 20304 CO83, 

Unter ber SßotauSfe^ung, bag bie ©etten unb gläci^en |>ofitibe Z^tÜe 
ber ©eraben unb ©benen flnb, auf benen fie liegen, ift in biefen ®tei' 
(jungen cos,2 bem Scfinu« befl SJintetö entflegengefeftt gleich, »etilen 
bie beiben elften Seiten ober glfic^en einfc^tiegen, u. f. n>. flkts(i 
§. 4, 5. anm. 

Stnmerfnng. Sejett^net man bei bem $araMe))it)eb OABC . . 
bie ©eroben, ouf benen bie Äanten OA, OB, 00 liegen, buri^ x, y, 



") S'^iuiritr unb Sarnot a. a. 
"•) Sofltanat Pyram, 13 (M^m, 
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unb fc^t man bie j)ofitibcn 9iid^tungen bcrfelbeu tDtüfürlid^ fcft, fo tx^ 
l^alten bic Tanten OA, OB, OC bie SBertl^e a, b, c, unb man l^at in 
bem aSiered OAB^O^ 

00^^ = a2 + 52 _|_ c2 

^tcrauö cntfprtngt AA^^ bntd^ SSertaufd^ung bon 
a mit — a, 5J?j2 i)ui^(j^ SScrtaufd^ung t)on 6 
mit -^b, CCi^ burd^ aSertaufd^nng bon c mit 
— c, fo bag*) 

00^2 + ^^^2 _j. ßß^2 _j_ CCj^ = 4(a2 + 62 + c2) 

aSergt. ^tanim. §. 14, 19. 

©ejcid^net man bie Sbenen OBC, OCA, GAB bnrd^ 9, %, 1/;, unb 
nad^ toißljlrtid^et geftfcfeung ber :|)ofitiDen ®inne biefer Sbenen bie 
SBertl^e ber gtäd^en BOG, COA, AGB burd^ «, ft y, fo l^at man in 
bem 5Cetraeber OABC**) 

ABC^ = «2 -|- /J2 _^ y2 ^ 2cr/3 coB(p% + 2/3y cos%i^ -|- 2ya co8i|;9> 

S)arau6 entfpringt ^5^ C^ 02 burd^ SSertaufd^ung bon « mit — «, C^A^O^ 
burd& SSertaufd^ung bon jS mit —ß, A^B^G^ burd^ aSertaufd^ung bon 
y mit — y, fo baß 
^5C2 + ^jC,02 + C^A^G^ + AiB^G^ = 4(a^- + ß^ + y^) 

7. aSejeid^net man bei einem (ebenen ober unebenen) SSicredE GABC 
bie ©eraben, auf toeld^en bie ©trerfen GA, GB, GC, BC, CA, AB 
liegen, burd^ x, y, z, a, b, c, fo ift***) 

GA.BCcosxa -+- GB.CAcosyb + GCAB cos zc = 
2GA.bg cosxa = GC^ + AB- - GB^ — CA^ 

Setociö. ©urd^ 5?rojiection ber Perimeter BOG, GAG, ABG 
auf bie ©eraben x, y, 2: erl^ält man 

BC cos xa + CG cos zx + GB cos a:y = 
CA cos yb + -4Ö cosa?y -f- 0(7 cos yz = 
^JB coszc + 50 cosy^ + GA coszx == 

aKutti|)licirt man biefe ©leid&ungen ber aieil&e nad^ 
mit GA, GB, GC, fo erl&ält man burd^ Slbbitiou bie 
erfte ber aufgefteßten ©leid^ungen, »ett GA . CO coszx 
4- GC.OA coszx = 0, u. f. to. äuö ben ©teid^ungen 




*) Segenbrc Geom. Note V. 
**) Sagrangc a. a. O. 
***) (Sarnot M^m. sur la relation qni existe . . 27. 
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20A.BCca6xa -f 2C0.0äcobzx + 2< 

2 CO. 0^ cos ar + CO^ + OJ^ - 

2A0. OB coax^ + AO"^ + OB* - 

(§. 4, 10) folgt ble anbete ber ju beKeiJenben @ 

Die fvfte ©fcl^ung gtebt ju etfennen, bo 
einanbei finb, toenn fowo^l »^ uttb a, als aa^ » 
anber fte^n. Sßergl. $lanim. §. 6, 9 utib ®ter 

ainmettung. -SJenn F, O, F,, ö, bie 
OB, OC finb, fo rmb bie ®etaben FO iinb f , G, paxaM mit <», btc 
©eroben FGi unb Fj G (jaraUel mit x, bie ©ttecfe -Fi ff| = — FO 
= 4^0, u. f. U). (Demnach ift 

2GF.F0, coBxa -{- Öi« + /■(?,! = GO^S 
2FG^.GiFi coaxa +■ J-Gj^ + G^F,^^ = FF^-^ 
folfllic^ 
OA. BC co8a;a = AQF.FQi coarca = Göj* — FF^\ u. f. ttl. 

8. ffleieicfenet man bei einem fp^ärift^eti SSlettd OABC bie ^aujit^ 
freife, auf mWn bie Sogen OA, OB, OC, BC, CA, AB liegen, burc^ 
^, 9, ^, «, ^ c, fo ifl') 

sinO^sinBCoosa^a = cos OB cos Ov4 — eoaOCcos.<4B 
sin OA «mBCcasxa + sin OB amCA coBi/h -\- sin 00 an AB cosac = 
^etoeiS. Senn E ein IDurt^fc^niCt bei |)anptfieife a^ unb a ift, 
fo ^at man (§. 5, 6) 

cosOB = cosBEcos£0 — sinBEsinSO cosara 
coB C^ = cosC£cobE^ — Bia CE am EA eoBxa 
cos OC = cos GE coß £0 — sin CE sin EO coaxa 
coB AB = cos BEcqbEA — ein BE sin EA cos a;a 
3n bet Formel cos OB cos CA — cos 00 cosAB bleiben nur ble ^ro* 
bucte übrifl, i»el($e ben goctor cosa^a ent^atten. 9hin i^ 

— sinCEcosB£(sinE^C0BEO — cosE^siuEO) 
+ C08OE8inBE(siiiE4co8EO — cosE^sinEO) 
—= ain(£^— EO)sin(BE— C£}= sinO^ainBC 



•) 2)ie ctfle Mefer ®Iei(6unaen rflfirt Bon ®9u6 6" (DiH(|. gener. circa sn- 
perf. 2, VI. SGetgt. ©täubt SmKe 3- 24 p. 252 unb beB $erf, 3)et«in. §. IG, 4), 
bit anbne t/at 3on*imBt^iil Srette 3- *0 p. 45 ^injugitügt. Uebet ben 3u' 
famuKtt^aug bicftc f))^nf^cu @lcii^ungen mit bm congtn (»PlBQDnpmetiilitcu Ski- 
i!^ung<n bcrgl. unteu (16). 



§. 6. ^olVöonometric unb ^oi^cbromctrie. 
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sin 0-4 sin^Ccosa?« == co8 0^cosC-<4 — cos 00 cos AB 
sinO-B sin 04 cos yh = cos 00 cosi4-B -^ cos 0.4 cob BC 
sin 00 sin AB cos^c = cos 0^4 cos BC — cos 05 cos 0-4 

ctl^äft man burc^ Slbbttion bic anberc ber aufgcfteöten Otcld^ungeti* 
9» 5Die S3ebingung, unter bcr bcm linearen ©Aftern (5) 

a^ + «2 C0Si2 + . . + ö„COSi„ =^ 



«1 C0S2, + «2 



+ . . + a„cos2„ = 



a„ cos. 



'»1 + «« cos„2 +.. + «„ =0 

burd^ nid^t berfd^toinbenbc a,, «2/ ♦ • Ö^^^öö* »erben lann, ift bte ®Iei* 
d^ung jtoifd^en ben Sofinu^ ber SBinlel bon n ©eraben ((S6enen), auf 
benen bte Seiten (gläd^en) einee 5ßoI^gond (?ßofijeber«) liegen. SKan 
fd^reibt biefetbe am einfac^ften in gönn einer Determinante (9ltgebra 
§. 5, 7): 



1 C0Sj2 • • ^03 In 
COSq« 1 . . COS 



21 



2n 



COS 



nl 



COS 



n2 



1 



= 



SDrei ®erabe, bie mit einer Sbene paxaUd finb, finb mit ben ©ei^* 
ten elnee 5DreiedE« paxaM. 2lIfo l^at man für bie SBinlet bon 3 ®e* 
raben, bie mit einer (gbene paxaütt finb, bie Oteid^ung 



1 

C0Sj2 
COSjs 



COS 12 

1 

cos 2 3 



COS 13 
COS 2 3 



= 



übereinftimmenb mit ber §. 4, 1 1 enttpidetten (Sleld^ung. 

S3ier (Serabe^ bon benen nid^t brei mit einer @benc parattet finb, 
finb mit ben ©eiten eine« unebenen SSieredE« paxaM, toeil fie ^ox^ 
malen bon bier Sbenen finb, bie ein 2;etraeber 
bitben lönnen. Um ein fotd^e« aSieretf ju con* 
ftruiren, giel^e man burd^ ben toitHürtid^en 
?unct bte ©eraben OA, OB, OC, OD pax^ 
aßcl mit ben gegebenen ©eraben. SBirb nun 
bie Sbene AOB bon ber ©eraben, bie paxaUtl i^ 
mit 00 hnxä) D ge^ in E, unb bie ©crabe 0-4 
bon ber ©eraben, bie paxaM mit OB burd^ 
E gel^t, in F gefdffnitten, fo ift ODEF ein aSiered, mit bcffen ©citen 
bie gegebenen ©eraben ^jaraßet finb. iDal^r l^at man für bie SBinIcI 
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Bon 4 ©eroben, unter beiien nic^t brei mit einer ß 
bie ©teic^ung') 



35ie(elbe ©leid&ung Befielt jlDtfi^en beii gläi^enu 
nen, unter benen malt brei mit einer ©eraben fiaiall 
^ält bemnai^ bie ©leic^ung imifc^en ben giäc^entci 
ebetö, äWifc^en ben Seiten unb iliagonalen eines f} 

Mus berfel6en ©leii^ung finbet man bie ®(et^ 
9tabin8 ber einem lEettaeber umgefi^riefcenen Äuget, ben ©eiten einer 
©de beffelfcen unb ben anliegenben Äatiten, ferner bie ©tei^ung iit>i= 
fc^en bemfel^en aiabiuS unb ben 6 Jtanten bed jtetraeber«, enblit!^ bie 
@teii$ung jmif^en ben Streifen, meiere 5 gegebene $uncte bee 9}autne8 
ter&inben. ®. beö SJerf. Seterm. §. 16. 

10. SBenn mnn in bem Softem ber befouberu ®lei($ungen (6) eine 
berfetben burc^ bie allgemeine ©leid^ung (2) erfegt, fo eri^ült man für 
ben Seftaub be8 linearen ©^fteme 

«1 cosp, + aj C08p2 -h - • + «„ cosp, = I) 
a, cosj, + «2 + . . + «„cosj„ = 



bie SebiuguKg 



-i- «nC0S„2 + . , + a„ 



, 1 



b. i. bie ©Icic^ung gteifc^en ben ßofinnS ber aSintel, toeti^e ttie 'i^ot)}= 
gonfeiten (^ot^eberfläc^en) mit einanber unb mit einer belidiigen @erai 
ben (läBene) bilben. 3n«be(cnbere roirb bei 4 ®eraben, Don benen brti 
unb iKar bie bur^ bie 9Iumecn 1, 2, 3 bejel^neteu mit einet etene 
paxaM finb, ber *JBert^ Bon coBp, onfi ben Sßert^en coSj,s, coSj^, cob,j, 
cos,j nnb cosjj buri^ bie ©teit^ung gefunben: 



*) <£otnot geoin. de pos. 35«. 
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folgltd^ u. f. tt>. 2lu« ben ©teid^ungen 

smOA sin BC cos xa == cosOjBcosC^ — cos OC cob AB 
sinOB sin CA cos yb = cos OC cos AB -^ cos 0.4 cos BC 
sin 00 sin AS cos zc = cosO^ cos 50 — cos 05 cos (LI 

zxmt man burc^ Slbbition bic anbete bcr aufgeftcöten Oteid^ungen. 



9. 5Dle S3ebtngung, unter ber bem linearen ©Aftern (5) 



a* 



+ a^ cosi2 + . . + «„coSi„ =5= 



«1 COS2, + «2 



+ . . + a„cos2„ = ö 



««cos„i + a„cos„2 +•• + «» =0 

burd^ nid^t tjerfd^toinbenbe a^f a^, . . genügt toerben lann, ift bte ®Iel* 
d^ung jtoifd^en ben Sofinu« ber SBinlel öon n ©eraben ((£6enen), auf 
benen bte Seiten (Stadien) einee 5ßoI^gond (?ßot^eberö) liegen. SKan 
fd^reiM biefefte am einfac^ften in gorni einer Determinante (9llgebra 
§. 5, 7): 



1 C0Sj2 . . COS^^ 

COS21 1 • • ^^^^2» 

cos«i cos«« . . 1 



nl 



n2 



= 



SDrei ®erabe, bie mit einer SBene ^jaraüel finb, finb mit ben ®ei* 
ten einee SDreietf« jjaraüet. 2lIfo l^at man für bie SBinlet bon 3 (Se- 
raben, bic mit einer ebene paxaM finb, bie Oteid^ung 



1 

C0Sj2 



cos 12 

1 



cos 13 
COS 2 3 



cos 



13 



COS 



23 



= 



überelnftimmenb mit ber §.4, II enttpidetten (Sleid^nng. 

SSier (Serabe, üon benen ntd^t brel mit einer @Benc paraM finb, 
finb mit ben ©eiten eine^ unebenen SSiered^ paxaUd, toeil fie ^ox^ 
maUn »on tjier Sbenen finb, bic ein 2;etracber 
bitben lönnen. Um ein fold^e^ SSieretf ju con* 
ftruiren^ giel^e man burd^ ben ^iülüriid^en 
^unct bie ©eraben 0.4, OB, OC, OD pax^ 
üM mit ben gegebenen ©eraben. SBirb nun 
bie Sbene AOB öon ber ©eraben, bie paxaM -i^ 
mit OC burd^ D gcl^t, in E, unb bic ©erabe OA 
»on ber ©eraben, bie |>arattet mit OB burd^ 
E gcl&t, in F gefd^nitten, fo ift ODEF ein aSiered, mit beffen ©citen 
bie gegebenen ©eraben ^jaraöet finb. iDal^r l^at man für bie SBinId 



T 





• / 
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@e^6te8 S3u^. 5Criöonometric. 



Don 4 Oeraben, unter bencn ntd^t brct mit einer ebene paxaM ftnb, 
bie ©teid^ung*) 



1 

cos 12 
COS 13 
COS 14 



COS12 CO813 CO814 
1 CO823 COS24 
CO80Q 1 COS 



23 
24 



34 



COSoA COS 34 1 



= 



2)iefefte ©leid^ung befielet itoifd^en ben gtäd^entoinleln bon 4 ©be* 
nen, unter benen nidf^t brei mit einer (Seraben paraüet finb. ®ie ent^ 
^äft bemnad^ bie ©feid^ung jtDifd^en ben gtäd^entoinfetn eine« 2^etra* 
cber^, jtoif^en ben Seiten unb diagonalen eine^ f})l&ärifd^en Siered^. 

äu« berfetben ©teid^ung flnbet man bie ©leid^ung jtpifd^en bcm 
9tabiu« ber einem S^etraeber umgefd^riebenen Äuget, ben ©eiten einer 
@d£e beffelben unb ben atiliegenbcn Äanten, ferner bie ©leid^ung jtoi^« 
fd^en bemfelben JRabiuß unb ben 6 Äanten. be« 2;etraeber6, enbttd^ bie 
©leid^ung gtoifd^en ben ©tredfen, »eld^e 5 gegebene 5ßuncte bed 9iaume« 
berbinben. ©. be^ SSerf. lOeterm. §. 16. 



10* SBenn man in bem ©^ftem ber befonbern ®leid^ungen (6) eine 
berfelben burd^ bie allgemeine ©teid^ung (2) erfcfet, fo erl^ätt man für 
ben ©eftanb bc^ linearen ©Aftern« 



«1 c^Spi + «2 coSp2 +-•• + «« cos 



«1COS2J + a^ 







+ . . + a„eos2„ = 



pn 



^^s: 



a„cos„i 



bie 33ebingung 



-+- a^cos 



COSP. 



»2 



+ • • + «n 



COS 



COS 



21 



nl 



C0Sp2 
1 



COS 



n2 



= 



cos 



pn 



COS, 



2n 



= 



b. i. bie ©leid^ung jtoifd^en ben ßofinu^ ber Sinlet, toetd^e bie ^oÜ)= 
gonfeiten (^ot^eberfläd^en) mit einanber unb mit einer betiebtgen ®era* 
ben (Sbcne) bilben. 3n«befonbere toirb bei 4 ©eraben, bon benen brei 
unb jtoar bie burd^ bie Slumern 1, 2, 3 bejeid^neteu mit einer Sbene 
paxaUzi finb, ber SSScrtl^ bon cos^^ avt& ben SBertl^en 003^2^ ^^s^g, cos^j, 
cos 13 unb cos 23 burd^ bie ©leid^ung gefunben: 



') (£arnot geom. de pos. 350. 



%.- 
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cos 

cos 
Cos 



12 



13 



cos 



P2 



cos 



23 



C0Sp3 

COS 2 3 
1 



== 



Sei 5 Ocraben (iSbenen) gilt bic ©letd^ung*) 



COS^l C0Sp2 



C0Sp3 C0Sp4 



COS 

cos 



12 



13 



1 



COS.- 



cosoc cos 



23 



23 



COS 14 COS 24 COS 34 



COS 
1 



24 
34 



= 



2)al&er bcrfd^mtnben unbebtngt alle (paxtiakn) 3)ctcrminanten 4ten 
ufft) ijitjzxn ®rabe^, tocld^e ju bem obcnftel^enben ©Aftern bon n^ ®rögen 
flcl^Bren, unb bic ^rojjortion ber ^^ol^gonfeiten (5ßo(^cberpäd&cn) tft 
goniometrifd^ nx(f)t au^brüdbav. 

5Rur bei bem Dreiecf unb bei bem unebenen SSiered (2;etra* 
eber) ergiebt \xäf an^ bem linearen ©Ijftem (6) ber goniometrifd^e Slu«* 
brud für bie Proportion ber Seiten (gläd^en). STOan flnbet (9(lgebra 
§. 5, 9. iDeterm. §. 17, 3) 



et* * Grn « da 



sm 



23 



sin 



31 



sm 



12 



Ä-i * det * (Zo * di 



sm 



234 



sm 



341 



sm 



412 



sm 



123 



inbem man ablürjenb nad^ 5lnalogic bon sin^^j 

1 cos^^ cos 



sm ^aßy 



cos 



aß 



COS^y COS^y 



COS^y 
l 



fefet. SBenn man für a^, «2* • ♦ ^^^ ^^^^^ })rot)ortionalen SBertl&e in 
bie Oleid^ung (l) fefet, fo erhält man (n)ie §. 4, 6) allgemeine gonio* 
metrifd^e ©leid^ungen. äsergl. unten 16. 

IL SBenn baö 5PoÖ?gon plan ift, fo gilt nid^t nur bie ©leic^ung (2) 

«1 cospi + «2 C0Sp2 + . . + «„COSp„ = 

fonbern e« ift auc^**) 

©iefe ©teic^ung entfpringt au6 ber borigen, loenn für bie ®erabe p 
eine anbere angenommen toirb, bie mit p einen SBinlel bon 90^ bilbet. 
ÜDabei gel^t cos^i in -— sin^i über (§. 4, 3). 



*) SWagnuö anal ©com. bc6 9laumc« §. 9 (7). SScrgt ben «uffafe bc«®crf. 
in (Srcße 3. 46 p. 145 nnb 2)ctenn. §. 17, 3. 
**) ScjcU unb S'^nilicr a. a. O. 



^tätetti Su^. Xiigonometrie. 
inbene aßgetneine ®Iei*unfl enthält US ©Aftern üon ®l<i= 

+ «j sin, 5 + . . + a, aini„ = 
H sinj, • + . . + fl„ Biaj, = 

i| Bin^i -|- Oj siii„j + . . + * =0 

e 8(ac^e /„ eineS planen ^ot^gon« ßon n Seiten ift burt^ 
en unt beten SiSintel fceftimmt, unb i»üt iH f, bie ^albe 
SSJert^e, toe(c^e au« bei gormel 

tuenn man füt i, fc ie jtoei oerfd^iebene onß ter SRei^e ber 

\, . ., n — \ \t%i, fo baß fc > t".") 

3. I)oa ißef^gon A^A.^ . . A^ 6eftel)t au8 bem ^ot^so" 

, unb bem 5)reied ^]-4„_,^„ (^tanim. §.9, 10), folgti^ 

I 

!/■„_! + 2AiA„_,A„ = 2/-^i + a^i«„™^i,, 

it man 

ic!^ ber Dtiigen ^ejeic^nung 

/■_i bie Summe ber SBert^e 

*H + «13 + ■ • + 'l,«-! 
T~ *23 + ■ ■ + *a,ii— 2 



Jte gormet s^^ cnt^tt, toenn man füt ik bie Sinbnen 
1, 2, . . , n — 2 fegt, fo Ift 2f, bie ©umme bet aöert^e^ 
)e gormel batbietet, luemi für ilc bie Sinionen ber 9iumcrn 
— 1 gefeßt tnerben {3111g. ätit^m. §. 25, 5). yian ift 
folgli* 2/4 = *,, + g,3 + *„, u. [. f. 

Senn bie ebenen ber planen ^ol^gone AA^A^ . . A^ ntü> 

, nai$ ttiUIilrlii^er geftfefeuns i^ret pofitiDen ©tnne ben 
[ben unb bie gtäi^en berfelben bte ffiett^e a unb b ijobeti; 
P, 5 31umetn ber Mei^e I, 2, . . , m unb f, s giumern 

litt poIygon. p. 8. 
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bcr SJctl^e 1, 2, . ., n finb, toenn enblid^ btc ®crabcn AA^,, BB^ m(S) 
tüiaffirttd&cr geftfc^ung i^rer })ofitiben 9«d^tungen einen SBinlet Bitben, 
beffen Sofinnö burd^ cos^^ begeid^net tüirb, unt^ bemgemä| ba^ ^robnct 
AAp.BB^ cos j^\)zn fdStxti) e^ ffat: fo ift baö ^robuct 4aöcosg> ble 
©nmme bet (m — i)(n — l) SBcttl^e, toett^e au« ber gormel 



^pr^qs ps qr 




baburd^ entfpringen, baf man für p, q ie ittjet folgenbe 5Rumern ber 
Steige 1, 2, . ., m unb juglefd^ für >, s jie jttjei folgenbe 5«umern ber 
5Rei^« 1, % .., n fefet*) 

Söcttjel«. Sluf ber ®cne i4u4i^2 ß^fl^ t>^^ 
©reied DD^D.^. £)te ©eraben, auf benen bie 
©treden -4ili, AA^, DD^, DD^ liegen, ttjerben burd^ A |*^- 
/, ^, if k bejeid^net unb burd^ A btc ©eraben i\ 
k\ f gejogen^ toetd^e mit i, Je, f Sffiinfet »on 90^*'^_ 
bilben. SSoöenbet man ba« ?ßarattelogramm AMA^N, ^^ 
beffen ©eiten auf ben (Seraben »' unb fc' liegen, fo 
l^at man (§. 4, 12) *J 

2^-4iiltf = ilf4.-4^i sini'/* = -4-4^. -4ilf cos/t ^• 
2DDiZ>2 == I>iD.DD^ sinh* = DD^.DDc^ cosi'fc 

©eil if^ normal ju fc ift, fo l^aben ^M unb -^ilj auf fc gleid^e 5«or* 
malprojectionen, b. 1^. 

AM coB i^k = AA2 cos gk 

golglid& giebt bie aRulti})lication 

AAA^M. DD^D^ = ^^j. DD, cos/2. ^2l2.X>Z>2 cos ^fe 

§ierau« erl&ält man burd^ gegenfeitige SSertaufd^ung bon D^ mit D2, i 
mit fe, i' mit k\ M mit N , 

4-4^iiV.I>Z>2l>i = AA^.DD^cosfk.AA^.DD^ cos gi 

gflun ift Di)2D, == -- DDiDjf AA^M+ AA^N= AA^A^ (Panim. 
§. 9, 8), folglich 

4i!l4ju42.DDjZ>2 = AB^.DD^ cosfi.AA2.DD2 cos gk 

— AA^ . DD2 cos fk . A^j . jDDi cos gi 

(^« fei DDjDj = BB^B2 cos 9 bie 5Wormalj)rojection bon BB^B2 
auf bie @6ene AA^A2 (3). ®ann werben bie ©trecfen BB^ unb DD^ 
burd^ biefelben Sbenen auf bie ©erabe / j)rojiicirt, atfo ift nad^ ben 
borauögefefeten Segeid^nungen 

BB^ cos 11 = DD^ cosfi U. f. ti). 
4:AA^ A2 . BB^ B2 cosg) = c^ Cj 2 — ^1 2 ^2 1 



@ täubt'« SeMafe. (Stelle 3. 24 p. 252. 
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nnb überhaupt 

5Run ift (Flamin. §. 9, 10) 

AA^A^ • . A^ = AA^A^ -f- AA^A-^ -\- . . -4-4^^1 ^A^ 

BB^B^ . , B^ = BB^B.^ + BB^B^ + . . BB^_^B^ 

atfo 4aft cos 9 =^ U. f. tt). 

Slnmcrlung. 3^^^* «tan burd(^ ba^ ©cntrum einer Sugel; bcren 
SRabtu« eine gängenctni^ett ift, |>arattet mit bcn (Seraben, auf benen bie 
©treden AA^, AA^, BB^, BB.^ liegen, Oerabe, beren })ofttibe 9iid^= 
tungen bie Sugel in F^, F^, G^, G.^ fd^neibcn, unb nimmt man bxe 
))ofttiben ©inne ber burd^ F^ unb F^, G^ unb G^ gel^enben ^avopX^ 
Ireife mit ben })ofitit)cn ©innen ber mit blefcn §au|>tlreifen })araßeten 
ebenen übereinftlmmenb an, fo ift ^AA^A^^ = AA^. AA^&mF^F^, 
u. f. tt>., folglid^ 

\AA^A^ . BB^B^ = AA^.AA^.BB^.BB^ sinF^Fj sinöj G^ 

5Kun ift (8) 

ümF^F^^mG^G^ co^tp == cosF^Ö^^ coßJP2(T2 — cos F^ ö'j ^<>s Fj ^i 

fotglid^ l^at man nadjf ber angenommenen ©egeid^nung 

^AA^A^.BB^B^co^q) = c^Cjj — c^^c^^ 

u. f. ti). Umgelel^rt fann ber f})]^arifd^e Sel^rfafe (8) au« biefem ^)ot^* 
gonometrifd^en Sel^rfafe abgeleitet werben. 

ggSenn n = m ift unb bie ^unctc B^B^,,., B^ mit ben $uncten 
A, A^f .., A^ ber SReil^e nad^ guf ammenf aüen , fo toirb cosy = 1, 

V = ^rp/ Sp = ^^P^ ""^ ^'* formet c^^c,^, — c^,^ be^äft 
i|ren Sßertl^, toenn p mit r unb jugleid^ g' mit s uertaufd^t toirb. 
©al^er finbct man 

4a = Cj|C22 — Ci2 + ^22^33 ^23 "l ^33^44 — ^34 "H • • 

~r 2(Cj2*^23 ^13*^22) I 2(Cj3C24 ^14^23) "T • • 

-f- 2(C23C34 ^24^33) "T • • 

!Diefe gormel ift bon ber für 2 a in (12) aufgefteöten formet toefenttid^ 
berfd^ieben, toeil fie nur bie ©tredten entptt, toetd^e bon einer ©})ifec 
beö "ißotijgon« au^gel^n. 

!J)ie für 4aft cosg? unb in^befonbere für 4a2 gefunbene gormel tft 
befonber« be^l^atb bemerlenötoertl^, locil bie barin üorlommenben ©rögen 
cp^ burd^ bie Quabrate öon fotd^en ©tredten fid^ audbrüden laffen, 
toeld^e bie ©pi^en beö einen ^ol^gon« mit ben ©pi^en be« aubem 
^^ol^gon« berbinben* !Denn e« ift (7) 



1 

r 



i 
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2AAj, . BB^ cosy, = ÄB^^ - AB^ — {A^B;^ — A^^B'^) 

ÜDctttnad^ tft iQdb cos 9 eine ganjc Function bcr Duabratc öon bcn 
©tterfen, toetd^c bic ©j)ttäen beö einen ^ol^g^n^ mit ben ®pt<äen be« 
anbern 5ßo%ott^ tjerbinben. Snöbefonbcre ifi 16 a^ eine ganje gunctton 
ber ©treden, toetd^e bie ®j)i^en eine^ ^ßof^gon^ unter einanbet t>tx^ 
binben. !Dle gtäd^en beö !j)retcdö unb be^ einem Sreife cingefd^riebenen 
aSieredt« finb in biefer ©ejtel^ung ^tanim. §. 14, 23 unb 29 betrautet 
öjorben. SSergt. Determ. §. 16, 13. 

14. 3)le pofitiDen 9ild^tungen ber ©eraben, auf benen bte Sauten 
ABf ACf AD be^ S^etraeber^ ABGD liegen, fd^neiben eine mit ber SdEe 
A concentrifd^e Äuget, bereu SRabiu« eine ßängeneinl^eit ift, in L, M, N. 
ÜDie Seiten unb ©inlel bed fj)prifd^en !Dreiedf« MNL tperben burd& 
l , nif rif k, n, V unb bie ©umme i + m + n burd^ 2^ bejeid^net. 
5Wennt man ben SBertl^ ber gteid^en *45^obucte (§. 5, 1 1) 

sml Binm sinv = sinm sinw sinA = sinn sinZ em(i 

ben ©inu« ber Sde A (ücrgt 10), bergeftatt baß 

8in2(^) = 1 — coß^Z — cos^m — cos^w + 2 cosZ cos?n cos» 
= 4 sin 5 sm(s — l) sin(5 — m) sm(fi — n) 

bann ift anä) bem ^ti^tn naö) baö 33otum*) 

ABCD = iAB.AC.AD am(A) 

aSetoei«. !Die Safiö ABC bc« Xetraeber^ ABCD i)at (md) 13, 
2lnm.) ben SBertl^ ^AB.AC sin LM. ©ie ^iJl&e be« Jetraeberö ift bie 
Sperma tprojection bcr Äante AD auf eine Slormate ber ßbene ABC. 
SBenn nun bie pofitibe 9iid&tung ber burd^ A ge* m^ 

l^enben 9?ormate ber gbene ABC bie Äuget in N* 
fd^ncibet, fo l^at bie ^öl^e ben SBertM^ cosiViV', 
atfo ba6 SSotum be« 5Cetraeber« ben SBertl^ 

^AB.AC. AD smLM coaNN' 

SDiefe gormcl bel^ätt il^ren ©ertl^, toenn bon J^^^^' 
einer ber ©craben, toett^e bte Tanten AB, AC, AD entl^atten, al« bie 
po[xtiu 9iid^tung bie entgegengefe^te angenommen toirb. 5Denn babei 
toed^fettt jugteid^ AB unb ainLM, ober AC unb smLM, ober AD unb 
cosiViV' baö B^id^en. SBenn bagegen at^ bie jjofitibe SRid^tung ber 
S^ormate ber (äbene ABC bie entgegengefe^te angenommen toirb, fo 
toed^felt cos iViV' unb bamit bie gormcl ba« Beid^en. 




*) dnUx Nov. Comm. Petrop. 4 p. 158. SBcrgl. SR^Biu« bar^c. GEatcut 19. 
@tatif 63. 3)cn treffcnbcn Stuöbruef „@mu8 einer @de" bat jucrft ©täubt ((Stelle 
3. 24 p. 252) gebraud^t. 



©ecMtte S3ii4- 2:ns«noincttit. 

1 3lonnütert einer (gBtne ttirb biejeniae Wid&tung aH bie 
inoBimen, meiere auftoärte ge^t für ben Setiat^tei, ber auf 
c^b ben pufitiDen ©iiin berfelben feftfegt (2). Seft^reibt 

SSJinlet unb glätten burc^ linföum ge^enbe jlre^ungen, [o 
ttlue iRii^tung bec ®eraben, »elt^e buri^ ba« ßetitrum A 
Sbene be« 5)aiipttceife8 n ge^l, ben (trfen ^ol non n, ber 
,eic^net ifl. 
lieiBojiS ABC be« lettaebere ABCD einen (jcfitiben SJert^ 

man bem SSotum be^ XetraeberS ba^ ^eti^en bec ^Blfe. 

ift alfo fjofttiv ober negatie, je na^bem bie iSpi^e D mit 

auf berfel^en (Seite ber SSafie (tegt ober nidlit. £abei er« 
\ bie S3eniegung oon A nad^ £ einem iBetrai^tet, ber Bon 
ufmäits genietet ift, aXi aüä) bie Semegung von C nad^ 
trat^ter, bet eon A m^ B aufmart« gerichtet ift, in bem 
linMum, in bem jmeiten Solle rec^t«um ge^enb. ajergt. 

6, II. 

n ^ouptttei« NN\ ber mit bem 5(ouplIrei8 n ben ^unct 

it, werbe ber pofitioe ©inn fo teftimmt, baß jener §aut)t= 

lit n einen SBinlel »on 90" bilbet 33ann ift ber Sogen 

, cos NN' = sin ON, 

'N" = ainnaioOiV = sinn sin isinft (§. 5, 11), ü. f. ». 

rd& bie gorraet ABCD tefttmmle SOotum unb ber gefunbene 

(ben lAB.AC.AD Bm(A) loe^feln jugleic^ baß 3ei^en, 

:genb jwei unter ben icfpuncten B, C, D, bertauf^t, »eil 

ba« ^tx^zn »ei^felt. 
:!un9. 3)ie gormein ABCD, BADC, CDAB, DCBA 

^eii^en na^ ü&erein. SSilbet man bie analogen Serl^e 
ABCD = iAB.AC.ADeiniA) 
BADC = IsA.BD.BCamiB) 
CDAB = ICD.CA.CBBisiiC) 
DCBA = iDC.DB.DAf^miD) 
;t man bie 3öertV ber ©tteden BC, CA, AB, DA, DB. 
, 6, c, a„ bj, c^, ben SaSert^ be« ©olume bnrc& «, fo ^at 

Bin(^) ■-- ab^e Bm(B) = abc^ sinCQ = a,6,c, Bin(i?) 

c g idj _ 6:6, c:c^ a6c:a, 6,0, 

■ ~ Bin(^) '~ im(F) "" wn(C) ~ sin (Df" 

non in ber ©leti^unfl 144v* = 4a, ^6=c* ßin*(^) bie ©ert^e 

4ntib([ (SeDtnetrit 677. 
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cosZ, cosw, cosn inxä) bte Äanten ou^brüdt, tote §.4, 11. Sfnm., 
fo erl^äft man jur Sered^nung beö SSoIumö au« ben Äanten bc« S;etra* 
eber« für 144i?^ bicf dbe gormet; mlcfyt a. a. D. »crfd^toinbet.*) 

15^ ?(u« ber für ba« Sictraeber -45CD gefunbencn gormet ent* 
f^jtingt eine anbete, toelc^e jtoei gfäd^en, ben SBtnfet betfetben unb bte 
gcmeinfdSiaftlid^e Äante entl^öft, tote folgt. Sejetd^net man burd^ DÄCB 
ben aaSinfel, toeld^en bte S6enc ACD um bie ?ljce ^C Unikum für einen 
®etraci^ter, ber bon A mä) C auftoärtö gerid^tet ift, jurödtegen mu^, 
biö fie fo mit ber (Sbene ^i5(7 jufammenfäüt, bag bie ©reiedEe ACD 
unb 40^ einerlei ^eid^en ^aben (©tereom. §. 2, 5); fo ift DACB 
= BCAD, u. f. tov folgtid^ (14) 

6ABCD = AB.AC.AD &mBAC mnCAD sinDACB 
2 ABC = AB.ACBmBAC^2ACD = AC.AD siaCAD 

dABCD = 2ABC.ACd'^^^^^^2ABO.ACd'^^^^^^*) 

@ben fo l^at man 

dBADC= 2BAD.BDC^^^^^ 

JjB 

bal)er 

!I)iefem Slu^brudt ftel^n jtoei anbete Sluöbrüde jut ©eite, in benen 
je ein $aat gegenilbetliegenbe Tanten mit ben batan ßegenben gläd^en* 
toinfeln öorfommen. JÖejeid^net man ba« 3Solum be« S;ettaebet6*butd^ 
V, bie ben gdfen A, B, C, D gegenübettiegenben gläd^en CBD, ACD, 
BAD, ABC butd^ a, ß, y, ö, bie gegenübetliegeubeu Tanten BC unb 
DA, CA unb DB, AB unb DC butc^ a unb a^, b unb b^, c unb c^, 
unb bie gläd^entoinlel 

C^D , ABGp, BCAp 
BDCA, CD AB, ADBC 

toie bie SanteU; an benen fie tiegen, fo ift 



^^ ' I 



1 4ajSy3 

9v 


9^2 s» 4aj3yd 


sie 


bb^ 


U. 


f. to. 


siiia smai 


sin 6 sin 6] 


sine sincj 



*+*> 



*) Sungiuö* (1610) iBioöva^)]^ic bon (Sul^rauct p. 297. (SuUt Nov. Comm. 
Petrop. 4 p. 158. 

**) ®crg. Sinn. 3 p 323. 
***) ©retfd^neiber a. a. O. 



siii^(^) 



@u^«t4 ißttd). Srigonomdtic. 

in man tu btefer @(eii^un)) bie ^[Ä^eittotiifel bei als )>i)fttic 
[e^ttn gtäii^n bun^ bie äBJalel t^ier (xtTitiDen 92otmalen er< 
einölt man 9udbrüdEt für bie ^robude bet gegenübeiliegenben 
burt^ meldte bie erfte @(ei(^ung (6) in bie jioeite ©(eii^ung 
ei)t. 

Sud ber für ba« Xetraeber gefunbenen gortnel (14) folgt 

AB.ACBvan.ÄC.ADBinl.AD.AB sinm ^ ■ 

iS.ACe\nn=>2ABC. u. f. ». SBejeic^tiet man bur^ ain(^') 
ifl ber öde, meldte ber @cfe A be« letraeber« potar \o ju* 
ift, bog bie flugetf^nitte ber 6etben (&itn fp^Örifi^ ^olar» 
nb, fo l)at man (§. 5, 11) 

BID 2 Sin Ol sin n 

ac^ ber angenommenen Sejeii^nung 

sei-' = SßrS sin(A') = u. f. to.*) 
2aßYS ^ ft ^- (? ^ y __ S 

9»' 8in(^') 8m(£') ainCO-) sin(D') 

$ biefe äßertt^e Don a, ß, y, S erhält man aaS bet allgemeinen 

(3) bie goniometiifc^e ©leit^ung 

)p, + sin(ß') coBpi + 8ijiCC)co8pj + sin(I>')cos^ = 
aSergl. 10. 

Slnbere StuSbtäde bee Sietraebere ftnbet man burdg 93er< 

beffelben mit einem $cidma, bae mit i^m eine (&äc unb bte 

antitgenben Tanten gemein ^at. Maäit man j. &. 

^ BE mib CF glei^ unb gleid^geri^tet mit AD, fo 

-'■'/\ ift ABCZ) ber britte V^zW beS $ri8ma, belfen 

. .../ .-\E Sängentanten AD, be, CF finb. ©ie ©eiten EF, 

I j FC bei l^axaUiioffcmme EFCB finb glei.$ «nb 

yf j gteli$geri^tet mit ben gegenüberliegenben Tanten 

\\/ BC, DA beS lelraeberö, nnb mit ben boijjjelten 

— B ©eüen beSjentgen feiner aHittdfc^nitte, metc^er mit 

ben fianten BC, DA parallel ift. fflegeii^net man 

1 Kie bisher, i^re SinM burc^ aai, ift,, ec^, i^re SRotmal» 

'ur^/,, /*, /„ bie jjaraaeUn SDtittelfi^nitte burc^ &„, 9^, 



§. 6. ^^JotJjgonDmetnc unb $oIi?cbromctrie. 351 

4-^^ = aa^ sinaa^, 4^^ = bb^ ßin bb^, 4-9'^ = cq sin cc^ 
Qv = f^aa^ BÜxaa^ == /j66^ Bin bb{ = f^cc^ sin ccj*) 

änmctlung. ©tc gtäd^cn i^CßE, EBAD, DACF bc« 5ßrt«ma 
öerl^alten ftd^ ju cinanbcr, toic bic Seiten be6 Dreiedö, in meld^em 
ba^ "ißriöma burd^ eine ju ben gängenfanten normale Sbene gefd^nitten 
njtrb. (Sbcn fo tjerl^atten ftd^ ju etnanber bie burd^ 2-9^^, y, ß Uizxäf^ 
neten gläd^en. 3)a]^er ift (§. 4, 10) nad^ ber angenommenen Seieid^* 
nnng ber gläd^en nnb gtäc^entoinfel 

4^^2 = ^2 ^ y2 _ 2/3yC08 «^ 

nnb ebenfo 

4^^2 = y2 _|_ ^2 — 2ya cos^i 
4^^2 == «2 ^ |52 _ 2a/3 coscj 

5«nn ift (6) - 

«2 -|- (52 _|^ y2 — 2aß coscj — 2jSy cosa^ — 2ya cos&j = ä^ 

folgtid^ l^at man**) 

4^„2 + 4^^2 ^ 4^^2 = «2 + ^2 ^ y2 ^ ^2 

Sejetd^nct man bie ^ö^en be« 2:etraeber^ bnrd^ ä„, ä^, Äy, Ärf, fo 
ift dv == «Ä«, n. f. 10. Durc^ bic ©nbftitntion 

2^ = ^ a = ^ 

erl&äft man fofort***) 

1-4. L.±_±r.l_.J_.JL 

/a' "^ n' "^ /c' V "^ y "^ V '*^' 

an« ben ©leid^nngen 

Zva^ = 2jSy sinaj (15) 
(52 + y2 _ 4^^2 ^ 2/3/ COS a, 

folgt 

(32;a,)2 = 4i32y2 _ {^1 -j- y2 _ 4^^2)2 

b. 1^. nad^ ^JJIanim. §. 14, 23: ba« breifad^e ^robuct be« Setraeber« 
mit einer Sante ift bem bierfad^en ©reiedf gteid^, beffcn (Seiten bie bei^ 
ben gläd^en finb, toetd^e bie Sante gemein l^aben, nnb ber bo|>t)ette 
aßittetfd^nitt, toeld^er mit ber Sante |)araßel iftf) 

*) ®crg. STtin. 18 p. 250. Steiner (Stelle 3. 23 p. 279. SScrat. @tereom. 

**) ©retf^netbcr a. a. D. 
***) 3oad^tm8tl(?aI (Stelle 3. 40 p. 45. 
t) 3. <&. 2:. mülUx 2:tigon. %nf)an p. 291. 



1 

I« bei 1 
abucte I 

n bie I 



St^cS 6u4- Xrigoncnietiu. 

T)(iö fec^fai^e Sßiobuct beS Sletraebeid mit bem Stabiu« 
iebenen jtuget ift bem X)reie(f glet(^, beffen Seiten bie ^tobucte 
niibetßeflenben fianten (inb.*) 

ueie. X)er9Iabiue ia&aßHABCD wiib bitrc^ r bejefc^net. 
laben i>^, i>£, DC meiben von einet @bene, bie mit bei 

D beiä^ienben @bene )}aiat(e( ift unb Don bie[ei ßbene ben 
A, ^Qt, in A„ B,, C^ .fo gef^nitttn, ba^ 
DÄ.DA^ = DB. DB, = DC.DC^ = 2rA, = p 

= PöI7db' ^^^^=Pdb:dc- '^'^' = Pdc.-m 

§. 14, 13). ©efet man DA.DB.DC = j, fo ift 

= ^DC.AB, B.G.^^DA.BC. G,A. =?-DB.CA 
1 3 ' • ' 2 

BaS Dieied A^B^C^ bem Dreied ä^ntit^, beffen ©eilen bie 

00. AB, DA. BC, DB. CA ^aben (^tanim. §. 11, 2), unb 

lä) ^lanim. §. 14, 23 ju beiec^nenbe glätte benS^it^ £ ^at. 

(14) 

DABO ■ DABC - ^^-^^-^^ - t 
DABO . DA,B,C, _ ^^-^^^-^ _ ^^ 

dDA.B.C. = 'iA,B,a.h. = 2£^,^ =-T 
111 1111 gs 2r r 2^ 



6 ZJ4SC = t:r 
neilung. ©ejei^net. man ben 3l6ftanb bei ebene ABC oon 
ttt D tmü) h, fo ^at man 

QDABC = Ih.ABC = Bir, 2rb.ABC=t 
~~~. 3's^t man ben JiauiJttieie butdj D, meli^ei ben 

\ Srei« ABC in M unb iv «crmal ff^neibet, fo liegt 
\ j bie butc^ h bejeii^nete Ütormate bei Sbciie ABC auf 
^^1^ bei Sbene DMN, unb bon ben ©treäen DM, DN 
~Z^ ift eine bie türjefte, bie anbete bie tänflfte untei ben 
metc^e »cn bem $unct D 6id an ben Umfang beS Sieifed 
%trx (Stereom. §. 2, 7). ©eil aber baö S)ieiect -DJWA' einem 
ife eingef^iieben ift, fo l^at mon nacd ?ßtanim. §. 14, 24 

t Ütabius ber Sunel iß aug b(n Slemtiiten bts eingef^riebcntn Xitraebert 
iue tf. b(fien «logtaptit con @u6r9uer 1850 p. 297), aagtangt Py- 
f cgcnbit G^um. Note V, l^ainul Mem. Bur la telatiun ... 12 bc 
btn. 3n Sarnot's gcraiel unb in b« bobcn ni^l me(tnHi^ »«fi^ic 
tne( Sttlle'« (mat&. nutfäge I p, 117) ifl bct cbiße Sag (ntWt«n, 
laubl Sifllt 3. 57 p, 88 geciiKtriidt in bet ^ier mitflet^ilKn Sri &t» 



§. 6. $o(^gonometrie unb ^olt^ebrometrie. 353 

DM. DN = 2rÄ 
fotglid^ DM. DN.ABC = s, toic ^lauiw. §• H, 26. 

19* 3)ie S5otumc t)on jtocl gegebenen ^ol^ebern AA^A^A^ . . unb 
BB^B^B^ , . toerben burd^ « unb /S beieidjfnet, eine ber ©treden AA^, 
AA^, . . burd^ AA , eine ber ©trerfen BB^, BB^, . . butd^ BB^, unb 
ba6 ^robuct ^iäp.5J?^cos^^ burd^ c^^ (13). ©a« ^robuct 36aj8 fann 
burd^ ^robttcte t)on jebe^nial 3 Otogen »ie r^,. auögebrüdft »erben, 
unb bad ^4^obuct 28S a/3 ift eine gange Function ber Ouabrate bon ben 
©treden, »eld^e bic ®})tfeen be^ einen ^ßol^eber« mit ben @})i^en be^ 
anbern berbinben.*) 

SBetoei«. SD?an confiruire burd^ A bie 5Rormaten <, m/ v ber 
glSd^en BB^B^, BB^B^, BB^B^ beö letraeber« BB^B^B^, unb auf 
biefen 5KormaIen bie Äanten AT, AU, AV be« ^arotIetej)ipeb6, beffen 
©lagonale AA^ ift, fo baß bie Sugctfd^nitte ber Sdte A be« ^araöet 
tpipthi unb ber (Sdtc B be^ SCetraeberö f<)l^ärifd^e ^olarflguren finb. 
Sejeid^net man bie Siormate ber gläd^e AA^A^ burd^ w, unb bie ©e- 
raben, bereu ©tredten -4.43, ^^3 f^«^/ *^w^<^ ^/ ^ f^ ^f^ (^4) 

iAA^A^ V = ^i4j^2"^^^ösni; 
^BB^B^B^ = BB^B^» BB^cQ^hv 

Die Diagonale -4^43 lann au« ben Sauten ^T^ Aü, AV burd^ j)ar* 
attete SSerfc^iebung berfelben jufammengefefet »erben. S33ei( aber AT 
unb Aü normal ju ben Sbenen BB^B^ unb -5^3 5^ flnb,^ fo finb fie 
normal ju ber ©eraben BB^, mitl^in l^aben ^-48 unb -4F auf h gleid^e 
5Rorma(projiectionen, b. % 

golgtid^ erl^ält man 

^AA^A^ V. BB^B^B^ = AA^A2 . BB^B^ cosnv. ^-43 . BB^ cos ab 

9?ad^ ber feftgefefeten ©eieid^nung ift aber (13) 

^AAiA2,BB^B2 coBnv = c^x^i — ^12^21 
folglid^ 

36 A4 j -42 r. ^^1-0^^3 = (C^iC.22 ^12^21/^33 

^ierauö erp(t man burd^ S5ertaufd^ung bon B^B^B^ mit B^B^B^, t, 
u, \ mit w, V, t, unb bie entft)red^enbe S3ertaufd(^ung ber auf bie ^uncte 
B fid& bejiel^enben 3lumcrn ber (SrSßen c 

36-4-41-42^.^-02 -^3-^1 =^ (^12^23 — ^13^22)^31 

unb eben fo 



*) Staubt (SrcKc 3. 24 p. 255. SScvgl. bc« «^ctf. 3)etcrm. §. 16, 13. 

qjal^ev IT. 4. Hüft. 23 



~356 '^tä/ttti Sduäf. £):isoiiointtTie. 

2. Senn einen beliebigen $unct bet ®t 
fabelt bie UJetl^altniffe, nad^ t)enen 0^ in £ unt 
iDicb, bie @unime 1. 

(0, A, B) -\- (0, Ä, ^) = 

SBenn O einen beliebigen ^unct ber ffibene ABC bebeutet, fo ^afeen 
bie aiet^ältnlffe, nac^ benen OA, OB, OC ber iReilje na* tuvdf bie 
©graben BC, CA, AB get^eilt roerben, bie ©umme 1. 

(0, A, BC) + (O, B, CA) + (0, C, AB) = 1 

3ßenn O einen beliebigen $unct beS Stauined unb ABCD ein ge^ 
flebenefl lettaeber bebeutet, fo ^aben bie SBer^ättniffe, mä} benen OA, 
OB, OC, OD ber iRel^e not^ burti&.bie ebenen BDC, CDA, ADB, 
ABC getlfetlt nsetben, bie ©umme 1 .') 
CO, 4, BDC) + (0, B, CDA) + (O, G, ADB) + (O, D, 4BQ = I 

»emeiS. ffienn auf ber OSeraben AB liegt, (o Ift AG f Oß 
= AB (flanira. §. 14, 1), folflli* 

ÄS'^AB~AB~^BA 
ffienn o«f ber gbene ABC liegt unb bie ©eraben OA, OB, 
OC ton ben ©eraben BC, CA, AB in A', B', C gefi^niHen roerben, 
fo ^ai man (1) 

OA' _ OBC OB OCA OC OAB 
AA' ~~ ABC' BB' ™ BCA ' CC "^ CAB 
9Iun ift OBC + OCA + OAB = ABO = BCA = CAB C^lanim. 
§. 9, 9), folglid^ 

OA' . OB' OC 
AA' ~^ BB" '^ CC ~ 
SBenn bie ©eroben OA, OB, OC, OD »on ben ebenen BDC, 
CDA, ADB, ABC in Ä', b; C, D' gefd^nilten werben, fo ^at man (1) 
OA' _ OBDC 
AA'~ ABDC "■ '■ *"■ 
«nn ift OBDC + OCDA + OADB -j- OABC = DABC= ABDC = . . 
(©tereom. §. s, 15), fotglii^ 

OA- OB- OC oiy 
ÄA' "*" BB' "*~ CC "■" Z)/)' '^ 



*) S)eT jlDtitt ®a|} ifl ban Qulct ITSO gtgebeii uoibcn (Mäm, de Feters 
Tom. V. 1832 p. 96). ®« britK @ofe totnmi in ©erg. Bnn. 9 u, 1|6 niib 2: 
Cor. Stral. Sl^btu« bittre. Salc. I6U unb <Slia3l<e Apercu histp. 302 b. Uebt' 



§. 7. 2)tc ^>roiccttötf(6en gormeln. 
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@« mag ntd^t unbcmerlt bleiben, ba§ ber brttte ®a% au« beit bei* 
ben erpen abgeleitet tüerben lann. !j)ie ®erabe CD ifat mit ber ßbene 
OAB ben 5Punct M gemein, fo ba§ 

{O, A, BAI) + (O, B, MA) + {O, M, AB) = 1 

3ttfiteid{f l^at bie ®erabe Oü/ mit ber ©eroben AB 
ben ^unct N gemein, fo ba§ 

(O, C, DN) + (O, D, NC) + (O, iVr, CD) = l 

?Run ift (O, ^/, ^B) = CO, M, N), (O, i^, CZ>) 

-- (O, iv, M), unb (0, Jl/, iV) + (0, N, M)=i 

folgll* 

(O, i4, ^DC) 4- (O, B, CDA) + (O, C, ^Dß) + (O, D, ABC) = 1 

«nmerlung. SBeit (O, äC, ^) = i — (0, A, BC), u. f. »., 
fo ift in ber angegebenen Sßeife 

(O, ßC, A) + (0, G4, 5) 4- (O, AB, C) = 2 
{O, BDC, A) + (0, CZ)^, 5) + (O, ADB, C) + (O, ^5C, Z>) = 3 




3. äßenn auf einer ftugel, bereu 9iabiu$ eine Sängeneinl^eit iftr 
O einen beliebigen ^unct be« ^auptlreife« AB bebeutet, fo ift AO + OB 
= AB, folglich (§. 4, 9) 

sin 00 . sinOil ^_ . 

- — -r^ COS Oil + - — —T COS 05 = 1 

ffienn O einen beliebigen $unct ber Sugel bebeutet, unb bie ©eiten 
BC, CA, AB eine« fjjl^arifd^en SDreied« t)on ben $)auptlreifen OA, OB, 
OC in A', B\ C* gefd^nittcn toerben, tocun man ferner burd^ a, h, c, 
a*, h\ c* bie Sentralprojectionen öon A, B, C, A*, B\ C auf bie i£bene 
bcjetd^net, »etd^e bie ftuget in O berül^rt, fo ift (2) 

~^* ■•" W '^ cc* ~ ^ ' a'a "•" Vh ^ c*c~ 
9?un ift Oa = tang Oa (§. 3, 10), aa' = aO + Oa' u. f. to., folglid^ 
t&ngOA' , tang 05' tangOC 



tang^O -f- tang OA 
t&ngOA 



3 + 



+ 



tang JBO+ tang OS 
tang OB 



> + 



l 



+ 



tang CO + tang OC 

tang 00 
tang ^'O 4- tang 0-4 ' tang ß' -f- tang 05 ' tang 0*0+ tang 00 

^iefe^tetd^iungen li^nnen mäf §.4, 9 umgeformt toerben unb tauten bann: 

^'° ^^ COR OA' + ^HÖB ,,3 OB' + 'i5lÖ^ ^^^ OC - 



sin A^A 



^mB*B 



sinCC 



etäfiU» Vtu^. Xiigstumctrit. 

Vitatt einen beliebigen $un(t Ut &txabm 
m äier^ältniffe, nadf benen Ovt in B unb nnb 
ie ©untme 1. 

(O, A, B) -\- (0, ß, ^) = 1 
;nn einen bttiebigen ^unct bei (Sbene .^£C b 
'^(tniffe, na^ benen OA, OB, OC bei Stet^ 
I £C, Cv4, .<4£ get^eiU meiben, bie «Summe 1. 
(0, ^, £C) -H (0, B, CA) + (O, C, AB] 
enn einen beliebigen ^unct be« Staunte« nnl 

Sietracbei bebeutet, fo ^ben bie SJeidältniffe, nao) Denen uj, 
a, OD bei Steige na($ bui(^,bie ebenen BDC, CDA, ADB, 
et^eilt Bleiben, bie ©umme 1.*) 

BDC) + iß, B, CDA) + (O, C, ADS) + (0, D, ABC) = 1 
emeie. 9Benn auf bei ©eraben .JS liegt, \t> ift ^0 <- OB 

{%\m\\v\. §. 14, 1), fotgtif^ 

ÄS "•" ^ß Aß "f" j?^ 

enn auf bei Sbene ABC liegt unb bie ©etaben OA, OB, 
t ben ®naben BC, CA, AB in ^', b; C gef^nitten werben, 
man (1) 

OA' __ OBC OB _ qCA OC _ OAB 
AÄ ~ ABC SB' ~~ BCA ' ~CC' ~ GAB 
OBC + OCA -Jr OAB = ABC = BCA = CAB (f lanim. 
), folflti* 

Od' OB' OC __ 
AÄ' "^ BB' "^ CC ~ 
enn bie ©etaben OA, OB, OC, OD von ben ebenen BDC, 
iüB, ABC in A', B', C, D- gef(^nitten »erben, \o Ijat man (1) 
OA' OBDC 

OBDC + OCDA + OADB -f OABC = DABC-^ ABDC = . . 
m- §■ K 15), folgti* 



/4^' ^ ßö' ^ CC- "•" DD' 



1 



)tt jtteiu ®o6 ifl bon ffiuler 1780 gtatbcn »oibwi (Mim. de Peters 
1BI2 p. 9G). £{i britit @a6 tommt in Seig. 8nn. 9 p. 116 unb 2 
ifli. iPlBtiu« botpc. Salt. 160 unb C^oflife Apercu bist. p. 302 b. Uet« 
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@« mag ittd^t unBemertt bleiben, ba§ bcr brttte ®a% au« beit bei* 
ben erpen abgeleitet werben lann. !j)ie ®erabc CD f)at mit ber (Sbene 
OAB ben 5Punct M gemein, fo ba§ 

(O, A, BAI) + (O, J5, M4) + (O, M, AB) = 1 

3ugteid& l^at bic ®erabe Oü/ mit ber ©eraben AB 
ben ^unct N gemein, fo ba§ 

(O, C, DiV) + (O, D, NC) + (O, iVr, CD) = 1 
5Run ift (0, iJ/, ^B) = (O, M, N), (O, i^, CD) 

=■- (O, iNT, Af), unb (0, M, N)+ {0,N, M):=i 

folgli* 

(O, A, BDG) + (O, B, CDA) + (O, C, ADB) + (O, 2), ^5C) = 1 

anmerlung. SSeil (0, BC, A) = \ — (0, 4 5C), u. f. \x>., 
fo ift in ber angegebenen SBBeife 

(O, ßC, A) + (0, G4, B) -f (O, AB, G) ^ 2 
{O, BDC, A) + (0, CDil, B) -t- (O, ^Z)i5, C) + (0, ^50, Z>) = 3 




3. 3Benn auf einer ^uget, beren 9?abiu$ eine Sängeneinl^eit iftr 
O einen beliebigen 5ßunct be« ^auj)tlreife« AB bebeutet, fo ift AO + OB 
= AB, folglich (§. 4, 9) 

sin 00 ^. , BinOA ^^ 
. .p cos OA + . - . cos 05 = 1 

ffienn O einen beliebigen $unct ber Sugel bebeutet, unb bic ©eiten 
BC, CA, AB eine« fj)]^ärifd&en 3)reied« bon ben $)auptlreifen OA, OB, 
OC in A\ B', C* gefd^nitten loerben, toenn man ferner burd^ a, h, c, 
a*, h\ e bie Sentralprojicctionen bon A, B, C, A*, B% C auf bie Sbene 
bejeidjfnet, loetd^e bic ftuget in O bcrül^rt, fo ift (2) 



aa* ■•" hh' '^ cc' ~ ^ ' 



Oa 9^ A,2l — 9 



9?un ift Oa = tangOa (§. 3, 10), aa' = aO + Oa' n. f. to., fotglid^ 



tangO-4' 



taxigAO + tangOA 
t&ngOA 



1 + 



tangOB' 



+ 



tangjBO^-tangO^ 
tang OB 



-.+ 



tangOC 



1 



tang 00 + tang OC 



tang ^'0 + tang Oil ' tang 5' -f- tang 05 tang CO + tang 00 

Diefe®Ieidf^ungen fSnnen nad& §.4, 9 umgeformt »erben unb lauten bann: 

sinO^' ., , sin05' .^ , sin OC 
cos OA + . pp , cos OB 4- 



sin AA' 
sinO^ 
sin A'A 



sin BB' 



sinOC 



cos OC = 1 



^.^ . sin 05 sin 00 ^^ 

cos OA' + .^ p^ p cos 05' -f- . ^.^ cos 00 



sin 5'5 



sin CO 



irnnj tiefet @(ei($uiiflen ergiebt fi(^*) 

10 -f _^'0) Bin (gO + g'Oj sin^OO + CO) 
sin^^' "^ sinBß' "•" sinCC" 



I 



= 1 



mettun«. Slie ©umme -r— r-^, + .--jrs, + . y,^ behalt 
sin^l^ siaoiy emOü 

n einen unteräBbetlii^en SBrab, wenn bet $unct O auf bev 

Äuget einen Äreiö befd)reibt, ber ntil bem ^eife ABC 

fy^-^ ba6 fp:^ötif^e Senttum be« Steife« ABC, butdj A' 
1/ baö (Senttum bet Jlugel, burc^ 0,, .d,, B,, C, bie 
/ Sentratproieetionen ton 0, .d', ä', C ouf bie @bene 

ABO. Doun ift (2) 

Aä, ■*" ßBi ■'" CC, "" 
) ^at man O^A^ : A4, = (ain 0^' : wa.AA'){NO^ : NA), 
foISIi« 

Bin OA ' iinOB ' aiaOC _ NA 
äaAÄ' "^ Binßß' "^ sinCC "" jVÖ, 

bie Summe - . ■■ . ■ - . + . - einen unceränbetlic&en ©eit^, »enn 

I unvetünbetlic^en SIbftanb Don N behält, b. )). wenn A'O, einen 
ölegel befi^teibt, beffen Sfje iv^w ift, unb toenn einen Äteie 
I, beffen fp^ätifd(ie8 (Senttum M ift. Iiabei ift 
iV^i - AT^ cos AI/ = NO, cos 03/ 
sin OJ' Bin Qg ' ein PC _ cobOJ/ 
Bin^k'^' "^ ainBß' "** sinCC ~ cosAM 

6ine gegebene gigut ABCD . . ttietbe an« einem beliebigen 
S fotoe^l auf eine beliebige @bene, als aaäf ouf bie Äuget 
beten Senttum S unb beten Slabiud eine Sängenein^eiC ift. 
äriff^e 5)Jtojection bet gegebenen gigut toitb butcb A'B'C'D' . . , 
e *jJioiection burc^ A"B"C"D" . . bejeit^net. aißenn bet 'JJunct 
;egebenen, gigur auf bet ®etaben AB fiegt, fo liegt feine fp^ä= 
ccjcction M' auf bem 5au^)rtteiö A'B' unb feine plane i^rojec* 
ouf bet ®etaben A"B" betgeftalt, baß (1) 

AM _ B in A'M' SA A^'M^' _ ein^'M ' SA" 
BM ~ amB'M' SB ' B"M" ~~ sinB'M' SB" 
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2lirö bcn SScrl^ättniff en , mäf bencn ©trcdcn bcr' gegebenen gigur 
getl^citt finb, liJnnen nun Formeln gebitbet toerben, beten aSertl^ bon 
ben 8lbftänben SA, SB, . . unabhängig ift. ©old^c gormein l^cigen 
proiecttbifd^*), in ©etrad^t ba§ fte i^ren . SBertl^ behalten, tocnn 
man bie gigur, auf toetd^e fie fid^ bcjiel^n, burd^ eine plam Sentrat^ 
|)roiection bet gigur, ober jebe ©trecfe ber gormel burd^ ben ©inuö 
il^rer fjjl&ätifd^en Sentratprojection erfe^t. 3- ®- ®^"tt ^^^ ^uncte M 

' AM BN 

unb N auf ber ®eraben AB liegen, fo ift bie gormet ^^ -j^ ))roiec* 
tibifd^, »eil 

AMBN__ BinA*M' sin B'N ' _ A*'M** B'*N*' 
BM AN ~ sinJBW sin^W ~ B''M** A'*N*' 

3Benn auf ben Seiten AB, BO, CD, .,, FA eine« ^ol^gon^ ber 
JReil^e nad^ bie ^uncte M, N, O, . . , E (tegen, fo ift 

AM BN FE _ sin A'M' sin B^N* smF'R A'*M'' B"N" F'*E*' 
BMCN" AE~ sinB'M* sin G*N* ' ' sin A'E* ~" 5"i/" 0"iV" * ' ^"Ä" 

eine j)roiectibifd^e gormel.**) !Ber SBertl^ einer jjroiectibifd^en gormet 
lann au^ einer befonbern ^rojection ber gigur abgeleitet mxttn, bon 
loetd^er gemiffe $uncte in unenbtidjfe gerne fallen. 

aaSenn OP bad ^armonifd^e äßittel (Sltgebra §. 1, 9) ber n ©tre== 
dten OA, OB, OC, . . einer ©eraben ift, fo l^at man 

_ OF qp OP 

^ ~ OA'^ OB'^ OC '^ ' ' 

OA 

ober nad^ ©ubtraction ber einjetnen Quotienten bon 1 = ^ = . . 

OA^ OB ^ OC^ " 

2lu« biefer ®Ieid^ung folgt 

sini^^ ^ ^FB^ siuP'O' _ 

sin 0'^' "^ sin O'B' "^ shTO'ä' + * • — ^ 

P^ F^ F^ _ 

b. 1^. bie gegebene ©tei^ung Ift prolectibtfd^, 0*'F* ift ba« ]^armonifd()e 
aWittel bon O'M", 0*'B*\ 0**C", . . .***) 



*) ^oncelet propr. proj. 5 unb Srttte 3. 3 p. 213. 

**) ein «tcU(f8f*nttt«bcrHUni6 na(<^ aRöbiu« bar^c. C^atc. 215. A 

***) ^oncclet (£rcttc 3. 3 p. 235. l%memci ©tagmann i£veac 3- 24 p. 273. -j 



Statte« Sn^. Zä^tmatttit. 

tiai qjrobnd b«t aSerWltni((e (m ©inufl-SBi 
ü @citnt AB, BO, CA eines gnablinigen (f)i^ 
ie @erabcn (fHmpttrdfej geteilt tnrben, nKl(^ 
? bet e^ene (ftiigetj ilJ?C mit ben functen O, 
«ßerttf — l.'j 
tmeifl. S9et bem (»lattett Steied ABCO ift (1) 

?0 = — CAO, U. f. 10. 

ijetc^net mon bk S:^tl))uncte bon £0, CA, AB 
le fp^Qtifc^e ßtnttalproiection bet i^micte J, 
. . fo ift 

BP CQ ^ __ HJn.g'P' sinCQ' aaA'u 
CP AQ BR ~ flinCP' sin^'a' sinB'. 

liettibifc^e gonnel. Um ben XBert^ berfelben ju 
t 9<0iiT aus einem beliebigen ^und 'S auf ein 
araüel ift. 3n ber ^rojedion A"B" . . ift C" 
ß" mit 0"0" ttaratlel, tceil bi'e ißuncte Q." u 
b. 2)4ei: ift ba« ©iereä C".d"B"0" ein $ot 
ÄP CQ ^ _ jB".P" _ _ 
CP .40 BÄ ~ O'P" ~ 
tgefebt't fi^liegt mah: SSenn bie )>lane ^i^nttet 

CPAQ.BB 
'. fp^ävifdie germet 

sinBP miC CjsmAR 
sn^CP amAQfäaBR 

Tt^ — 1 ^at, fo bilben bie ^eraben [^anptlvei 
)iif4e( b. ^. fie ge(n butc^ einen ^unct. Sßi 
LB Bon CO in Ä' flef(^nitten, fo ift 

BP cq AR" 

CP Aa BR' ' 






BP Cd AR , -^. , 



liov. Cava de lineis ae iovicera secantibns, Mei 
> Ap. hiat. p. 299 b. Utbetf. 3)te anffodunB btS ^trob 
fftn unb bie CcfHinmuna bct 3<>4'n cü^^t <")n 3ntfbin' 
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Slntoettbungcn. ®enn bic Selten BC, CA, AB eined gerab* 
lintgen (fjjl^ärifci^en) üDrcied« einen ftrei« in P, Q, R berul^rcn, fo bilben 
bic ®erabcn (§auptlreife) AP, BQ, CR einen 93üfd^el.*) $)cntt unter 
ben ©trecfen BC, CA, AB toetben brei ober eine burc^ bic Serül^rungö* 
puncte P, Q, R innen getl^eilt. 9inn ift ^-ß = -40 n. f. to. 35er^ 
fette ©afe gilt für gentratj^rcjicctionen ber ^tanfigur auf eine Sbene, 
fotoie für ftercograjjl^ifdf^e ^rojecttonen ber f))]^arif(ii^en gigur (©tereom. 
§. 5, 20). 

gßenn AP, BQ, CR ben Perimeter be« gerablinlgen ober fjjl^äri* 
fdj^en a^rcled« ABC ^attircn, fo finb P, Q, R bic ©erü]&rnng«j)uncte 
be« bem ©reied cingefd^riebenen Äreife^; foIgUd^ bilben AP, BQ, CR 
einen SBüfd^cI. 

3n bem fj)]^arifc^en toie im gcrabttnigcn ©reitd ABC bitben AP, 
BQ, CR einen »üfdj^et, mcnn P, Q, R bie SWitten ber ©citen finb**), 
ober rnenn AP, BQ, CR bie glSc^e l^attiren.***) ©enn man i)ai in 
bcm crften galle sin BP: Bin CP = — \, u. f. tt). 3n bem gtoeiten 
gaOe ift infolge ber ©leid^ung Arc = CRB {§. 5, 13) 

sin.^^^ cos|C-4 

sm^RB "' cösföC 

tt. f. to., folgtid^ 

sin I A R sin ^BP sin ^ CQ ^ 
sin IrB sin l PC sin J QA ~ 

3ugteic^ folgt am ber ©leWjiung ber ^lattftn CAR unb Qi4ß (§. 5, 14) 

cot i CA cot ^ AR = cot ^ QA cot ^ AB, u. f. »• 

cot-^^jg cot I ^P cotj_CQ _ 
cot^jRB cotl PC cot {QA "" 

Snbem man ba« Ouabrat ber erften ®teid^ung mit ber jioeiten ©leic^ung 
mu(ttt)(icirt; finbet man 

sin AR sin BP sin CQ sin AR sin BP sin CQ _^ 

^~RB siiiPC ^i^Ql ~ ' sin^Ä ^n GP sS2q ^ "" 

6. S)a^ ^robnct ber SSerl^ättniffe, nad^ benen bie Seiten eine« 
^ot^gon« bnrd^ eine ®erabe ober eine Sbene gctl^eitt toerben, ift 1. 
i)cnfetten aSBcrtl^ l^at ba« ^robuct ber ©inu^^SSerl^ättniffe naci^ benen 



*> Q[ctoa. 

**) <B6^rxh ©to^ärif II, 52. 
***) @Utncr «rette 3. 2 p. 52. ©ubermann (Stette 3. 8 p. 368 unb nteb. 
@1)§. 192. 



&tä)iUi ^uäf, Xri^uncnitti 

ten eines ftiljäiif^en $oI^gons buri$ i 

'} 

itoeie. äöenn ABC ein gerablinigee 

feinet i&btae ift, fo ^at man (I) 

, MN) (B, C, MN) (C, Ä, MN) == ^ 

SQJenn ^BCZ) ein unebene« ©iered i 
ft, fo finbet man 

B, MNO){B, C, MNO){C, D, MNO\ 
nm {A, B, MNO), . . butcd Setiaebetüi 

:jei(^net man bte S^^eilpuncte von AB. 
te fp^ärif^e @entral))CDiection ber ^m 
4), fo ift 

APBQ __ 6m. A'P* ünB 

BP CQ Bin B'F" sin C 

ijectiDifdtte gcrmel. Um ben SäJert^ bevfi 
: gigur aus einem beliebigen "^ßunct be 
Die mit MNO faraM ift. 3u bev ^ro 
P", Q,",.. «nenbli(^ fern, alfo t)ot l 
tt^ 1. 

igete^rt f^tiegt mon: SBenn baö ^robi 
Seti^iiltniffe), müt beuen bie Seiten ein 
$en) n@dd get^eilt ftnb, ben mnOf 1 
ncte ouf einet ©eraben ober einer (äi 
fo tiegt auc^ ber legte 2^ei(i3unct auf 
^aupttteiö). aJergl. 5. 
imenbungen. aSenn auf BC, CA, ^ 
Wenn man bie ©etaben, auf toe^e« J 
en, bun^ /, g, k, p, q, r bejeic^net, un 
__ SP CQ ^ _ sin ££ 8 

'" ~ CP AQ, BR' ** ~ sinAp s 
Ift m^ = — 1, »eil (1) 

BP : CP = (sln/i;i : &mgp){AB : . 
golle, baß bie ©eraben AP, BQ., CR 



Rciitlaue Sphaerica 111, I. S)i(fcr @a^ 
I, 9 etftiuil, baS guiibatnent bei' aUcii Ipftai: 
:t Nov. Act. Petrop, (1796) 12 p. 165. S)ei 
(iacnoi TraDBTera. 3 unb iDlSbiitS budic. <S 
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fJT A^ 



l^at mau w ^ — 1 (5), foIgUci^ ^ = 1. 3n bem gaüe, bag bic ^itttctc 
P, Q, R auf ciuer ®crabcu (iegcu, l^at man m = 1, fotgtld^ ^ = — i. 

SQBcun in einem $)teie(I ein SBinlel unb bie 
@umme (Diffcvcnj) ber anliegeuben Seiten untrer* 
änbert Mcibt, fo liegt bie SWitte ber britten ©eite 
auf einer beftimmten ©eraben.*) !Cie ©eiten A^B, 
BG^, C^A^ »erben bon einer ®eraben in A, C, D 
fo gefd^nitten, ba^ 

a^A^BC_ ^ 

A^D BA C^C~ 

3ft nun ba« 95er]^attni§ A^A: C^C gegeben, f o ift aud^ ba« SSer^ältnig 
C^D : A^D gegeben, unb ber 2:]^ei(})unct D ber ©eite CiA^ liegt auf 
ber ®erabcn AC, 

SBenn bie 3Serl^attniffe gleid^ finb, nad^ benen bie ©treden -4ß unb 
A^B' in C unb C burd^ eine ®erabe ober gbcne getl^eitt werben, fo 
finb aud^ bie SSerl^ältniffe gleid^, nad^ benen bie ©treden AA' unb BB' 
in il" unb BB^' burd^ biefetbe ©erabe ober 
ebene getl^eitt werben.**) ©enn man l^at 

AA" A'O B*B** BC 



A*Ä*' B* C BB" AC 






3Benu nun t^tt^-tt^ = 1 ift, fo ift aud& 



B'C AÖ 
AA** B*B** 



= 1 




AA** BB'* 

SBenn bie ®eraben a, h, e unb bie ©evaben ik, l, m mit je einer 
(gbene })arallel finb, bergeftaft baß a, 6, c mit k unb l bic ^uncte A, 
B, C unb A', B/ C, a unb h mit w 
bie $uncte A** unb jB" gemein ^abcn, 
fo ]§at aud^ c mit m einen $unct ge=» 
mein.***) ÜDenn man l&at (©tereom. 

§. 1, 7) 



^^" 



BB** 



AC A'C 



A'*A' 
folglic^^ 



HA* TH*Tfl ^^^ /^ß 



^"^ 



CB OB 




*) Seibntj Acta Erud, 1685 p. 501. Demonstratio geom. etc. @teiuer (£reöe 
3. 24 p. 191. ^eigr. ^lantm. §. 12, 4. 
*♦) SSergl. ^laiiim. §. 12, 4. 

***) Stuf biefcm ^afec betu^it bic ^tücifaii^c S3cf((>reibung eine« acrablimgcn ^^Jara* 
boloib«. ^tereom. §. 1, 8. SSeigl. SÄeicr ^itfd^ geom. Slnfgaben II, 182. 
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AI" ^O B-B" BC _ 
A'A" B'C BB" AC ~ 
a\\o liegt C auf bev ^beiie A"C'B". 

Senn eine @bene }lDei gegenübeiUegenbc 
^Qlbitt, fo fialbirt fie aas^ bad äJotum beffelt 
jff bie Santm SC u: 

/Y\^ birt nub bie Äoi 

/ \J^^^=^ ""* -P Wneibet, tl 
ff/^<:^^-'%^^ '" ä"'" fflöiper, bon benen einet aus bcn 
y^' 3f^^'/ ^Vioni'b*" befielt, beten flemeinfd&aftlic^e 
/ \>; VIt™" ^f'fe^ ■'^ 'f* ""* ^^'^^'' 33a|en MNOP unb 
//•'>, ''-.yy. OND finb , tuS^renb ber anbete bie ¥9ta= 

jfcil V^'^'V miben umfaßt, beten ßemeinfd&Qftlii^e ©pige 

•^ C ift unb beten Safen mfon unb AOP 

[inb. ^ie bietfeitigen 'jJ^tamtben ^aben gleii^ äJolume, meit fie biefetbe 
Safiö unb (ufolge bet ©(eic^uug BM ■= AfC gleiche ^i^ien ^aben. 
getnet ^at man 

BOD : AOP = (ÖO : OA) (AB : ^Pj 
HODN : AOPC = (DO : OA) (AB : AF)(ND : CD) 
AP BM CN DO 
PB MC ND OÄ ™ 

PB CN . AB CD 
' ]tfC = '' •"'»""' AP = Mt^"^ÄP^m)' 
nlfo BODN : AOPC = 1. 

'Xiie ©eraben, tDe(<^e 4 atmete einet @bene betbinben, beflimmen 
btei neue $uncte, bie butc^ eben fo viel ©etabe betbunben wetben tonnen. 
tiit gemeinfd^aftiic^en ^uncte bet confttuitten @eraben beftimmen mit 
ben vor^anbenen Runden neue ©etabe, btefe tvfebetum neue ^uncte, 
u. f. f. Slu8 ben Sßer^äftniffen, no^ Welchen jmei ©treden ber ijigiir, 
bie auf tietfc^febenen ©etoben lieflen, but^ ie eine @etabe bet gignt 
get^eilt finb, lann bo3 SBet^ÖItnig betec^net wetben, nai^ welchem eine 
anbete @ttede bet gigut butd^ eine ©erabe betfelben get^eitt uitb. 
Xiet entftite^enbe @ab bet ©fj^ätt! tft faft gteii^tautenb. 

'Xiie Ebenen, nietete butc^ 5 ^uncte beS 9taume« beftimmt finb, 
beftimmen lolebetum anbete ^untte, bnrt^ »et^e neue Ebenen beftimmt 
finb. S)ie eonfttuiiten ebenen bepimmen neue 5)Juntte, biefe roieberu. 
neue gbenen, u. f. f. 3inS ben aSet^öltniffen, nad^ weEc^en brei Streäe 
bet gigur, bie auf betfd^iebenen ©etaben unb nic^t fömmtlit^ auf eini 



*)9>biIlUTna4S(ifi^in(it»'e@aininliing VI, l. (StrgDtine'eSnn. l 
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ebene liegen, burc^ je eine gbene t^er gignr get^eilt finb, lann ba« 
S3er]^ältni§ bered^nct tuerben, nad^ »elc^em eine anbete ©trede ber gigur 
burd^ eine Sbene berfetben getl^eilt toitb.*) 

- 7. 3)a« ^robnct bet SSer^ättniffe , m^, benen bie Seiten eine« 
^ol^gon« bntc^ einen ^rei« ober eine Sngel gefd^nitten toetben, ift 1 .**) 
S5ejei(^net man bie ^otenj be« ^nncteö A in ©ejng anf ben firei« 
ober bie Ängel bur^ (Ä), [o ffat man in ber Z^at 

(A) (B)(C)_ 

. (B) (C) (A) 

an^ bann, »enn einjelne ^aare üon I)nr^f^nitt«<)uncten imoginär finb. 
©a^ angegebene ^robnct, toeld^e« ben unberänbertid^en SBertl^ 1 
t^at, ift ^>rojiecttt)ifdjf (4). Dal^er gilt nid^t nnr ber entfpred&enbe @afe 
ber ®^^äril, fonbern ed lann aiai^ für ben Srei« eine j)tane Sentra^ 
proiection beffelben (eine Sinie jtoeiteti ©rabeiS) unb für bie Ängel ein 
9ietief berfelben (©tereom. §. 5, 11 — eine eüiptifd^e gläd^e itt)etten 
®rabeö) gefegt »erben. 

8. SBenn bie ©trcde AB fotoo^I in C atö au(^ in D getl^eilt ift, 
fo l^eigt ber Ouotient ber beiben SSer^altniffe {AC : BC):(AD : BD) ba« 
!Dot>j>cIt)er]^ä(tni§ ber ^nncte A, B, C, D (in biefer Drbnung), 
unb toirb bnrd^ (A, B, C, D) bejeid^net, fo ba§ ***) 

(A BC D^-^^^^- ^^ 
^A, IS, c, ^) — ^Q* BD~ BC AD 

3Benn ber Sffiinlet ber ©eraben a unb h burd^ bie ©eraben c unb 
d gct^cift ift, fo l^cigt ber Quotient ber @inu6*aSer]^ä(tniffe 

(sin ac : sin hc) : (sin ad r sin hd) 

baö ÜDot)})ctber]^ä{tni6 ber ©crabcn a, h, c, d, bie einen plamn 
Söiifd^el bilben ober toenigften« mit einer ßbcne )3ara(le( finb, unb toirb 
burd^ (a, b, c, d) bejeid^net. 



*) SSergl. 3Ä8biue bar^c. (£atc. 155 ff. 198 ff. 
**) (Sarnot Transvers. 9 unb 10. SSergl. $once(ct propr. proj. 34. 
***) 2)te 2)o^Ht>«]^5(tniffe finb gnerft toon SKöbiu« 1827 unter bcm 9iamen 
S)op^)eIfc^>nttt«ber^>ÄItntf[e nutix^näft nnb auf btc angegebene SBeife l&ejei^net toorben. 
SSar^c. (Sak. 182 ff. Söctterc geontetrif^e SCntoenbnngen berfelben Derbanft man 
©teiner 1832 <Sl>fl€tttatif^e ^nttötdetung u. f. to. (&\)a^U9 Ap. bist. 1837 p. 32 
b. Ueberf. unb note 9, Geometrie snp^neure 1852, gections coniques 1865. 2)ie 
Don (Sbadted geioäl^Ue Benennung rapport anharmoniqne nimmt $ejug barauf, 
bag 4 (Elemente, beren ©o^peltoerl^aitntg —1 ifl, l^armontf^ l^etgen. Unabl^Sngig 
toon ©rö^cnbegriffen tfi ba« 3)o:|}toe(t)erbältni6 öon 4 9iaume(ementen Don @ t an bt 
(Geometrie ber Sage 1847 ff.) befintrt toorben. 
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3Bemi bei; gläc^mtnlel ber ebenen k 
unt ö aetl&eilt ift, (o ^eigt bet Quotient bei 

(sitiay : siapY) '■ (^'u"^ • 
bae S^op^eloeTl^ältntg ber Ebenen a, 
bitben ober bDt^ mit einer ©eraben patc 
(a, ß, y, 6) bejeic^net. 

^n ber ®)}^ärtl berfte^t man unter 
^iincte eines ^aupttreifeö A, B, C, D bie 

{A,B, er, Z)) = ^-!^^-g 

nnb unter bem ©opiielcerljültniß ber ^au^jtfreife eine« SBüfc^el« a, h.c,d \ 
bie i5orniet 

3)flö JJcpjjeloer&ältnife Don Runden einer ©eraben (A, B, C, D) 
^at einen pciiticen äBertt), ttienn bie ^unrte C unb O Don ber ©trcde 
AB beibe eingefc^loffen ober beibe oußgefi^Icffen finb, einen negatisen 
SÜJert^ bagegen, wenn ber eine einge|i$Iü)fen, ber onbere auägefc^loffen 
ift. So ^at ben SBert^ 1, wenn D mit C in enbli^t ober unenblic^cr 
3eme sufammenfäüt (1), @8 ^at ben SCett^ — 1, roenn C unb D bie 
©ttecte AB ber eine innen, ber anbete aufeen m^ berafefben aSer^ältntß 
t^eilen. 3n bem testen jjaüe l&eigen bie ^uncte.C unb D ben Runden 
A unb B ^arniDutfi^ jugeorbnet. 'ißlamm. §. S, 6. 

%!a ©oppelDer^ältnig oon ©croben eines ijfanen S8üf$el8 {a, b, c, d) 
\iat einen f ofitiben ffiert^ , wenn bie Oeraben c unb d ben SStnlet ab 
(unb ben ®d^eite[ii)in!e() beibe innen ober beibe äugen (Reiten, einen 
negatioen fflJert^, toenn bie eine ben SBinlel innen, bie onbere außen 
f^ieitf. @fl ^flt ben ^ert^ I, menn d mit c jufommenfäüf. @6 ^at 
ben SBert^ — 1 , roenn c unb d ben SEBinlel ab bie eine innen , bie 
anbere außen nati^ bemfelben Sinua^SJer^ältniß t^eilen. 3n bem testen 
gälte l^eißl berffliifd^el ^drmonifi^. 'jJlanim. §, 8, 7. ©ben (o Wirb 
iai ^cp)>e{Der^ättnig von Ebenen eineö 33ä[d^el@, Don Runden eined 
5)auplf reife«, oon ^'auprtreifen eines ißiift^ele beurt^eid. 

S3enn bo« erfte Clement mit bem britten nnb ba« jTOeite mit bem 
Bierten wertauf^f njirb, fo bleibt ber ÖJert^ be« Sioppeloer^ättniffe« 
unoeränbert. 

(C, D, A, B) = {A, B, C. D) 
CA CB ^ ^ . _£? _ 4P' . :^ 
DA 'DB AD' BD~ BC ' BD 

ffieiin bae erfte (Stement mit bem jroeiteu, ober baö bvitte mit bem 
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vierten Dcrtaufd^t toirb, fo t^^it ba« 1)Di>t)efoer]^ättnl6 bcn rectjjvofcn 

(A, B, D, C){A, B, C, D) ^ \ 
(^, J5, C, D){A, B, D, E) = {A, B, C, E) 

9. 35a« S)o})})ebcr]^ättni6 von ^uncten einer ©eraben ift ^)ro^ 
jectiDifd^ (4). SSSenn" man bie ^unctc A, B, C, D einer ©eraben au« 
einem beliebigen ^unct S burd^ bie ®erabcn a, b, c, d auf eine be^ 
liebige ®erabe ber Sbcne SAB projiicirt, unb bie 'ißroiectionen burd^ 
A\ B% C, D* bejeid&net, fo ^ai man (1) 

(4 B, C, D) = (a, h, c, d) = {A% B\ C, DV*) 

2)a« 2)o|)i)cIüer]&äItnig bon ^}5uncten einer ®eraben beimaß aud^ 
bann nod^ feinen SBertl^, »enn man bie ^uncte burd^ einen SSüfd^el 
oon Sbenen auf eine ®erabe projicirt.***- 
Die ebenen cc, ß, y, S, n^eld^e bie ®e* 
rabe s gemein l^aben, gel^n burd^bie ^nncte 
A, B, C, D einer ®eraben, unb fd^neiben 
eine betiebtge jmeite ©erabe in A\ B', C, D\ 
35ie ©erabe A'D mirb bon ben (Sbenen 
ft y in B*\ C" gefd^nitten, fo ba§ bie ®era= 
ben AA', BB*\ CG" unb B**B\ C"(y, DD* 
ie einen t^tanen ©fifd^el bilben. ©al^er ift 
nad^ bem obigen ©a^je 

(A, B, C; D) = (A\ B'\ C*\ D) == {A\ B*, O, D') 

SäJenn ber i)Iane ©üfd^el bon ©eraben a", &", c", d" ein 5RormaI* 
fc^nitt be« öüfd^efö ber ebenen a, ß, y, d ift, fo l^at man ibentifd^ 

(«, ß, 7r ^) = («". ft", c", d") 
Serben bie ©eraben a'% h'\ c", d** \>on einer beliebigen ©eraben i^rer 
ebene in A'\ B'\ e\ jD" gefd^nitten, fo ift nad^ bem Dbigen 
K A y. ö) -= («", *", c", o = (A", B*\ C\ D") =- (^, B, C, D) 
^rojiicirt man alfo bie *?Juncte einer ©eraben A, B, c; D burd^ 
bie ®eraben a, b, c, d unb burc^ bie ®eraben a\ b*, c\ d*, burd^ bie 




*) SWöbiu« bart?c (Jalc. 184. 

*♦) 3)icfcr gunbamcntolfaö fte^t bereit« unter bc« hemmen ju (SucUb'ö $ori«- 
men in ^a^)pu8 ©ammiung vll, 129 ff. S3erg(.(£^a«(e« a. a.D., Geom. super. 
Pref. p. XXI, les porismes d'Euclide 1860. 

***) 3)ie|ei- 3»fafe if! für l^annoinf^c Elemente toon Sarnot Transvers. 19, atts 
gemein bon i0Ubiud barpc. (SaU. 196 ben)ie|en iDorben. 
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&mttt a, ß, Y, i unb )>üxäf bi« Ebenen «' 
©ftfc^el biften, fo ^ot man 

(a, b, e, d) = {Ä, B, C, D) = ( 

C«, ß, 1, S) = (A, B, C, D) = (, 

(a, b, c, rf) --^ ia% b', c', d') = (o, p, Y, 

Unb toetm ein iSAfc^el bon ^aupttreifet 

Bon einem ^'"'P'tre'* '" ^^f^ Runden A, B, 

^aupttctie in ben ^uncten A', B', C, D' gt\ä)niätn wirb, roenn feinet 
burc^ bie ^uncte eine« ^»auptfreife« A, B, C, D foloo^t bie §au))tfreife 
a, b, c, d, üfe auiif bie ^an)]ttTeife a', b', c', d' ge^n, bie je eine« 
Siifc^el bilben, fo ift') 

{A, B, C. D) = (a, b, e, d) = (A', B', C, D') 

{a, b, c, d) = {A. B, C, D) = (o', J', c', d') 

älnmeitung. Um ben äßert^ bee !Do)3))e(Det^ältni{fee von 

Runden einer ©eraben (A, B, C, D) ju finben, projtnn man bie 

gigur ABCD an« einem beliebigen $unct 'S auf bie @erabe, oeld^e 

« bur^ A iJotaUel mit DS ge^t 3n bet 

K sprojection AB' . . liegt D* unenbti^ fern, 

\\ \ Hm *ft 

1 ^, {A, B, C, D) = U, B', 0) = Aa: B'C 

j \ \ ^ieift man noc^ poraßet mit AD bie ®e= 

4 ^ Y -^ robe bnr* B', roelc^e CS in C", DS in 

\ I 1 \ 2?" fi^neibet, fo ftnbet man nnmittelbor 

\l— l -.\ BC-.BD = B'C" : B'D", AC : B'C" 

■"X r ^^ = AC: B'C, AD = B'D" 

■ H ^C^AD_ AG ^ AD _ 

^ BG-BD-B'C'-B'D"—^^ ■ ^^ 

SDa« Iioppelber^ättnig con ©eraben ober gbeneit eine« ©fifi^el«, 
{a, b, c, d) ober (o, ß, Y, S), wirb am einfadjffen burci^ {A', B', (?) 
au^gebiüdt, wenn eine mit d ober S parallete ©erabe bie iQQft^l in 
A', B'f C unb in unenbli^er gerne fc^neibet. 

10. ^enn ba« £ioppeIbei^ältnig oon $uncten einer ©eraben 
(A, B, C, D) ober oon ©eraben einer Sbsne («, b, c, d) ben aSßerf^ k 
W, fo ip") 



n — 1 n 1 

~ÄB~ ^ ÄC~ÄD 

n — 1 n 1 



tang ab taug ac tang ad 

®e^t man ttamttd^ in ber ©teid^ung 

ßC'^BD'^^ ober /i . ili> . 50 — ACBD = 
J5C = ^C — ^J5, J5D = ilD — iUB, fo cr^äft man 

n.AC.ÄD — n.AD.ÄB — ÄC.ÄI>'\- AC, AB = 

unb burd^ !Dbifion bic erflc ber aufgeftettten ©leid^ungen. 

üDie anbere @(etd^ung lann au^ ber erften abgeleitet tperben* ^enn 
bie (Seraben a, b, c, d eine« j)Ianen ©üfd^el« bon einer ju a normalen 
Oeraben in A, B, C, D gefd^mtten tt)erben, fo ift 

{A, B, C, D) = {a, b, c, d) ^ n (9) 
AB : AC : AD = tangaö : tangac : tang ad (3) 

fo(g(id^ u. f. kp. äßan l^at aber aud^ (9) 

sin bd sin bc . . sin (ad — ab) sin (ac — ab) 

- — ^ — n -. — = ober / , . — ~ — n -r^ ; — j^ = 

sm ad sin ac sin ad sin ab sm ac sin ab 

fofglid^ (cot ad — cotaft) — n (cot ac — cotaft) s=r 0; U. f. 10. 

SS$enn in^befonbere bie gegebenen Elemente l^armonifc^ finb, fo 
ift n = — 1, atfo 

2 _ J^ , 1 



AB AC ' AD 
2 1 + ^ 



tanga5 tangae tangac? 

3n biefem galle ^at bie SWttte M bon AB unb bie ®erabe m, meldte 
ben ffiinlet ab ffaüixt, bie befonbem ©genfd^aften, ba^*) 

MB\=MC.MD, ^, = ^ 

„ , , sin^ ac 8in2me 

tang2m6 = tangmc tangmd, ^^^^ = ^^^^^ 

S)enn maij li(xi AD.BC + AC. BD = 0, b. i- 

(AM -t- MD){BM 4- MC) + (AM + MC)(BM + JfeTD) = 

5Run ift ^3f = M5 = — BM, folglid^ u. f. m. gerner 



*) ?(^oUoiiiu« con. I, 37. 2a^>ite sect. con. 1685 p. 1 ff. ^onceUt 
propr. proj. 31. @ über mann nieb. @:^1^. 196. 

»al^ev II. 4. %up. 24 



- (1), SCcoamc. = SDcoamd 



@c(^t<8 Sßni^. Xrigonnnttttib 

IC' AC.CB _ (AM + MG) {MB — MC) 
ID* " i^D.BD ~ (AM + MD){MD — MB) 

_ MB'' — M C^ _ MC 

— MD't ■— MB'^ ~ MD 
Seroben a, h, e, d, m beii 5[}unct 3 gemein ^oben unb »on 
nonnafen ®eraben in -4, B, C, D, M gefd^nitten loerben, 
?, C, D) =. (a, 6, c, rf) =^ — 1 unb M bie SOIitte Bon 
Ift 

MB : Jl/C ; MD == tangmb : taoginc : tangmd 
6' _ Hinge SC 
D ~ sin ad SD ^ 
^mc = 48in2m<', u. f. Ö}. 

nbungen. @ine ben ©c^merpunet S be6 SSrelecte ABC 
©etobe f^neibet bie ©eiten in A', B', C unb bie but(l& bie 
sjogene ^oiollEfe ber SÖofi« .45 in 7" fo, bog bie ©eraben 
7^, CB unb bie ^uncte S, T, a; b' ^otmonif* finb. 

X J 2^ J_ 

SA' "*" Sfi* St"^ OS 

±+±+± = 0*) 
SA' ^ SB*^ SC ' 

len ®i$iDer)]unct -S bes 3letraeberS JSCD ent^altenbe ®e< 
ei bie gläc^en in A' B', C, D- unb bie potafleten ebenen, 
ik Sante AB, bie anbre bie Äante CD entljäü, in U, V fo, 
bie ebenen CDS, CDV, CDA, CDS uub bie*ßunctc S, V, 
aui$ bie @benen ABS, ABU, ABC, ABD unb bte ^uticte 
0' ^Qnnonifd& finb, b. ^. 

_L_i_J_ = A 1,1^2 

5.1' "'" Ä£' SF' SC "'" So' 5(7 

bie aSitte Bon ÜV (©tereom. §. ti, 4), fotgti^» 

jmei ftreife {A) nnb (B) einanber normal fi^neiben, fo 
»er Bon i^nen bie Diametet be» anbem ^airaonifc^.'*) 3ft 
einf($aftli^er ¥"«(* bet Äteife, fo ift AC eine löngente 
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bc« Greife« (J5). ©irb ber iDiamctcr DD' be^ ^eife« (A) t)on 

bem trefö (i?) in E unb E' gefd^nittcn, fo ift AE.AE' = ^C^ =:= 

AD'^ unb (D, Z>', E, £') = — L 2)af- 

fette flitt t)on jtoei fid^ normal fci^neiben* 

ben Äugeln. !Ocn entf|)red^enbctt ©aß über 

jtoei pd^ normal fd^neibenbe Äreife einer tu^ 

gel f)at ® üb ermann nieb. ©j))^. 307 ge* 

geben. 





11 S)te diagonalen ber burd^ 4 ®e*= 
rabe einer Sbene beftimmten SSierede tl^eiten 
einanber l^armonifd^.*) 

®en)eiö. !Dic ©eraben ilB, BA', A'B\ 
B*A bttben 3 SSierede mit ben (Diagonalen 
AA*, BB% CC, fo baß AA' öon BB' unb 
CC ^armonifd^ getl^eilt »irb, u. f. lo. 35a« ©ojjpetoer^ältnig ber 
5ßuncte A, A\ unb ber beiben ^uncte, ujeld^e bie ©erabc AA' mit 
BB' unb CO gemein l^at, loirb nad^ (1) burd^ 
{A, A\ BB\ CO) bejeic^net. Um feinen SBertl^ 
ju finben, })rojiicire man bie gigur au^ einem 
beliebigen ^43unct S be« JRaume« auf eine 
ebene, bie mit ber Sbene CCS jjaraüel ift. 
©ie ^rojection be« SJieredf« ABA'B' ift ein 
^araßelogramm (5), bie ^rojectionen bon AA' unb BB* l^atbiren ein^ 
anbcr/bie ^rojiection bon CC ift ünenbtid^ fern. 35al^er ift (^4, A\ 
BB\ CO) = — 1. ebenfo finbet man (B, B\ CC\ AA^) = — i 
unb (C, C\ AA», BB*) =: — 1. 

!Dcrfe(be Safe gilt bon ben diagonalen ber burd^ 4 §aut)tlreife 
einer Äuget beftimmten fj>]^ärifd^en SSierede, 

Slnmerlung. Sejeid^et man bie gemeinfd^aftlidj^en ^uncte ber 
(Diagonalen burd(i F^ G, H, bie Sßitten ber (Diagonalen burd^ ^", J5", 
O*, fo l^at man (10) 

^''^2 ^ A'*G.A*'H, B*'B'^ = B"H,B**F, O'C^ = O'F.C'G 

§ierauö fd^Iießt man, baß bie bon ^" bi6 an ben Ärei« FGH reid^enbe 
Tangente beffetben fo lang ift afö A''A, u. f. »., baß atfo bie Äreife, 
bon benen A unb A', B unb B^, C unb C @egenj)uncte finb, ben Sreid 
FGH normal fd^neiben. (Diefe greife bltben einen Süfdf^el (^tanim. 

*) «et ^ap^uö VII, 131 flubct fl^ eine Umlel&runfl tiefe« alten @a(je0, ber 
toon S)e«atgnc« Brouillon projet;i639 (^d. Pondra, Paris 1864, 1 p. 186), neuer- 
lid^ bon (Sarnot geom. de pos. 225 re|>robncirt tüorten ijl. SBergt. ^oncelet 
propr. proj. 155. 

24* 
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§. 14, II), ati'p liegt boß genttum %e3 Drt^i 
ben gemeinf(^üftlic^eii ^uiKteii F, P" be6 fflüf^ieia auf bei yinif glci* 
t^ei" ^cteiiien in iöeiUfl auf bie Äretfe be« Süffel«. ®ie gemeinfi^oft- 
{i*e ®e^iie /*/" beö ©öf^eW toirb burc^ ben Ottfjogonotfreiö ^ff-ff 
^armonifi^ getl^eilt, toeil fie burdfr (ein Sentrnm ge^t (10, anm.). 

31e^n(i(^e ä^emertungeit gelten Don bei: entf))rec^enben ffj^ärtfd^en 
gigm.') 

SEBenn man bie ©eiten eine« IDreied« /"Öfl Ijarmonifd^ nac^ ge= 
gebenen Sßet^ältniffen t^eilt, beten IJiobuct 1 ift (bergt 5 unb 6), 
FC '. 6C= FC '. CG = p : q 
GÄ : HÄ = OA' : A'H = q : r 
HB : FB = HB' : B'F = r : p 
tilben bie fiteife, »on meieren A unb A', B «nb B', C unt» C 
©egenpuncte finb, einen 95üf{^el. Iite gemeinft^aftli^en ^uncte P, P' \ 
tiefet Äreife ^ben eine fd^e Sage ju ben Slinnctci! K "/ ^t ^ol 

FP : QP ; HP = FF' : QP' : HP =p:q:r 
(^(onira. §. 8, 6). S)ie gemeinf^aftlid^e ©e^ne PP* toitb Don bem 
jlteie PO^ normal unb ^aimonif^ getl^eilt. 

12. Senn bae jtveite Clement eines SDct))}elber^ä(tniffe9 mit bem 

brüten oettauf^t mirb, fc erhält ba« !©opfetDet^ättni| ben SHSert^, bcr I 

bo« gegebene I)ot)l)etDer5ältni| ju 1 ergänit.'*) | 

I. {Ä, B, C, D) -^ {A, G, B, D) = \ : 

SOtac^t man nac^ 9, äinm. ' 

{A, B, C, D) = {A, B', CO 
fo uirb au$ 

(A, C, B, D) = {A, C, B') 

ginn ift {A, B', ff) + (A, C, if) = 1 (2), folgtii^ u. f. m. 

gar 4 f nnrte A, B, C, D einer ffifcene unb bie ®erabe EF ber» 
feigen ^at man 

II. {Ä, B, CD, EF) + {A, C, DB, EF) + {A, D, BC, EF) = \ 

unb für 5 *ßuncte A, B, C, D, E bc8 SRaumefl unb bie ESene FQH 

ni. {Ä, B, CED, FGH) + (4 C DEB, FGH) + {A, D, BEC, FGH^ 

+ {A, E, BCD, FGH) = \ 



') @ub(tinann analst. @l>^. p. ISS. 'Btx^h iSljaeltS g^om. saper. 34 
Itiu« gtipj. Sccidjk 1854 p. S7. 
•') aBübiiia 6rti9t. (Sole. 184, 
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tt>cnn iDiebcrum in einem !Do})})efcev]^ättni6 neben ben '^Juncten A, B 
burd^ bie ©erabe CD ober bie ßbene CDE üjx ©nrd&fd^nitt mit ber 
©eraben AB bexeid^net ipirb, u. f. m. ^rojicirt man nämtid^ aw^ 
einem beliebigen $nnct S bie Sbene ABCD auf bie (Sbene, meldte butd^ 
A tjaratlet mit ber Sbene EFS ^el^t, unb bejeid^net man bie ^rojection 
burc^ AB* .., fo ift (9) 

{A, B, CDf EF) = {A, B\ C*D'), u. f. ti). 

§ierna(l^ fließt bie ©leic^ung (II) auö ber imeiten ber oben (2) beioie^ 
fenen ©teid^ungen. 5Die ©leid^nng (III) loirb au^ (II) eben fo abgelei* 
tct, ipie bie brittc ber beioiefenen ©leid^ungen (2) au^ ber jtoeiten, ober 
aud^ birect burd^ 33etrad^tuna einer §igur, bie mit ber gegebenen SRaum- 
figur J)erfj3ectit)ifdf^ unb coUinear ift (©tereom. §. 5, 1 1), unb in toelc^er 
ben ißuncten bev Sbene FGH unenblid^ ferne ^^uncte entfj)red&en. 

la 2lu^ ber ©leid^ung (12, I) folgt o^ne 3Beitere6 für 4 ^uncte 

A, B, C, D einer ©eraben 

AB. CD + BC.AD + CA.BD = 

SBergl. ^lanim. §. 14, 15, 

©ei 5 ^uncten A, . ., E einer Sbene l&aben bie ÜDojjjjelberl^ätt* 
niffe Don ^nncten einer ®eraben (A, C% B, DE) unb (A, C, BE, DE) 
benfetben SBertl^, atö baö 2)o.j)})etoerpftniß öon ®eraben {AE, CE, 
BE, DE,). Sei 6 ^^uncten ^, . ., i^ be^ ajaume« l&aben {A, CEF, 

B, DEF) unb (A, C, BEF, DEF) benfetben SBertl^ (9). golglid^ ift 
in biefen göüen a\x6) 

(A, B, CE, DE) + (A, C, BE, DE) = 1 
(A, B, CEF, DEF) + (A, C, BEF, DEF) = 1 

3nbem man bie 35er]{)ältniffe, nad^ benen AB unb AC gefd^nittcn toer* 
ben, burd^ aSerl^ättniffe t)on 3!)reie(f«fläd^en ober SEetraeberbotumen au«=» 
brfidt (1), erptt man*) 
für 5 ^uncte einer ^htm 

ABE.CDE + BCE,ADE + CAE.BDE = 

für 6 ^uncte be« SRaume^ 

ABEF, CDEF + BCEF, ADEF + CAEF.BDEF = 

Slu« ber ©leid^ung (12, II) folgt eben fo 
für 6 ^uncte einer @bene 

ABC. DEF 4- ACD.BEF + ADB.CEF = BCD , AEF 

für 7 ^uncte be« 9iaume« 

ABCG . DEFG + ACDO. BEFG + ADBG, CEFG = BCDG.AEFG 



*) SWonge unb 2«8biu«. »ergt be« ^erf. 2)ctcrm. §. 3, 11. 
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Suö ber ©(«id^ung (12, III) folgt für 8 

BCDE.AFQH + ACED.BFGH -f 

+ ÄBEO.DFGH -\- ABCD.t 

atnmevfunfl. *I>ie ©left^Mng (12, I) L,..,. , , 

an bie ©hlle bct ^puncte ein« ®«raben ©erabe gefegt tperben, bic mit 
einer @t>ene f>aiaUel ftnb. iCemnai^ ift 

{a, b, c. d)-\- (o, c,b.d) = \*) 
sin oh sin cd •\- sin (c sia ad -\- maca sin iii = 
9Jergt. §. 4, 6- aSäeim bie ©eraben a, h, c, d einen $unet eines Jtreifeä 
gemein Valien, unb ben Äreiö autcrbem in A, B, C, D fd^neiben, fo 
»ermatten fi$ bie Seinen AB, BC, . . wie bie ©tnu8 ber fie einfc^Ile^en= 
ben $eri))^erieminlet, unb man ^at 

AB.CD + BC.AD -\- CA. BD == 
»fe a. 0. O. 6eu)lefen loorben Iff. 

äßenn bad 3)reied ABC an» bem (beliebigen 'JJunct S buic^ bie 
(öeraben a, b, c proiicirt »irb, fe ^at mon §. 6, 14 

SABC = ^SA.SB.SCBmabe 

§iema(^ fließen ouß ben gefunbenen Oleit^nngen für DreieÖe einer 

ebene bie goniometrifdten ffielationen für 5 unb 6 ®erabe be« SRoume«"; 

äaabc äacde + sin bce sia ade + Bmcaeeiubde = 

Bmabc Biadef + sinacd Binbef + Binadb sinref =; sinicd sinae/ 

14. 1. SBJeun bie D opt)cl»er^ättniffe (A, B, C, D) unb (A', B' 
O, D") Don ^uifteif tiie je auf einer ®eraben liegen, gleiche Sföertde 
^oben, unb bie ®eraben AA', BB', CC einen ?ßunct 5 gemein ^ben, 
fo bitben AA; BB', CC, DD' einen planen ©üf(^el. 6« ftnb bie 
S)ot)petDer^ättniffe (9) 

(AS, BS, CS, DS) = (Ä, B, C, D), {Ä'S, B'S, CS, D'S) =. A', B', C, D') 
mitljin (AS, BS, CS, DS) = {A'S, B'S, CS, D'S). 'Slm fällt AS mit 
A'S, BS mit B'S, CS mit CS jnfammen, atfo oudj DS mit D'S (l). 

itSenn iufltefonbew U, B, C, D) = (A', B", C, D) ift, fo bitben 
bie ©eraben AA', BB', CC einen planen iBüfi^el."') fflejeic^net man 
burc^ S ben gemeinfc^iaftti^en $unct ber ©eraben AA' unb BB', fo ift 
{AS, BS, CS. DS) = {A'S, B'S, CS, DS) 



t angtbeutet: ptopr. proj. 
[ f^fl. SiitlD. 14 unb 31. ISiaiUt 
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Sflm faßt ÄS mit Ä% BS mit B'S iufammcn, alfo fäUt aud^ CS mit 
C'/Sf jufammen. 

II. S33cnn ferner bie 5Do|>j)efoerl&äÜttiffc (a, b, c, d) unb {a\ b\ 
c\ ä!) Don ©eraben j)Ianer ©üf^cl gleici^ flnb , unb bie 2)urd^[d^nitt«* 
puncte aa', 66', cc' auf einer ©eraben r liegen, fo fcl(fneiben pd^ d unb 
d* auf berfetben ®eraben. JDenn jufolge ber äsorau^fcftung finb bie 
35o})})ett>erl&ättniffe Don ^uncten {ar, hr, er, dr) unb (aV, 6'r, cV, dV) 
etnanber gleid^. 5Run faßt ar mit aV, 6r mit b*r, er mit cV jufammen, 
atfo au<i) dr mit c?V. 

SBenn in^Befonbcre (a, 6, c, d) = (a', 6', c\ d) x\i, fo liegen bie 
^unctc aa*, bb\ cc* auf einer ®craben. 2)entt bie ©erabe, »eld^e bie 
^uncte aa' unb bb* entl^ölt, »irb Don ben ©eraben ber beiben 58üfd^e( 
fo gefd^nitten, ba§ {aa\ bV, c, d) ^=^ {aa\ bb% c', d), u. f. tt). 

III. SBenn bie gbenen a, ß, y, ö unb «', ß*, y\ ö' ie einen S3ü* 
iäftl bilben, unb unter ben ©eraben ««', ßß', yy% dö' irgenb gmei einen 
^unct gemein ^abeu, fo l^aben alle benfetben gemein. !E)enn ber gemein* 
fd^aftßd^e ^unct ber ©eraben ««', ßß' liegt auf ben ebenen a, ß, a% ß', 
folglid^ auf ber gemeinfd^aftlid&en ©eraben fott>o^l ber Sbenen a, ß, y, ö, 
ate aud^ ber Sbenen a\ ß\ y*, 6', mxtf)ixi auf ben Sbenen y, d, y\ ö\ 
b. 1^. auf ben ©eraben yy' unb 66'. 

SBenn bie !Dot)j>elt)er]^ältniffe (a, ß, y, S) unb (a\ ß\ /, ö') Don 
ebenen, bie jie einen ©üfd^et bilben, gteid^ finb, unb bie ©eraben ««', 
ßß\ n' «wf einer ®bene e liegen, fo bilben bie ©eraben ua\ ßß\ 
yy\ dö' einen planzn Süfd^el. !Denn biefe ©eraben l^aben einen $unct 
gemein, unb bie !Ooj)j)elDer^ältniffe Don ©eraben («a, ße, ys, öb\ («'«, 
ß% y% ö'e) fmb gleid^, atfo faßt ös mit ö's gufammen, b. f). 88' 
liegt auf £. 

SBenn inöbefonbere («, ß, y, 8) = (a\ ß\ y\ 8) ift, fo bilben bie ©e- 
raben ««', ßß\ yy\ einen j)lanen SBfifd^el, ÜDenn bie ©eraben ßy unb ß'y* 
liegen auf ber Sbene 8 unb l^aben be^l^alb einen ^unct., gemein , ber 
auf ben ebenen ß, y, ß\ y', alfo aud^ auf ben ©eraben ßß\ yy' liegt, 
fflejeid^net man bie ebene ber ©eraben ßß*, yy' burd^ b, fo finb bie 
S)o<><)elDer^ältniffe Don ©eraben {az, ßz, ys, Se), (u's, ß% y% 8*£) gleid^, 
alfo faßt as mit a*e jufammen, b. 1^. ««' liegt auf e. 

Slnmenbung. ffienn bie j>lanen (fj>prifd^en) IDreiede ABC unb 
il'JB'C perfpectiDifd^ liegen (@tereom. §. 5, 7), fo liegen bie gemein* 
f(j^aftli(^cn ^jJuncte ber entfjjred^enben ©eraben (§auj>tlreife) AB unb 
Ä'B\ BC unb .ß'C', CA unb CA' auf einer ©eraben (§aut)tfrei6), unb 
umgefel^rt.*) ©ejeid^net man burd^ F ben $unct, tt)eld^en AB unb 



*) (Subetmann nieb. ^p\)äxxt 211. (S^adled g4om. sup. 365. 



©eifteirt 8u4. Irigononitttie. 

nein ^aben, fc pnb jufctfle ber perfpectiuif^en Sofle bie 35i)|H)el= 
ffe Don Runden {A, B, CC, F) mt {A', B', CC, F) tiw 
i(i&. Sllfo finb flu(^ bie !DoiJi>et»rtt)ältiiiffe üon ®era6eii {AC, BC, 
) unb (^'C, ß'C", CC% FC) einonber gleit^. golglif* liegen 
{nfc&nftfic^en »(Juncte ber ©erabeu AC unb ^'C, ßC uiib B'C 
uf einer ®eraben. U. f. w. 

SGBenn jlcei S^angenten eine« Äteifeö ober einer pfonen Sentrot» 
ii beö fitetfeö (einer Sinie jttieilen ®rabe«} ocn 4 lanflcnteu 

ßntbe bie eine in A, B, C, D, bie anbete in A', B', C, D' 
n Werben, fo finb bie 't)o))))elDet^ä(tni(fe ber entfiirei^nben 
jleic^.') 
im i»ei ^uncte eines ÄreifeS ober einer ^laam Sentrolptojec* 

fiteijeS mit 4 ^uncten berfelfcen ©utoe ber eine burd^ bie 

a, b, c, d, ber onbete buri^ bie ©woben a', b', c', d' Ber= 
cerben, fo finb bie Doppetoer^iUtniffe ber entfpret^enben ©eta^ 

SeWeid. 93ejei(!^net man bas Senttum 
be« Streife« burt^ M, fo finb bie ffiinfet 1AMA\ 
1BMB\ 2CMC, 1DMD' Den betfelbe« ©rofie 
(^tanirn. §. 6, 13). ©irb bie gigur MABCD 
in i^rer @&ene um ben $unct M gebre^t, bi« 
A auf bie ®erabe MA' fällt, fo fallen B, C, 
D auf bie ©erobert MB', MC, MD", ^affvc 
ift {A, B, C, D) = {A', B', C, D') in aüen 
planen ©c^nitlen eine« bie gegebene gigut pro« 
iicirenbeit ffegel« (9). 

anbrerfeits finb bie SinW 2aa', 2bb; Ha', 
2dd' von berfet^n ®r5ge, nenn i^re ©(^eitel 
_ auf einem Streife Hegen {*lJ(aiiim. §. 4, 2). 

" S)re^t man bie gignr abcd in i^rer @bene um 

id ab, m bie ®erabe a mit a' pataM Wirb, fo »erben b, 
■ b', c', d' poroDel. '^Da^et ift {a, b, c, d) = («', 6', c', d') in 
onen Schnitten eine« bie gegebene glgut proiidrenben Segele, 
igefe^rt fc&tie|t mon: 

im bie'^unrte A, B, C, D unb A', B', O, D' auf fe einer (Se* 
cfelben gbene fo gegeben finb, bofe {A, B, C, D) == {A-, B', C, 0% 



Di( ©age tiefe« 9ittt(((B, »((*( ntbft btn baraus abatleitetdi ©ägeii 
(P^artWe SroJKitDnen Hi St(i(t« edttn, uerbKnlt man ©ttiner fflft. 
ff- 
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fo berühren btc ©erabcn AA\ BB', CO, DD' eine beftimmte öon AB 
mtb A'B' berül^rte 8tnte gtpeitcn ®rabc«. 

ffienn auf einer Sbene bie ®erabc a, 6, c, d unb a\ h\ c\ d* 
je einen öüfd^et bitben, fo bag {a, b, c, d) = {a\ b\ c', d% fo liegen bie 
^unctc aa*, hh\ cc\ dd* auf einet beftimmten burd^ bie ^unctc ab unb 
a'b* gel^enben ßinie jttjeiten Orabet. 

©etpei«. SBerben jmei Siangenten einer Surbe ber angegebeueu 
art öon 3 SCangenten berfetben 6uröe in A, B, C unb A\ B% C, t)on 
einer anbern ©eraben in D unb D' fo gefd^nitten, baß (A, B, C, D) 
= {A*, B\ O, D') ift fo ift DD' eine Tangente berfelben Surt)e. aBürbe 
bie Suröe nid^t bon DD', fonbern bon DE' berül^rt, fo »äre (A, B, C, D) 
= {A', B', a, E',) Derfd^ieben bon (A', B', C, D'\ U. f. ti). 

anmerfung. ÜDer betoiefene 2)oppelfafe lann mit SBortl^eit aud^ 
au^gebrüdt toerben loie folgt: 

S)urd^ biefelben 4 Siangenten einer ginie jioeiten ®rabe^ »erben 
auf allen anbern Tangenten berfelben 8inie gteid^e !Dot)peIber]^attniffc 
bott 'ißuncten bcftimmt, j. SB. {A, B, C, D) = (A', B', C, D') = . . , 
Unter beut 2)opt)eIt)er]^äItnit bon 4 SCangenteu einer Siuie 
jtoeiten ®rabed loirb baö !Doj)})eIber]&ättni6 Don ^uncten berftanben, 
bie burd^ bie gegebenen Tangenten auf einer beliebigen anbern Slan* 
gente beftimmt n^erben. 

!J)urd^ biefelben 4 ^uncte einer Sinie jttjciten ®rabe« tocrben mit 
aüen anbern "ißuncten berfelben Sinie gleid^e ®o|)<>elocr]^ältniffe bon ©e»* 
raben beftimmt, j. 33. (AE, BE, CE, DE) = {AE,' BE', CE', DE^) 
== . • . Unter bem JDopjjelberl^altniß öon 4 ^uncten einer 
ginie jmeiten ®rabe^ tt)irb ba6 SDoppetoer^ältniß bon ®eraben 
berftanben, toeld^e bie gegebenen 5Pitncte mit einem 
beliebigen 5ßunct ber Surt)e »erbinben. 

SSier Siangentcn einer 8inie itoeiten ®rabeö 
Dber öier ^uncte berfelben finb bemnad(^ barmo«» 
ttifd^, toenn il^r IDop^jelberl^altniß ben SBertl^ 
— 1 l^at. 

2)ad Doppelberpltnife bon 4 2;angenten 
einer Sine jtoeiten ®rabe« l^at benfelben ©ertl^ 
atö ba« ©oppelljerpitniß il^rer Serül^rungö* 
puncte.*) SBenn A, B, C, D, R ^nnctc eine« 
Greife« finb, unb bie burd^ R ge^enbc 2!an* 
gente i)on ben burd^ A, B, C, D gel^enbcn Sangenten in A', B', C, D, 




*) Steinet f^ji. @ntn>, 43. (ii^a^U^ geom. super. 663. »crgt. unten (23). 
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gefi^nitten wirb, fo finb He ©eroben SA, ü 
ben ®erobeii, tueli^e bie ^uncte A', B', C, J 
cerBinben. S^ie^t man bte t^iguv RABCD i 
^unct R, bie RA mit MÄ' paraliet wirb , fo 
mit MB', MO, MD' '^axaM. ©a^et ift 
{RA, RB, RG, RD) = {MA', MB', MC, M 

16. Sffienn mit 3 ©eraben p, q, r, »on beneii nii^t jloei auf einer 
Sbene liegen, 4 ©erabe a, b, c, d je einen '^md gemein galten,' fo finb 
bte ©oppelüer^ältniffe Ben ^jjnncten 

(pa, pb, pc, pdj, (ga, qb, qc, qd), {ra, rb, rc, rd) 
öon berfeltien ©töge. Sine ®erabe s, bie mit 3 unter ben ©eraben 
a, b, c, d ie einen ^unct gemein ^at, ^at mH) mit ber eierten einen 
*ßunct gemein, unb Hegt bemnai^ auf bem fctttol&l buri$ bie ®eroben 
P, q, T a(8 aud^ bntij& bie ©eraben «, h, c befümmten getabünigen 
§^perbotoib. ©tereom. §. 1, 8.*) 

^eiveie. %uf bei 
ben q »erben 4 %\mX<t 
Cj, D, beliebig angem 
2)ie @benen pA,, pB, 
pD, ft^netben bie ©ero 
A^, Bj, Cj, Dj fo, 
©eraben A^A^, BjB^, 
D,D2, iDtläft bur(^ a, 
bejei^net ujerben, mit ' 
roben p bie Sßunete A, 
D gemein ^aben. 9!ur 
{4j, B^, Cj, D,) = (p^,, pB,, pCi, pJ5,) = (^, B^, C,, 
U,, B,, C^, O,) = (M,, rS,, rC,, rD,) = (.4, B, C, . 

folgli*^ 

(^, B, C, ß) == (.^1, B,, C|, D,) = (^, Bj, Cj, Dj! 
2)uri$ einen beliebigen $unct A^ ber ©eroben a jie^e i 
©erabe s, roelilte h unb c in Bj unb C, fd^neibet, nnb bie ®i 
»e(<$e i unb d in B^ unb i^, fc^neibet. :£iann ift nad^ bem 
nen ©a|e 

(B, B,, B„ B3) = {A, /1„ A,, ^3) 
{B, B,, Bj, B,1 = {A, ^„ ^2. '*3) 

•) ©teintr f?fi. Siitw. 51, III. etaeleS Ap. bist. Note 9. 
@(tttn Bon fflttabcR beS ^lfP«6i)lif($en ^^ptrtoloibä finb in tinem beiiMib 
wo, 33r(n 1669, aUgemcin t>m ^Rongc 1795 entbedt worbtn. Sittgl. l 
Ap. bist. p. 238 b. U(fcer(. 
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folglich 

{B, B„ Ä,, B,) = {B, B,, B^, B,) 

iDal^cr faßt B^ unb B^, t mit s jufammcn, unb s fc^ncibet bie * 
®erabc d, 

Umgehl^rt fd^tiegt matt: 

SaBentt jtoci Ocrabc ntd^t auf einer Sbene liegen unb auf bev einen 
bie ^uncte A, B, C,D, auf ber anbern bie ^uncte A\ B\ C, D' fo 
gegeben finb, bag {A, B, C, D) = {A% B\ C, D% fo liegen bie ©eraben 
AA\ BB\ CO, DD* auf einem beftimmten gevabüntgen §J>j>ertotoib, 
töeld^e« bie (Seraben AB unb A*B* enti^ätt. Unb toenn bie 2)ot)peIber^ 
l^ältniffe t)on Sbenen, bie je einen Süfd^et bitben, («, ß, y, S) unb («', 
ß\ y'f ^0 einanber gleid^ finb, fo liegen bie (Seraben aa*, ßß\ yy% 68' 
auf einem beftimmten gerablinigen ^^jjerbotoib, meld^c^ bie ©eraben aß 
unb a*ß' entl^ält. iDcnn eine ®erabe r, toetd^e bie ®eraben AA*, BB', 
CO fd^neibet, f)at aud^ mit DD* einen $unct gemein, »eil bie 'S:>opptU 
ijerl^ältniffe t)on Sb^nen 

(rA, rB, rC, rD) UUb {rA', rB\ rC, rD*) 

gleid^c SBertl&e l^aben, alfo bie (Ebenen rD unb rD* jufammenfalfen. 
Unb bie (Serabe r, toeld^e bie ©eraben aof, ßß\ yy* fd^neibet, §at ouci^ 
mit 88* einen ^unct gemein, ipeit bie ©otJjjelberl^ältniffe i)on 5ßuncten 

(ra, rß, ry, rS) ttUb (rct*, rß*, ry', rS') 

gleid^e SBertl^e l^aben, a(fo bie $uncte r8 unb r8' jufammenfatten. 

Slnmcrlung. !Durd^ biefelben 4 ®eraben a, h, c, d eine« gerab* 
(inigen §^})erbotoib«, bie ju einem ©Aftern gel&i5ren, fo baf nid^t iioei 
auf einer Sbene liegen, »erben auf aöen ©eraben be« anbern ®^ftem6 
Pf ^t " ßtcid&e S)opj)e(öer]^äItntffe t)on ^uncten beftimmt Unter bem 
2)o|)<)eIber]^attnit bon 4 (Seraben eine« §^})erbotoibd mirb 
baö !I)o^)t)etberpttni6 bon 5ßuncten t)erftanben, loetd^e bie gegebenen ®e* 
raben (ber einen Serie) auf einer beliebigen ©eraben (ber anbern Serie) 
beftimmen. 

3n einem ^vjjerboloibifd^en (ober paraboloibifd^en) ^z6i^zA tt)ie 
ABB^C^C^A^ gelten bie Diagonalen AC, B^C^r B^A^ burd^ einen ^unct, 
©tereom. §. 5, 7 2lnm.*) 

17, SBenn ba« @ed^6edf ABCDEF einem Äreife (einer plawtn 
•ober fjjl^ärifd&en Sinie i^eiten ®rabe6) eingefd^rieben ift, fo liegen bie 



*) SDanbcIin ®eig. Sinn. 15. p. 393 unb 16 p. 229. ^effe (SreKc 3. 24 
p. 40. 
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3$0 &tä)itti ^nd). XtigDtiinittr 

■©uic^fd&nitte ber gcfleitübcrfiegeiifcen ©eiten AB 

CD mt FA auf einer {$aäcat'fc&en) ©fraben.' 

SJenn ba« ©ed&^ect abcde/ einem Sreife (e 

fc^en 2inie jioetten @robe6) uniflef(itie&en ift, ,. „.^.. — ^ ..., 

ujelc&e bie gegenübettiegenb«! ©cfpuncte 06 unb de, he unb ef, cd unb 
/a Derbinben, buri^ einen (Örionc^on'Men) $unct.*') 

©en>ei«. ©ie :üo)}pe(»er6äUniffe bon ©erafcen 
{FC, FD, FE, FA) unb (SC, BD, BE, BA) 
\c ^aben benfetben äßeit^, nämlid^ bcn SBert^ be« ^op' 
petDet^QttnijTe« üon 4 bcftimmten Runden einer Sinie 
itteiten ®tabee (15, Inm.). Xiie SJwfi^el Don ©e^ 
taben beflimmtu, ber eine auf bct ©erobe« CD, 
ber anbete auf bet ®eraben DE, bie gleichen *3>oi)()etDer^ä(tniffe Ben 
^untten (9) 

(C, D, FE, FA) unb (SC, D, E, Bvl) 
©a^ex (14) gei^n bur^ einen ^und 

bie ©erabe, toeli^e C mit bem gemeinfd^aftlic^eu ^unct ber @e» 
xabeit BC «nb Z>E Derbinbet, b. i. BC, 

bie ®erflbe, weli^e ben gemeinfc^aftliii^en ?unct ber ®eroben CD 
unb FE mit E oerbinbet, b, i. EF, 

bie aerobe, nte(c&e ben gemeinfdjafttiijen 'iJunct ber ®eroben CD 
unb FA mit bem gemeinf*afrtic(>en *IJuuct bev ©etaben AB unb DE 
cerbinbet. aifo enthält bie britte @erabe ben gemeinff^aftli^n ^unct 
ber beiben erften. 

Der 8e»eiS be8 jugeorbneten ©a^eö wirb ebenfo mit gegenfeitiger 
Sßerlaufc^ung bon ©eraben unb functen geführt. 

Umge!e^rt fcfeUegt man: Sffienn ein ©cc^eed eine "^JaScarfi^ @e- 
rabe ober einen "iSriand&Dn'fdben "^unct ^at, fo ift e9 einer beftimmten 
ßiuie jroeittn ®rabe« ein» ober umge[i$rieben. 

änmerlung. 'Duri* 6 ?unüe ober Jangenten einer 8inte jiBeiten 
(Grabes Werben jnel^rere $a«cat'f^e ®erabe ober ißriant^on'ft^ $uncte 
beftimmt, bie wieberum befcnbere ffiigenfc^aften (jaben.'") 

18. tiit in (17) bewiefenen ©ä^e gelten aud} bann no*, «enn 
an bie ©teße ber Sinie jmeiten ©rabeö äloei ©erabe ober ?Juntte treten. 

•) ¥a8ca! Essai pour ks coniqnea, lerame 1 o^ntSStatiS (Htfer (atje Muflal 
ÜenvreB ed, Lahure 11 p. 3S4— 7 gtilnbet \\ä) auf a>t8arflue9' arttiltn). ®oi 
eingef^ritbcne Sci^eeif tcttb cott ^aScat heiagrammum mjsticnm gcnaniiL 8. 
fl- 6. p. '■"" 
-- "Jna 

Diefel _ „.. ,. „„ ... 

. $1itniin. g. 4, 6. ISttOc 3. 5 p. 268. 41 p. 269 unb 66, 5S p. 174. 



§. 7. 3)ie pwj(fliBi(c^eE gonntln. 381 

2Senn ooh einem ©«^ed AhCDEF biet nii^tfclgenbe (gijpunrte 
^, C, £ auf einei @eraben, bte übrigen auf einer anbern ©eraben 
liegen, fo lieflen bie 3:)urd)fii&nttte bet geflenüberliegenben Seiten AB 
unb DE, BC unb ef. CD unb FA auf einet ©eraoen. 

Senn opn einem ©ec^seä ahcdef bvei nic^lfotgenbe ©eilen a, c, e 
huxd) einen $unct, bie übiigen bm^ einen anbern $unct ge^n, fo ge^n 
bie ©eraben, lce(^e bie gegenüberliegenben ©dpuncte ab unb de, bc 
unb ef, cd uub fa Derbinben, burt^ einen ^unet.') 

ÜSemeiö. 33ejeii$net man bie gemein^ 
((^ofrtici^en $uncte »on AB unb DE buri$ 
d, oon BC unb ö^ butc& /T, Bon OH unb 
4CE burc^ J, Bou ÖH^ unb Bö/" burc^ K, 
Don ^C£ unb BDF burc^ i, fo ift (9) 

(L, J, A, E) = {L, K, B, D) 

{L, J, E, C) = (L, E, F, B) 
fo(g(i^ bui($ ä}IuUi))Iic(itton (S) 

(i, J, A, C) = iL, K, F, D) 
IDa^er (14) ge^n bie ©eraben JE, AF, CD 
burd^ einen ^nitctr b. ^. bet gemetnfc^aftlii^e 
^unct pon CD uub i^4 liegt auf bet ©etaben JE ober Gfl". 

'Sitx jugeorbnete @a^ mirb unter gegenfeittger äJeitaufc^ung Don 
©erüben unb ^unctcn eben fo beioiefen. 

19. aJiet ^unete einet Sbene A, B, C, D beftimmen 3 ^aorc 
Bon ©etaben, AB unb CD, BC unb AD, AC unb BD, bie ©eiten 
unb SDiogonolen beö ajicredfl ABCD, ml^t auf einet beliebigen @e= 
raben ber ©bene eine Snoolutlon »on Runden bifben, b. ^. mit 
i^t 3 '$aaxt entfprectenbet ^unrte bergeftott gemein ^abeu, bQ| ie 4 
flu6 ben 3 paaren gemä^tte 5puncte boffetbe SJopiielDer^ättuil (inben, 
a(8 bie entfj3tecbenben 'JJuncte. 

SBiet ©eiabe einet Sbene «, b, c, d teftimmen 3 ^aare »ou ^unc 
ten, ab unb cd, eb unb ad, ca unb bd, toeldje mit einem beliebigen 
^und bet ebene »erbunben eine 3nBolutiBn Bon ©eroben bitben, 
b. ^. 3 ^aote Bon entf)>redtenben ©eraben betgeftatt beftimmen, bafe 
te 4 au0 ben 3 paaren gemä^Ue ©erabe baffeCbe S^oppeiBer^ältnif 
^aben, ate bie entfi)re(l^enben ©erabeu.**) 



") a)er erpt ©ag (pmml 6ii ^oppu« Vll, 13S unb 139 Oor, in anbete i|l 
ton «onceltl propr. proj. 169 tiii)ii8<fflst toexittn. fßttal. ©teintt M. gm». 
23, III unb p. 312. 

") Son bem erjien Safi 6(""tn bie a"<(tiWtn "SeomelttSenntaifi na* ¥ap(>u8 
VII, 130. Unter ben 9Icuern ^at äuet|l ©eeatgueB a. a. O. p. 171 bu SSiidoIh- 
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SdeVotii. 3)(e be{ie% angenommene C 
taben BC, CA, AB bie ?ßuncte P, O, H, m 
CD bie enifprei^enben Spunde F', G', H'^a 
(DA, DB, D 
= {l 
fo(f|{id^ auf ber ©eraben, teetc^e bie 
«äfftet r<^neibet, 
{P, Q', H', G) = {H. 0', F, O) 
= {F, G, H, G') 
ajlan ^at aUx au^ {F', H', G', ff) 
= (F, ff, G, G') nai^ (12, I), b. §. 
/*(?' FQ ^FG^ FG^ 
H'G' ■ Ä'G Äö ■ HG' 
, j;^ , FG _ FG_ _ f(?' 
' BG' ' ffG ~ H'G ' H'O' 
mithin {F, ff, G", (?) = (/; n; G, Ö'}. Jiiefe Oteit^ung entfrtingt aus 
bet öotigen buti^ gegenfeitige SSevtaufi^ung Don H nnb H', ober von 
F nnb F. Sätfo ^a6en je 4 au8 ben 3 ^liaaren F unb F", G uiib 
(?', ff unb /^' gettä^lte ^uncte baffefiie a^eppetter^ältniß al9 bie cnt* 
fprec^enben $uncte. 

©er iufleorbnete ©a§ loirb ebenfo Bemiefen. 
ainm erlu ng. Die ®(ei*ung {F, G, H, G') = {F, G', ff', G), burc^ 
»el^e bie Onoolution bev 3 $a.ite F unb F, G unb G', Ä-unb ff' 
Don $uncten einer @eraben beftimmt mirb, fann ben ^uSbrud 
FH' G'F HO _ 
G'H' ffF FQ 
ober nat^ 8«8™f**tiget Sßertaufebung Don F unb F, G unb G' 
Fff' GF ffG^ _ 
GH- HF FG' ~ 
erhalten unb auß (6) abgeleitet »erben. 

ffietin ein Spund ber 3n»olution j. 39. G nnenblic^ fern ift, fo 
fällt ber entfptee^enbe ^und G' mit einem beftimmten Spund O ju' 
fammen, ber pfolge ber ©lei^ung (F, H, G', G) = (F, H', Q, G') fo 
liegt, bag 



tion Cdti ¥unctcn untetfu^t unb ben Slatntn Sncolution etngefUtitt. SSergl. Siia 
t6on %nes du 2. ordre 8 unb ^oncstet propr. proj. 178, S^aeUe Ap. hi 
Note X uiib GMom. anp. 220. 339 ff. ©laubt ©tomitrie ber&üe g. 16. «ue b 
?iroi«li»ität btt 3nbclntionen erlennt man bie ®ültifll(it b« obigtn ©äfee in X 
©iJ^rif. 'Haä) analegie ber (tinäwn) 3nBoIutiBn »on >Paoren Rnb tErnÖte, (fnalernäi 
u. f. 1». SnBoTuttontu in ©ttra*t gejoatn ttotben: SDIBbiu» Stipiig(r8iri*te 1865- 
Sonquictee 185y Annali dj matem. t. 2 p. ä6, Httemoud Curve piane 21 
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{F\ H, O) (F, H\ O) = 1, FO.ro = HO.H'O 

ift. üDemnad^ f)at O glcid^e ^otenjen in Sejug auf Steife FF* utib -ffÄ^*. <■ 

SBewn ein 5ßunct bcr Snuotntion mit bem entfprcd&enben jufamnten* 
faßt i ©. H mit JBT' in J, bem gemeinfd^aftlid^en $unct ijon ^i5 unb 
CZ>, fo ift jufolge ber angefül^rten ©leid^ung 

{F, J, O, G'){r, J, G, &) = 1 

SaSenn augerbem F* unb F in K, bem gemeinfd^aftlid^en $unct Don BC 
unb AD, jufammenfaaen, fo toirb {K, J, G, G*y = 1, unb loeit G& 
nxifi jugleid^ i^erfci^toinben lann, 

{K, J, G, (?0 = - 1 (11) 

Drei $aare »on Runden ober Siangenten einer ßinie gioeiten ©rabe« 
bilben eine Smoolution, toenn ie 4 aud ben 3 paaren getoal^tte $uncte 
ober Stangenten in ber oben (15, älnm.) feftgefefeten ©ebeutung baffette 
!X)ot))>e(oerl^äUni§ ^aben, atö bie entf)>red^enben ^uncte ober ^Tangenten. 
Die OerabeU; loetd^e bie entfj>re(3^enben ^unrtc tjerbinben, ge^n burd^ 
einen ^unct; bie ^uncte, »etd^e bie entfprecijfenben STangenten gemein 
J^aben, liegen auf einer ©eraben. SSergL unten (21). 

Drei $aare Don ©eraben eincd $^j)erbotoib«, unter benen nid^t 
i^toei auf einer (Sbene liegen, bi(ben eine 3nt>o(ution, toenn ie 4 au^ 
ben 3 paaren getoäl^lte ®erabe baffetbe Do|)j)etoert>ä(tni6 ^aben (16, 
SlnmO, ate bie entfprec^enben ©eraben. 

20* 3^ci ^uncte einet 8inte jtoeiten ©robe^ unb bie beiben 
?}aare nid^t fotgenber ©eiten eineö eingefd^riebenen UJiered« beftimmen 
eine 3n^oIution oon ^uncten.*) 

3ti>ei Sangenten einer 8inie jtoeiten ®rabe« unb bie beiben ^aare 
nid^t fo(genber @d))uncte eined umgefd^riebenen SSieredf^ beftimmen eine 
3noo(ut{on oon ®eraben. 

©etoei«. ©inb H unb E* ^uncte eine« 
bem SSiercdf ABCD umgefd^rirtenen Äreife^, 
»erben AB unb CD, BC unb DA »on ber 
©eraben EH* in F unb F\ G unb & ge* 
fd^nitten, fo ift bad 2)ojH>eIt>erptnl6 ber 
^uncte B, D, E, E* (15, anm.) 

{AB, AD, AE, AE) = {CB, CD, CE, CE') 

folglich (9) 

{F, G\ E, E*) = {G, F\ E, E*) = {F, G, E*, E) 

Sbenfo »irb ber jugeorbnete Saft beloiefen. 

*) 2)edaTgued a. a. O. $erg(. $adcal Essai p. les coniques ed. Lahare 
IL p. 356. ^onceUt a. a. O. (£1S>ö«Ic3 Ap. bist. Note X, 20. Geom. sup. 
C56 iinb 667. 



tä)tttt ^uäj. Sngimointtrie. 

e itoeiten ®rabe8 bie ^igaxtn AB .■ . unb 
ib, ba^ bie ©eraben äa', bb', . ., meldte 
1 iinb A', . . DBcbiiiben, buvi$ einen ^wnrt 
[^aftUc^en ^uncte bet entf)]te($enben @eraben 
) A'B, . . unb bet Tangenten an entfiiret^en» 
iben a. 3ebe« 5ßaar entfpvec^enbet ^ßuncte 
Seraben s I)aitni>nifdt iugeotbnet. ^te ®e- 
i^e, Tecipro!e) polare beö !ßnncte8 S 
' itteiten @rabe«, 

ten ©tobe« bie giguren ab . . unb ä'b' . . fo 

'^uncte aa', bb', . . , bellte bie entf4)red^en= 

gemein ^taben, auf einet ®etaben s liegen, 

: bie «nffptec^enben Sßuncte ab unb a'b', . . , 

cü^tungSpuncte Don ent[))iei:^enben Tangenten 

:t -S, 3ebes ^aar entfprec^enbet 5Eangenten 

ift bei @eiQben a unb bem $unct 8 

^rmonifc^ jugeotbnet. Set $unct S 

^eißt ber (^atmonifi^e, teciptofe) %o\ 

bei ©eraben s in Sdejug auf bie 

Sinie iroeiten ©tabefl.') 

Semeiö.aft bog @e^eed-äBC^'-8'C 
einer Sinie jroetten ©rabe« ftetiefeig ein« 
gefc^tteben, fo liegen nod^ %a»ca.Vi ^E^eo* 
rem (17) bie gemeinft^aftti^en $uncte 
bei ©etaben 

AB unb A'B', BC unb B'C, CA' unb CA 
au<J^ bann ouf einer ©etaben, menn C 
mit A', C mit A, fotgli(^ CA' mit bet 
Sangente o', CA mit ber longente o ber 
Eurce jufamraenfätlt Segeii^net man 
alfo bie gemeinfc^aftlii^en ^uncte von 
^ AA' unb BB', AB unb A'B', AB' unb 
A'B, a unb a' butt^ S, T, ü, V, fo 



___.i I, 3J. lÜ, 37. tpopfua Vll, 161. SSergl. 

§. 5, 12. ©er obige @«5 mutbe öcniüinbiaet tc 
0.) unb SDlaclautin (de lin. geom, propr. H, 
nce((t propr. proj. 186. 194. a)it Weiltre S9ebtu- 
n Stian*i)n J. de TEc. polyt. Cah. 13 p. 297 
Ap. List. p. 397 b. UeSevf. ©UinecfVtt- entw. 
ff. uub bte 31nm. ja ©ttteem. g. l, 9. 
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liegen T, ü, V auf einer ®eraben. 5Run bitben bie ®eraben AB 
A*B*, TS, TU einen l^armonifcijfen Sfifd^el (11), ba^cr ift mö) (9) 

(J, 2l', s, TU) = — 1 
C^F, ^'F, ÄF, f7F) = — 1 

3te]&t man ferner burd^ S eine ®erabe, »eld^e bie ßuröe in C unb C 
fci^neibet , unb bejeicijfnet ben gemeinfc^iaftlic^en ^unct ber ©eraben AC 
unb -4'C burd^ W, fo l&at man 

(^F, il'F, /SF, WV) = — 1 

tooraud folgt, bag W auf ber ©eraben UV liegt, u. f. ». 

2)er jugeorbnete ©aft loirb ebenfo beioiefen. 

Snmerlung. 993enn bie $aare bon entfpred^enben Runden A 
unb A\ B unb B', C unb C einer Sinie jipeiten ®rabe« fo liegen, bag 
bie ©eraben AA\ BB\ CC burd^ einen $unct 8 gei^n, fo bitben fic 
eine 3nt)oItttiott (19, 3[nm.). Unb »enn bie ^aare öon entf))red^enben 
Sangenten a unb a', h unb h% c unb c* einer ginie gleiten @rabe^ 
fo liegen, bag il^re gemeinfd^afttid^en ^uncte aa*, bb\ cc' einer ©eraben 
8 angel^dren, fo bilben fie eine 3nbotution. iDenn bie gemeinfd^aftlid^en 
^uncte bon AB unb A*B\ AC unb A*C, AC unb A^C liegen auf einer 
©eraben, ber Notare bon Ä ©al^er ift (9) 

{AA\ AB, AC, AC) = {A'A, A'B\ A'C, A'C) 

b. 1^. bad ©oppetoerl^ättniß ber $uncte A\ B, C\ C ber Sinie jtoeiten 
©rabe« ift bem !iDo<)})e(ber^ättni§ ber entfpred^enben ^l?uncte A, B\ C, C 
gteid^, u. f. xo. 

22* SBenn bie ©erabc s bie "^Jolare be« ^jjuncte« S in S3egug auf 
eine Sinie jtoeiten ©rabeö ift, fo ift ber ^unct S ber ?oI ber ©eraben 
s. gßäre ber ^unct T ber ^ol bon «, fo »arj^ für jmei Tangenten a, 
a\ bie mit s benfetben $unct gemein l^abcn unb bie ßuröe in A unb 
A* berül^ren, 

(4 A\ 8, T) = (a, a', 8, T) = — V . 

folglid^ (A, A\ s, S) t^on —\ berfd^iebcn, gegen bie über JS gemad^te 
aSorau^fe^ung. 

©enn s bie Notare bon S ift unb mit ber Surce ben $unct JE 
gemein f)at, fo ift bie ©erabe SE eine Siangente ber Surbe. §at bie 
©erabe SE mit ber ßuröe ben ?unct JE' gemein, fo ift 

(E, E\ 5, >S) = - 1 

aaSeit aber E auf s liegt, fo liegt an6) E* auf s, b. f}. EE* öerfd^toinbet* 
ÜDai^er ift jebe ©e^ne ber Surbe bie polare beö ^uncte«, toeld^en bie 
2:angenten il^rer @nb^)uncte gemein i^aben. 3n^befonbere ift jiebc S:an=» 
gente bie polare il^re^ Serül^rungöjjuncted. 

»al^er II. 4. 3Cufr. 25 



SJenn bie ©eraben (, u, », . . taxi) bcn ¥«ntt ^ 8EÖ"/ f» ließen 
ti&te ^oU auf bet polare s be« *lJnncte« S. Senn nänttit^ bie ©ecabe 
( bie Surte in F unb P* fd^ndbet, fo ift i^t ^ol bec gemeinfc^aftlii^c 
^unct bet butti^ P unb P* gel^enben Uangenten, raeltöer auf ber Notare 
»on Ä liegt (21). SJenn bie ©eiabe u bie Euwe berührt, fo ift i^t 
¥ot bet JBtrü^tnna«pnnct, roeld^er auf bet ajotnre oon 5 liegt SGJena 
bie ®erabe v bie Sntte roeber fc^neibet noc^ betagt, fo ge^n buit^ 
ben "^mct sv jwei ÜEangenten ber Euroe, bie folDo^t mit v unb intern 
^ot V, al« m^ mit S unb > einen ^atmcmift^en Süffel beftimmen; 
nnn g^t v buti* 5, a(fo liegt V auf «. 

'JJatatlele Seinen einet 8inie jtoeiten ®tabe6, bjeli^e ben unenbti(§ 
fernen $unct S gemein l^aben, merben von ber $o(aie « beffelben ffaU 
bitt; bie polaren bon unenbtic^ fetnen ^uncten finb iCiametet bet 
(^utoe. !Cie $oIate bei äHitle eine« :Siiunetere ge^t buti$ ben unenb* 
[[($ fernen $Mnct beö S)iametet8 unb bnti$ ben nnenblii^ fernen $c( 
beffetben, ift alfo uuenbU^ fern; eine ®etobe, bie buri^ bie SKitte eine« 
^iametetS ge^t, ^at einen unenblii!^ fetnen $ot unb ift ein ^iameter 
bet SutBe. Slße 5Diametet berfet&en ^aUa alfo eine gemeinfdSaftiit^ 
SKitte, ben ?ol bet unenblicb fernen ©eraben (©tereom. §. I, 4), ba« 
Sentrum bet Stnie jnjeiten @tabee. 

23. SJenn bie ^uncte A, B, C, D ouf einet ©eraben liegen, fo 
bilben ifere Rollte" i" ®ejug auf eine Sinie i»eiten ©rabe« a, b, c, d 
einen Sö[(^el betgeftalt bci§') 

(A, B, C. Zf) = {a, b, c. d) 

Öewei«. 3ft S bet «ßol ber ©etaben « 
in aSejug auf beu Atel« (M), fo ge^n burd^ 
S bie ?}olQten a, b, c, d bet auf » liegenbeti 
^unde Ä, B, C, D (22). S)te ©eraben MA, 
MB, . . finb notmal \m a, b, . . . !l)re^t man 
bie giflut MAB . . in i^ier <56ene um ben '3|Junct 
M, m MA mit a paxaM ift, [o »etben MB, 
MC, MD mit b, c, d parallel, folglich ift 
{MA, MB, MO, MD) = (o, b, c, d) 
{A, B, C, D) = (a, b, c, d) 
h)ie oben (15, ?lnmO in bem gaüe gefunben loutbe, baß A, B, C, D 
%*uncte bet 8inie jweiten ©robeö bebenten. 




•) SffiB&iue t(ti-?c, fitalc. 290. aflagnuS Stufgafirn I p. 65. e^Oälee G^om. 
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